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« Bien que les pieds de Fhomme n'occupent qu'un
petit coin de Ia Terre, cCest par tout Pespace quil
n'occupe pas que 'homme peac marcher sur la Terre
immense, »

‘Tchouang tseu (traduction de Liou Kia-hway).



Préface a la deuxiéme édition

Relu avjourd’hui, le début de la premiére édition (chapitres 0, 1, ) m’apparait
un peu comme un inventaire i la Prévert : quelques rappels (expédiés a la hite) ;
quelques bons exempiles ; une profession de foi (que je ne renie pas) ; des bribes de
formalisme ; des parenthéses polémiques (a I'usage des collégues)...

Tout eela est un peu chaotique, reflétant les ticaillements entre le physicien que
j’ai commencé par étre et le « bourbakiste! » que jai appris 2 devenir.

Six ans de réflexion (et d'expérience d’enseignement en amont de la maitrise)
m'ont conduit 2 présent 4 une vision plus claire et plus sereine des « contradictions »
grace auxquelles les mathématiques sont un organisme vivant. C’est pour exprimer
cette vision apaisée, ol les points de vue ¢ ancien » ¢t « moderne » se distinguent sans
nécessairement s'opposer, que j'ai ré-€crit le débur du livre ; le chapitre 1, presque
enti¢rement nouveau, réalise méthodiquement ¢t tranquillement le programme de
« retour aux origines » que l'ancien chapitre I ne faisait que suggérer ; tout ce qui
dans le début de la premiére édition se rattachait au point de vue « moderne » est
mainienant exposé dans le chapitre 2, qui acquiert ainsi davantage de cohérence. La
suite du livee est inchangée, a quelques menus détails prés.

Juin 1998

L Nen déplaise aux collégues qui refusent de s’avouer bourbakistes, jutilise ic cet adjectif comme

synonyme de € mathématicien # 1



Préface a la premiére édition

La théorie des variétés différentielles est un sujet que j’ai toujours trouvé particu-
tiecrement difficile 4 enseigner. Mais pourquoi I'enseigner, ¢t A qui ?

Ce cours aura rempli son objectif si un étudiant moyen, au terme de son année de
Maitrise, en retire une bonne compréhension de la dualité entre le point de vue de la
géométrie, qui s'intéresse aux « figures » et i leurs transformarions, et celui du calcul,
qui travaille avec des coordonnées et des équations.

Tel devrait éwre déja I'objectif d'un cours de licence de calcul différentiel 4 n va-
riables®. Mais trop marqué qu'il est par I'idéologie ensembliste, notre enseignement
du calcul différentiel dans B” ne sait pas faire la distinction entre un « point » et le
n-uplet de ses coordonnées, entre un & vecteur » et le n-uplet de ses composantes.
Emerveillés d'avoir appris 2 couler toutes les idées mathématiques dans le moule
ensembliste, nous n’enseignons que la forme des idées, pensant que le sers suivra
de lui-méme. Parler du « vecteur vitesse » d'un « point mobile » est une atteinte a
la pureté des mathématiques ! Utiliser la notation différentielle 4 la maniére de nos
péres, c'est-a-dire en considérant dx, - - - . dx, comme des variables, est un ¢ truc de
physicien » t

Le malheur est que lorsqu'un étudiant formé a ce purisme arrive en Maitrise, ot
toutes les notions évoguées plus haut prennent leur place naturelle dans le langage
des variétés différentielles, on attend de lui non sevlement une compréhension for-
melle de ce langage mais aussi une bonne intuition du savoir-faire que ce langage
recouvre (savoir articuler judicieusement raisonnements géométriques et calculs en
coordonnées). Faut-il s’étonner qu'il n’ait pas cette intuition alors qu’on n'a rien fait
auparavant pour la lui faire acquérir ?

Avant de se poser pour le calcul différentiel, le probléme se pose déja pour l'en-
seignement de l'algébre linéaire. C’est un probléme difficile, auquel je ne prétends
pas avoir de réponse miracle. Mais c’est le souci de ne pas I'éluder qui a inspiré la
premiére partie de ce cours, dont jaimerais pouvoir dire qu’il s’agit de révisions et
approfondissements des acquis essentiels du ealcul différentiel de licence {mais j'émets
12 un veeu plus que je n'énonce une réalité 1),

La deuxiéme partie présente 12 théorie intrinséque des variéiés (avec comme objectf
cssentiel Ia compréhension des notions de fibré tangent et fibré normal), et enchaine

2 et des cours d'algébre lindaire en premier cycle !



X Hrefaca a la premiere edition

sur les premiers rudiments de la topologie algébrigue (homotopie et revétements).
Elle se termine par une ébauche de théarie de Pintégration sur les variétés, ou I'on fait
connaissance avec I"homologie et la cohomologie.

Parallelement aux « chapitres » proprement dits, qui cherchent a présenter de fagon
cohérente les concepts qui forment l'ossature de la théorie, les « études » insérées
entre les chapitres ont pour but de montrer ces concepts en action dans un contexte.
Bien entendu, mes goiits personnels ont joué un rdle important dans le choix des
contextes (oi I'on pourra reconnaitre I'influence de R. Thom, ainsi que de V. Armold...).
Mais parmi mes thémes de prédilecdon, jai essayé de me limiter 4 ceux qui me
paraissent mériter d’occuper une place centrale dans la colture d'un géomeétre (au sens
large de ce mot, allant de la géométrie algébrique i la mécanique), tout €n restant assez
« naifs » pour qu'on puisse les rmccrocher aux aspects plus élémentaires de la culture
mathématique {calcul différentiel de premier cycle, géométrie au lycée,...). C'est dire
que ces ¢ études » sont pour moi bien davantage que de simples « compléments » ou
« illustrations » des chapitres. C'est par leur interaction avec les exposés théoriques
contenus dans les chapitres que j'ai essayé de montrer ce qu'est une démarche de
mathématicien.

Peut-étre les spécialistes trouveront-ils que certains thémes d'étude mériteraient
de plus amples développements, ou regretteront-ils 'absence dans les chapitres de
tel ou tel résultat théorique important.

Inversement, les étudiants rrouveront sans doute que ce cours est déja bien gros,
et que c’est beaucoup leur demander que d'attendre d’eux gu’ils maitrisent autant
de concepts abstraits, et sachent les appliquer dans autamt de situations riches et
complexes.

Aux uns comme aux autres, je répondrai qu’ils ont raison, mais que je n’ai voulu
ni écrire un ouvrage de référence exhaustif sur le sujet, ni présenter aux éwdiants
une ¢« somme de connaissances * a ingurgiter. J’aimerais que ce cows puisse ére
considéré simplement comme une porte ouverte sur un monde ou les étudiants de

niveaux variés pourront tous trouver 2 faire un bout de chemin®.

Remerciements
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donné le courage de le mener 4 son terme.

Pour aider les étudiants a faire un premier tri dans 'ampleur du marériel qui leur est présenté, on a
distingué sous le nom d4 exercices tests » des exercices qQui doivent pouvoir étre résolus facilement
et brievement si le concept augquel ils se rapportent a €€ assimilé,
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PREMIERE PARTIE

SOUS-VARIETES DE R"



Introduction

Pourquoi B" ? Pour n = 2 ou 3, c’est le modéle cartésien de I'espace euctidien usuel,
habitacle des « figures » du géométre (courbes, surfaces,...). Cette modélisation (du
plan par RZ, de « Iespace » par BR?) n’est pas canonique, le géometre étant libre de
son choix d’un « repére onthonormé ».

Mais il est d’autres contextes ol la modélisation par R™ est quasiment imposée par
le probléme : les sciences dites « exactes #, au premicr rang desquelles la physigue,
s'intéressent 4 des grandewrs numérigues « variables » (par exemple en thermody-
namique, la pression P, le volume V, la température T) liées par diverses relations
(par exemple la relation PV = RT ¢n thermodynamique des gaz parfaits). Les variables
du probléme que 'on pourra désigner par x;,. .., xn, définissent donc un point « va-
riable » x = (x1,...,xn)e R, mats Pexistence de relations entre ces variables contraint
ce point A rester sur un sous-ensernble S cR" (de « dimension » d’autant plus petite
que les relations sont nombreuses). Dans les bons cas ce sous-ensemble sera lisse
{chap. 1), ce qui permettra de faire du calcu! différentiel sur 8 (chap. 1 et 2), en con-
sidérant que les « accroissements infinitésimaux » (ou « différentielles ») dx),. .. dxn
de ces variables sont li€s par des relations linéaires {approximations linéaires des rela-
tions liant les xy,....xn). Un probléme d’évolution (des variables x;, . . ., x» en fonction
du temps) sera gouverné par le champ des vitesses v; = dx /dt (chap. 3), champ de
vecteurs tangents & la variété S des contraintes.



Chapitre 1

Calcul différentiel . a I'ancienne .

4« Les différentielles du mathématicien
ne sont pas celles du physicien... »

{folklore universitaire, deuxiéme meitié du vingtitme siécle)

0. Défense et illustration du calcul « a I'ancienne »

0.1. Petit exemple naif : calcul de la tangente & une courbe plane

Il y a une dizaine d’années, j'ai raconté a des étudiants de premiere année d'uni-
versité (filicre « Sciences pour Fingénieur » ) le petit exemple que voicil.

Soit 3 calculer la tangente au cercle d’équation :
L+ 2x+y=10 (1)

au point de coordonnées (2, 1),
En différentiant I'équation (1), on trouve :

Pxdx+2ydy+2dx+dy=0 (2)

Pour x = 2, y = 1 cela donne 6 dx + 3y = 0, ¢'est-a-dire % = -2, La tangente cherchée

est donc donnée par la figure 1.

5
-%
A

Figure 1.

« La méthode est drolement simple » m'ont dit les émdiants. « Pourguoi estce
qu'on ne nous I'a pas apprise en terminale 7 »

1 (publié dans rcré n°6, Nice déc. 1988)



4 Chapitre 1 : Calcud différentiel « & Pancienne »

« Cette méthode n’est pas du niveau du premier cycle universitaire » mont dit mes
collegues, « car elle cache un théoréme profond qui est le théoréme des fonctions
implicites ».

0.2. Discussion de I'exemple précédent

Pour n’importe quelle valeur de (x, y) solution de I'équation (1), la méme méthode
donne I’'éguation de la tangente a la courbe au point de coordonnées (x, y) :

(2x+2)dx+2y+ )dy=0 (2")

Les valeurs de x et y étant fixées, (2) est une équation linéaire 2 deux inconnues dx,
dy, inconnues que l'on peut interpréter comme des « accroissements de x et y le long
de la tangente ». En tout poiat de la courbe ol 2y + 1 #0 on peut résoudre 1'équation
(2'} sous la forme dy = pdx, C'est-a-dire :

Yop @)

ce qui donne ia pente p de la tangente 2 la courbe.
Aux points ot 2y + 1 = 0 I'équation (2') éguivaut a dx = 0, ce qui veut dire que la
tangente est verticale : dans notre exemple cela se produit aux deux points A, A_ de

V45

1 1
coordonndes respectives (x, — §) et (x_, ‘_E)’ ollxy =—-14 -5

Début de justification
La formule (1) déhnit une relation entre les variables x et y. Si cette relation était
Jonctionnelle en vy, c’est-a-dire si on pouvait |'écrire sous une forme « donnant y
comme fonction de x » :
y =glx)

la formule (3) définirait la dérivée p = ¢'(x), qui est bien la pente de la tangente au

graphe de g (au point considéré). Dans notre cas on peut effectivement considérer

y comme fonction de x, & condition de restreindre convenablement les intervalles de

variation de x et y : en I'occurrence, on pourra imposer & x et y de vérifier les inégalités :
1

Mo X . > ——
X< X y>—5
ou si l'on préfere :

1

X< X< Xy, y<—§

c’est-a-dire se restreindre i I'arc de cercle ouvert situé au-dessus (ou au-dessous) du
diameétre A, A_ (cf. fig.2).

[




Défense et illustration du calcul « 2 Fancienne » 5

Cette méthode n'est en défavt qu'aux points AL et A_, o0 y = — % Mais au voisinage
de ces points on peut faire un raisonnement analogue en intervertissant les roles de x
et y, c'est-a-dire en cherchant a considérer x comme fonction de y (cela sera possible
sur chacun des deux arcs de cercle ouverts délimités par le diamétre vertical B.B_ de

dx
Ia fig. 2). En particulier aux points A, €t A_ on trouve ainsi y: it 0, ce qui veut bien
dire que la tangente est paraliéle A I'axe des y.

Lidée essentielle 2 retenir de cet exemple est gue nous avons calculé des dé-
rivées de fonctions sans écrire d'expressions explicites de ces fonctions : il nous a
suffi pour cela de « différentier » la formule (1), dont on peut dire qu’elle définic
« implicitement » ces fonctions.

Pour bien mesurer I'économie de calcul que cela représente, essayez de retrouver
les résultats précédents en appliguant les régles de calcul des dérivées 4 une expression
explicite comme :

— 141 —4(x2 + 2x+ 10)
u= 2

(qgui donne y comme fonction de x sur 'arc de cercle A, B;A_) ! Et encore n'avons-
nous considéré ici qu’un exemple ot I'éguation (1) est polynomiale du second degré,
et peut donc sans difficulté étre résolue par radicaux ! Dans des cas plus généraux
(équations polynomiales de degré éleveé) il ne sera méme pas possible d’écrire de telles
expressions explicites, et seule nous restera la méthode « implicite » précédente.

EXERCICE (.1.- En quels points la courbe d’équation :
(x - 92)2+y2 =1

at-elle une tangente paralléle a1'axe des x ? 2 Paxe des y ? A partir de ces informations,
essayez de dessiner I'allure de la courbe,

EXERCICE (0.2 — Mémes questions pour les courbes suivantes?, données paramé-
x = p(b} cos B o :

y=p(6) 5ind’ )

a) pl#) = &® (spirale logarithmique) ;

b) p(®) =2 +cosé;

¢) pl6)=cos6;

d) p(8) = 1+ cosé (cardioide).

triquement par {

EXERCICE 0.3.- En quels points la surface d’équation :
X2+{x+y)2+(x+y+2)2 =1
a-t-elle un plan tangent paralléle 4 I'un des plans de coordonnées ? En quels points

son plan tangent est-il paralléle a I'axe des z ? Dessinez, ¢n projection sur le plan des
(x. 1), I'ensemble de ces points.,

On pourra aussi en déterminer les points od la tangente est paralléle i la premiére ou deuxiéme
bissectrice.



6 Chapitre 1 : Calctd différentiel « & 'ancisnne »

Objectifs de ce chapitre

Le discours qui précéde utilise un langage un peu désuet, qui fait jouer un role
capital aux « variables » x y, dx, dy. Traduire ce discours dans le langage des « maths
modernes » (celui qui s'est impos¢ dans les années soixante) lui ferait inmanquable-
ment perdre en simplicité, et sans doute est-ce la raison pour laguelle cette méthode
de calcul est rarement enseignée aujourd'hui en premier cycle universitaire.

Mais pourquoi ce langage si simple est-il tombé en désuétude ? D'aucuns vous
diront que c'est parce qu’il mangue de rigueur. Il est vrai que beaucoup d'auteurs du
début du sigcle s’autorisaient des ¢ glissements » mal contrblés entre raisonnements
déductifs et interprétations intuitives. Mais je crois (et je vais essayer de montrer dans
ce chapitre) qu'on peut maitriser ces allers et retours entre forme et sens, grice aux
mdthodes d’'inrrospection gue nous fournit la logique mathematigue* (notion d'inter-
prétation, ol les variables jouent un role crucial). Nous pourrons ainsi goliter en
toute sécurité, et en toute liberté, les beautés du formalisme différentiel de Leibniz 5,

Petit test linguistique

Vous aurez souvent 'occasion de lire dans ce chapitre des phrases comme :
1. « Substituons 2 la variable y son expression g(x) comme fonction de x »
2. « La formule (1) défnit une relation R entre les variables x et y, dont nous
noterons S le graphe »,
Si le sens de telles tournures vous parait clair, si rien n'y heurte Fidée que vous vous
faites du « bon langage », continuez tranquillement 2 lire ce chapitre. Si guelque chose
en elles vous dérange, lisez le commentaire linguistique en fin de chapitre.

1. Différentielles

Nous nous proposons ici de dégager les aspects « calculatoires » de la notion de
différentielle. Linterprétation géométrigue fera I'objer du paragraphe suivant.

Ou alors il faudrait introduire des concepts sophistiqués, comme ceux que nous développerons dans
1a suite de ce livre (chap. 5 § 4).

L'un des aspects paradoxaux des & maths modernes » est la fagon dont elles ont conduit la plupart des
mathématiciens A se désintéresser de la logigue, réduite dans leur esprit au simple réle de caution
juridique parantissant le % bienfondé » des usages en vigueur. A cetre attitude il est réconforant
d’opposer celle du grand géométre russe Yu. MANIN, qui dans lintroduction de son merveilleux
livre ¢ A course in Mathematical Logic » (traduction anglaise éditéc par Springer-Verlag, 1977) en
définir les objectifs en ces termes -

In this book mathematical logic is presented both as a part of mathematics and the result of its
self-perception. {...)

Foundational problems are for the most part passed over in silence. Most likely, logic is capable of
Justifying mathematics to the same extent that biology is capable of justifying life.
5 Goufried Wilhelm LEIBN I1Z, philosophe ¢t mathématicien allemand (1646-1716). Malgré les débats
sans fin suscités par les idées de Leibniz sur les € infiniment petits » |, ses notarions se sont rapidement
instaliées au centre du paysage mathématigue, et méme les « maths modernes » n'ont pas réussi 4
les en chasser (malgré des commentaires du genre & Je n'ai jamais compris ce que c'est que le dx
dans f J(x) dx », gqu'on enendait souvent dans les milieux marhémariques 3 une certaine époque).



Differentielles 7

1.1. Différentielles de fonctions (comment les calculer)

Supposant connue la notion de différentielle d'une _fonction®, nous allons ici focali-
ser notre attention sur les propriétés formelles qui permettent les calculs pratiques de
différentielles.

Quand nous parlerons de « fonctions », il s’agira de fonctions de n variables réelles
Xlyeens Xxn, 4 valeurs réelles. En régle générale nous ne préciserons pas leurs domaines
de définition, sauf lorsque ce sera indispensable. Rappelons que la propriété pour une
fonction d’étre différentiable est préservée par les opérations usuelles sur les fonc-
tions : sommes, produits, dont il sera question tout de suite ; substitutions (composition
des fonctions), dont il sera question un peu plus loin.

Propriétés algébriques
0) La différentielle d'une constante est nulle.
i) d(f +g)=df +dg.
ii) d(fg) =gdf +fdg.

Ces propriétés permettent de calculer les différentielles des fonctions polynomiales.

Exemple d((x+ )2+ yz) =2x+ y2)d{x + )+ d(yz) =
20x + y¥Ndx + 2y dy) + 2y dy = 2(x + y?) dx + 2y(20x + ) + 1) ay.
De fagon générale, si une fonction f de x...., xn est différentiable, sa différentielle
df s’écrit d’'une fagon et d'une seule sous la forme :

mnla..... xn)dxy + -+ + pnlxy...., xn)dxn (1.1)

. . . PR . )
ou les p; sont des fonctions appelées dérivées partielles de f, et notées p; = % ou

pi=oxf.
Dans le cas particuliern=1on a:

df = p(x)dx

ol p(x) = f'(x) est la fonction dérivée de f, encore notée g—{,

Point de vue formel sur les différentielles Dans la pratique du calcul différentiel il
est souvent commode de considérer une expression telle que (1.1) comme un objet
formel, sans chercher é donner un sens aitx expressions dxy, . - ., dxn : autrement dit on
considére (1.1) comme une _forme linéaire a n indéterminées dx, ..., dxn, 4 coefficients
fonctions de x, ..., xn.

Un tel objet formel est ce qu’on appelle une forme différentielle (i n variables
Xiyeuns xn). L'intérét du point de vue formel est de permettre de distinguer la pratique
des calculs de leur interprétation. On verra qu'un méme calcul se préte a plusieurs inter-
prétations, et c’est ce qui fait la grande force du formalisme de Leibniz, formalisme qui
est sans doute I'une des inventions les plus géniales de I'histoire des mathématiques.

Cf. par exemple les chapitres 0 et 1 de mon livre Les différentielles (Masson 1996) ; nous reviendrons
sur la définition de la différenticlle au chap. 2 ci-apres (§ 1.1).
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Différentielles exactes Une forme différentielle (1.1) est dite exacte s’il existe une
fonction f dont c’est la différentielle. Le probléme de caractériser parmi toutes les
formes différentielles celles qui sont exactes est pour n> 1 un probléme délicat”.

Nous reviendrons sur ce probléme au chap. 5 (§ 4.3). Mais nous aborderons dés
le chap. 3 (étude 3 : « champs de gradients ») une variante géométrique du méme
probléme, d’une trés grande importance en mécanique et en physique.

Principe de substitution des différentielles Considérons une fonction f des variables
X1.....Xn. En substituant aux variables x; des fonctions de variables ;. ... t,

xi=gilty,...tg), i=1.2,...n

on obtient une fonction f de ty, ... t.

Théoréme Sif et les g; sont différentiables, | Uest aussi, et sa différentielle df se
déduit de df par les substitutions :

xi =gilty,...t)
dg = &

Différentielle en un point Interprétons xj.....xn,dx.....dxn comme des variables
réelles, et attribuons 2 (xi,....xn) une valeur a = (a,--..an). Pour toute valeur
u = (uy,....un) de (dx, -..,dxn), la valeur correspondante de df est notée dfa(u) et

appelée dérivée de f en a le long du vecteur u ®:

dfalu) = i a—f(ﬂ)llt (1.2)
P 0 Xi
(on en verra une interprétation géométrique au § 2.1).
Cette facon de voir les différentielles est le point de départ du point de vue mo-

derne, ou la différentielle de f au point a est la fonction linéaire :

dj—qi Rn - R
(uy,...,un) > dfa(u)

Pour n =1 toutes les formes différentielles « raisonnablement régulieres » (par exemple toutes
celles de la forme w = p(x) dx avec p continue) sont exactes (car dire que w est exacte revient 2 dire
que la fonction p admet une primitive).

Rien n'interdit que certaines de ces variables f;. soient prises dans la liste X3, ....Xn. C'est pour
pouvoir le faire en toute liberté que j'utilise la notation « x; := ... » (d’usage courant en informa-
tique), que I'on doit comprendre ici comme une décision d’affectation (décision de remplacer x;
par I'expression €crite a droite du signe « :=» ).

On dit parfois « dérivée directionnelle de f etc. ». Mais il ne faudrait pas croire qu'elle ne dépend
que de la direction du vecteur u : en fait il s'agit d’'une fonction linéaire de u.
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1.2. Différentier des relations

Relisons les calculs du § 0.1, en nous interrogeant sur la nature de la déduction
logique qui permet de passer de la relation (1) 4 la relation (2). On pourrait étre tenté
de dire que (1) « implique » (2), ou (pour prendre un exemple plus simple) que
la relation x® + 4% = 1 « implique » la relation 2x dx + 2ydy = 0. Mais ces relations ne
portent pas sur les mémes vartables ! Bien siir on pourrait dire que la premiére relation
porte, comme la seconde, sur les variables x, y, dx, dy, car rien n’oblige une relation
a faire intervenir effectivement toutes les variables qu'elle est censée relier (sinon on
ne pourrait jamais parler de « fonction constante » !). Malheureusement I'implication
2 + 4% = 1 = 2xdx + 2ydy = 0 ainsi comprise est _fausse'®!

Il y a la un « paradoxe » gu'il faut élucider, pour apprendre a raisonner juste quand
on fait du calcul différentiel.

Dans ce paragraphe nous distinguerons soigneusement deux types de relations :
les premiéres porteront sur les n variables xj,....x, €t nous les noterons par des
majuscules romaines telles que R ;
les secondes porteront sur les 2n variables xy. . .. . xn. dxy. . ... diq, et nous les noterons
(au moins pour le moment) par des majuscules grecques telles que X ; nous les
distinguerons des précédentes en les appelant relations différentielles.

Une interprétation ¢ des variables x, . .., xn (SOus-entendu : « ...comme fonctions
différentiables de variables {;....,t; ») est un dictionnaire qui 4 chacune des variables
x fait correspondre une fonction differentiable (g, .... &), et 4 chaque relation R
entre les x; fait correspondre la relation R¥(iy..... te) qui s’en déduit par les substi-
tutions x; ;= gi(fy,.... &) (i=1,....€). Si la relation R* ainsi obtenue est identiguermnent
vraie, ¢’ est-a-dire vérifiée pour toutes les valeurs de (iy, .. .. t), nous dirons que I'in-
terprétation ¢ vérifie la relation R.

Exemple Soit Rix. i) la relation x” + 1 = 1. Interprétons x et y comme les fonctions
cos et sin (d'une variable réelle t). Certe interprétation védibe la relation R.

Cas particulier : interprétations constantes Dans le cas particulier ot chacune
des fonctions ; st une constante a; on retrouve la notion usuelle de « valeurs des
variables vérifiant la relation R ».

Etant donné une interprétation ¢ des variables xg. . . ., xn, jappellerai interpréta-
tion dérivée lc dictionnaire qui étend le dictionnaire précédent de la fagon que voici :
2 chacune des variables dx; on fait correspondre la différentielle dy: de la fonction ¢; ; 2
chaque relation différentielle ® on fiit correspondre la relation 90ty ..., tp, dty, ... ., dty)
qui s'en déduit par les substitutions x; == pi(ty.....t), dxy == dg (i = 1,...,n). Si la re-
tation X% ainsi obtenue est identiquement vraie, c’est-a-dire vérifiée pour toutes les
valeurs de (f..... tp.elty. ... dig), nous dirons que Uinterprétation dérivée de ¢ véri-
Jie la relation .

1 1
j LH ax - N P
Par f':xcnlplc pour X = —& Y = ——= la premicre equation est vérifiée pour oules les valeurs de
\/_ \/_

{cbe. dyj), alors que la seconde ne I'est que si l'on donne a dx et dy des valeurs oppostes.
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DEFINITION (implication différenticlle) Soit Rx....,xn) une relation, et soit
2xq..... Xn.dxy, . ... dxn) une relation différentielle.
Nous dirons que X dérive de R (ou que R implique différentiellement %), et nous
écrirons :

R3S,
si pour toute interprétation ¢ de xi,...,xn qui vérifie R linterprétation dérivée de o
vérifie 3.

Exemple »*+ %=1 4 oxdx+ 2ydy = 0. Plus généralement :

Lemme «d » Soit f une fonction différentiable des variables x;. . .., xn. Alors :

fOq,....x)=0 3 dr=0

Preuve
C’est une conséquence immédiate du principe de substitution (§ 1.1). O

Exercice de style Pour illustrer le langage précédent, voici une démonstration détaillée
de la formule classique :
1

ioe

Soit R la relation x = sin § entre les variables 0 et x restreintes aux intervalles :

(arcsin) (x) =

aT kL
——<B<+= —1l<x<1

2 2

Evidemment (lemme « d »), R 4 dx=cos6dy, donc :

d x= sin® x= sinb
R = 2:{ =
dx= cos6de dc= /1-x2de

(ou pour établir I'équivalence on a utilisé le fait que cos 6 > 0).

Considérons l'interprétation suivante de x et 8 comme fonctions de x:
(x := x. 6 := arcsin x) ; par définition de arcsin cette interprétation vérifie R, donc son
interprétation dérivée vérifie 3, ce qui veut dire que l'on a :

dx = /1 — x2 d(arcsin x). donc d(arcsin x) = —I———dx O
1—x2
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1.3. Différentielles d'ordre supérieur

1.3.1. Différentielles itérées d'une fonction

Une fonction f de n variables x,, ..., xn est dite deux fois différentiable si elle est

différentiable et si ses dérivées partielles pi(x) = :—i(xj sont différentiables. On peut

alors différentier I'expression (1.1) de df. En convenant de traiter les dx; de cette
expression comme des constantes, on trouve ainsi une forme quadratique endx. .. ., dxn
(polynome homogéene de degré deux), appelée différentielle seconde de f :

df=Y dpdg= Y pylx.....xn)dxdx (1.3)
#1 1 =1

Lemme de Schwarz | py = pj; =]

Autrement dit,

Jd a Jd a

0 Xi 0Xj = dx dxi

ce qui permet d’écrire symboliquement :

2
O P N . S
f_ 1 aX] o n ax"

En itérant cette construction on obtient la notion de fonction r fois différentiable, et de
différentielle d'ordre r d'une fonction : f est r fois différentiable si ses dérivées partielles
d’ordre r — 1 sont différentiables ; sa différentielle d’ordre r est alors un polynéme
homogeéne de degré r en dx, - ... dxn :

T, 9 d r
df = (x5 -+ + xﬂ)f=ﬁzﬂp.-.......-,(x1 ..... xn)dx ...dx,  (14)

d

ou les coefficients pj,,_..i, sont les dérivées partielles d’ordre r de f, encore notées :

Cas particulier n = 1 : d% = f"(x)d\?, etc. ... d'f = fP) dx", ot f) est la dérivée r-ieme
i‘;(x).

de f, encore notée f(x) =
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Formule de Taylor-Young
Supposons que f soit r _fois différentiable au point a =(qy, . .., an). Alors :

flay +uy,....an+un) =flay,...,an)+
+%,c§&(u, ..... un) + %!d?fa(ul, e lin) 4ot %!dffa(ul.- .. un) mod. of[juj|H™

Pour r = 1 cette proposition n’est que I'expression de la définition de la différentielle
dfa (cf. chap. 2, § 1.1).

Pour r quelconque le second membre de cette égalité est appelé développement
limité a I'ordre r de la fonction f au point a.

Fonctions différentiables de classe ¢ Une fonction f est dite de classe C° si elle est
continue. Elle est dite de classe C" (r entier =1) si elle est r fois différentiable, et
si ses dérivées partielles d’ordre r sont continues (dans le cas r = 1 on dit aussi
que f est continiiment différentiable). Elle est dite de classe C* (ou indéfiniment

o0
1
différentiable) si elle est de classe C" pour tout r. La série infinie Z ﬁdrfa est alors
!

appelée série de Taylor de f en a. La fonction f est dite analytique'Zsi sa série de
Taylor en rout point a converge vers f au voisinage de ce point.

Si I’on travaille sur C au lieu de R toutes les notions précédentes sont équivalentes,
en ce sens que pour toute fonction de n variables complexes la C-différentiabilité (de
classe C! par exemple) équivaut 2 I'analyticité.

1.3.2. Implications différentielles itérées

Selon une opinion trés répandue, les vertus « magiques » de la notation « d » de
Leibniz seraient limitées au calcul différentiel d’ordre 1. Pourtant, si 'on prend bien
soin (comme nous I'avons fait jusqu’'a présent) de distinguer les formules de leurs in-
terprétations, on peut en toute sécurité étendre aux ordres supérieurs la démarche du
§ 1.2 : on adjoint aux variables xj, . .., x, des variables dx. . ... dxn, puis d%.. . ..d%umn,
etc.; pour toute interprétation des x; comme fonctions r fois différentiables de variables
5 PR t; on a une notion naturelle « d’interprétation dérivée » des dx, d%..... d'xq
comme différentielles d’ordre supérieur desdites fonctions ; la définition de « I'impli-

cation différentielle » 3 se généralise de fagon évidente.
Exemple X2+12=1 3 2xdx+2ydy=0 2 2xd+2yd%y+2d0? +2dy)® = 0.

EXERCICE 1.1.-
a) Tester ces équations sur Uinterprétation x = cos t, y = sin t.
b) Retrouver sur ces équations l'expression de la dérivée seconde de la fonction
y(x) = /1 —x2.

Attention ! [l faudra poser d?« = 0 ; comprenez-vous pourquoi ?

11 12 notation o{o) (lire « petit o de a » ) sert 2 qualifier toutes les fonctions ¢ qui tendent vers 0 plus
vite que la_fonction a, c’est-a-dire telles gque ¢ /a tend vers 0 gquand la variable tend vers la valeur qui
nous intéresse (ici la variable est u = (1, . . ., Un), et la valeur qui nous intéresse est u = (0, . .., 0)).

12 On dit parfois « de classe C* » , la lettre €« omega » suggérant & I'au-deli de Uinfini ».
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Exercice de style : dérivée seconde d’une fonction réciproque
Soient x et y deux variables réclles li€es par une relation @ la fois fonctionnelle en y
{y = ylx)) et en x {x = x{y)). Ces deux fonctions étant supposées deux fois différentiables,
exprimer les dérivées premiére et seconde de I'une en fonction des dérivées premiére et
seconde de l'autre.

SOLUTION y=yx) S dy=ig0nde 3 da?y=y"(0do? +1/(x) d%x. Dans Pinterpré-
YD p I

2 . .
700 = 00 (dy)*, de sorte

tation x := x(i), y := y on a d’y = 0, donc d’x = —
que X'(y) = —y" () /4 (0° (et bien siir X (y) = 3%5)'

EXERCICE 1.2.— Supposant les fonctions ci-dessus indéfiniment différentiables,
pousser un cran plus loin 1a comparaison de leurs dérivées successives. Plus généra-
lement, montrer gue pour tout r la connaissance du développement limité 4 I'ordre r
de x(y) équivaut a celle du développement limité i I'ordre r de gix).

Application géométrique : tangence 3 'ordre  de deux courbes planes Interprétant x. y
comime des coordonnées cari€siennes dans le plan, on considére une courbe C passant
par le point a = (a, , ap), donnée localement au voisinage de ce point par une éguation
de la forme y = gix), ol g est une fonction de classe . Soit € une autre courbe
passant aussi par a, donnée par une éguation du méme type y = glx).

Les courbes C et € sont dites tangentes a Uordre r en a si les développements limités a
I'ordre r en a; des deux fonctions g et g coincident : pour r = 1 C’est la notion usuelle
de tangence ; pour r = 2 on dit aussi que les courbes sont oscudatrices. 1l résulte de
I'exercice précédent que la notion de tangence a I'ordre r de deux courbes n'est pas
affectée par une inversion des roles de x et y (en supposant C et C données par des
équations x = h{y) et x = he uh.

EXERCICE 1.3~ (cercle osculatewr®  La courbe € étant donnée cormme ci-dessus,
montrez que par le point a passe un et un scul cercle osculateur a € en a, dont vous
expliciterez la position [centre w et rayon r} en_fonction des dérivées premiére et seconde
degenay.

Indication En différentiant deux lois I'équation du cercle -

x— ) +y—w? =2 (=(ay — ) +(ag — wp)?)
on calculera le développement limit¢ a I'ordre 2 en a; de la fonction y{x).

EXEMPLES Calculez et dessinez le cercle osculateur
a) dla parabole y = 2, d"abord au point (0,0} puis au point(1,1) ;
b) i la courbe de I'exercice 0.1, en divers points remarquables de cette courbe.

EXERCICE 1.4.— On considére quaire variables x, y, p, 0 liées par la relation ;
x=pcos
y=psind
(formule de passage des « coordonnées polaires » p, U aux & coordonnées cartésien-
nes » x, y: cf. § 2.0 ci-aprés).

Ici on interpree x, 1 comepe des coordonnées dans un repire orthonormeé d’un plan euclidien.
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a) Déduire de cette relation (au sens de 'implication différentielle 4 une ex-
pression de dx, dy en fonction de p, 8, dp, d6, puis une expression de d%x, d%y
en fonction de p, 8, dp, d8, d%, d%.

b) Une courbe plane C est supposée donnée en coordonnées cartésiennes par
une équation y = yx), et en coordonnées polaires par une éguation p = p(@).

d
Déduire de a) une expression de la dérivée seconde (x) = azyf en fonction

des dérivées premiéres et secondes de la fonction p(f).

¢) En utilisant le résultat de I’exercice 1.3, déduire de b} 'expression en coordon-
nées polaires du rayon du cercle osculateur a C.
EXEMPLES Calculez et dessinez le cercle osculateur i chacune des courbes de
I'exercice 0.2, en quelgues points remarquables de ces courbes.

1.3.3. Mise en garde

Geénéraliser aux ordres supéricurs le principe de substitution des différendielles ne
doit pas se faire sans précautions. Soit par exemple a calculer la différentielle seconde
d% de la fonction f déduite de f par les substitutions x := gi(ty, . ... t) {les notations
sont celles du § 1.1). On pourrait étre tenté d"écrire tout simplement I'expression (1.3)
de d¥, et d'y faire les substitutions x; := gi(ty, .. ., t), dxi = dgi. Cette fagon de calculer
est erronnée, car ¢lle revient a oublicr le terme en d?; dans l'expression formelle
ci-dessous de df :

&= pdde 3 d¥ = dpaa+ Y pixrdi (1.5)
i 3 i

Dans linterprétation x; = gi({y, .. .. 1) le terme d% n'cst pas nul, mais vaut :

2
o
2. _
dM_Z agatk-dgdtk
bk

La formule (1.3) était correcte dans le contexte du § 1.3.1, otl la variable x; était inter-
prétée comme ¢ fonction d'elle-méme » (application identique x; —> x), de sorie que
dzx; =0.

On évitera ce type d'erreur en se fixant la régle de conduite suivante : dans tout
cdleul de différentielles ot 'on va étre amené 2 interpréter des variables de plusieurs
fagons, commencer par procéder formellement, en n'écrivant que des fornuiles vraies
pour toute interprétation des variables ; n'interpréter qu'a la fin,

Calcul différentiel formel
1 1 !

intceprétations diverses

1.4. Différentielle d'une relation lisse

Soit R une relation ¢ntre n variables x, . .., x;. Parmi toutes les rolations différen-
tielles 3 qui dérivent de R (cf. § 1.2) nous allons, sous certaines hypothises dites
de « lissité », en construire une « plus forte que les autres » gue nous appellerons
différentielle de la relation R et que nous noterons DR. Dire que cette relation est
« plus forte que les autres » signifie ceci.
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Propriété universelle de la différentielle
Pour toute relation différentielle 3, telle que R 3 3, onaDR= 3.
Notons que parmi toutes les relations différentielles qui dérivent de R il ne peut

en exister qu’une qui ait la propriété universelle (en effet deux telles relations s’im-
pliquent mutuellement).

Définition (différentielle d'une relation fonctionnelle)

Considérons un partage de l'ensemble des variables en « variables de départ »
XKiyevnnn Xi, et « variables d’'arrivée » x;,,..., xj,- La relation R est dite fonctionnelle
différentiable en x;,. ..., xj,. ou « de type Diflx;,., ..., Xjp|Xire oo xi,,)* », si elle est fonc-
tionnelle en les variables x,, .. .. X5,» donnant celles-ci comme fonctions différentiables
des autres variables.

Sous cette hypothése la différentielle DR de la relation R peut éire définie par la formule :

xjp = gp(xf. ----- ﬁm) (1.6)
dy, = dgy
d.!gp = dgp

ot l'on anoté g, ..., gp les _fonctions évoquées plus haut. et dgy....,dgp leurs différen-
tielles.

Le fait que la relation DR ainsi définie dérive de R résulte immédiatement du lemme
a«d »

PROPOSITION (universalité de DR)

La relation DR définie par (1.6) a la propriété universelle.

Preuve

Considérons I'interprétation évidente de x;, ..., xn comme fonctions des « variables
de départ » x,.- ., X, (les variables de départ s'interprétant comme elles-mémes
et celles d’arrivées x;,..... x;, comme les fonctions g, .... gp respectivement). Par

construction cette interprétation ¢ vérifie R. Puisque R 1 3, I'interprétation déri-
vée de ¢ vérifie 3. Mais cette interprétation dérivée consiste justement 2 substituer
AX, ... X Ay s oo dx;, leurs expressions données par les membres de droites de
la formule (1.6); dire qu’elle vérifie %, c’est donc bien dire que (1.6) = 3. O

Remarque Bien que le partage des variables en « variables de départ » et « va-
riables d’arrivée » nous ait été utile pour écrire la formule (1.6) qui donne DR,
notez bien que DR est caractérisée par la propriété universelle, ol ce partage n'in-
tervient nullement. Deux partages différents, de type Difl...|...), donneront donc
la méme relation sous deux formes différentes.

Notation inventée pour les besoins de ce cours. Nous écrirons Difer au licu de Dif si la différentia-
bilité est de classe C'.
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Un exemple imporiam de cette situation est fourni par les « changements de
variables différentiables ».

DEFINITION On appelle changement de variables différentiable la don-
née, notée xl.--'.xngyl.‘--.yn. de deux listes de variables et d'une rela-
fion Rxy .- -.%xn . tq,-*-.yn} entre ces variables, relation a la fois de type
Dif (i, ..., ynlx. ..., xn} et de type Dif(x,..., Xnl|th. .-, yn).

La formule (4) du § 0 fournit un exemple de changement de variables qui n'est pas
différentiable (il est de type Difix|y) mais pas Difly|x), car la fonction ¥ n’est pas
différentiable en ).

Exemple Soit R la relation x = sin# entre les variables ¢ et x. Elle est évidemment de
type Difixj8), de sorte que sa différenticlle peut s’éerire :

x= gin@
dx= cos6dd

Mais si l'on restreint les domaines de variations des variables aux infervalles :

DR:{

k13 ™
-—Ecﬂc+§ —lex<l

elle est aussi de type Difle]x), de sorte que sa différentielle peut aussi s'écrire

{ 6= arcsinx
"lde= (arcsin)(x)dx

Dire quc ces deux formules sont équivalentes revient 4 dire que l'on a

1
(arcsin)(x) = ———
SRV,

DEFINITION  Soita =(qy,...,an) un point du graphe de ia relation R.

Larelation R est dite lisse au point a 5'il existe un partage comme ci-dessus tel que R
soit de type Diflx;, .. ... X, Xi)} localement au voisinage de q, c’est-a-dire aprés
restriction des domaines de variation de chague x; @ un intervalle ouvert convenable
contenant a;.

La relation R est dite lisse si elle est lisse en chacun des points de son graphe {on
précisera ¢ lisse de classe C" » si la différentiabilité Dif est en fait de type Difp ).

Différentielle d'une relation lisse Dans chacun des domaines (produits canésicns
d'intervalles) ol R a une propriété Dif(.. .| .. ), on a vu (formule (1.6)) comment cons-
truire la différendelle DR. Dans l'intersection de deux tels domaines, correspondant
4 deux partages différents en variables de départ et variables d'arrivée, les deux cons-
iructions dornneront le méme résultat (cf. remarque ci-avant). La différentielle se trouve
ainsi définie partout

Les deux propriéeés suivantes de la relation DR se lisent immédiatement sur la formule
(L.6).

Propriété X Cctte relation n'est vérifiée que si(x, ..., xn) vérifie R.

Propriété 2 A (x;..... xn) fixé, vérifiant R, elle cst linéaire homogéne en (dx, .. ., dxn).
Précisons cette deuxiéme propriété. Pour tout point a = (ay, ..., an) du graphe de R,
on notera DR4, et on appcllera différentielle de R en a la relation entre dx, ..., dxn
déduite de DR en fixant (x...., xn) ala valeur (qy,.... an).

(comparez a « I'exercice de style » du § 1.2).
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Alors le graphe de DRq est un sous-espace vectoriel de R", dont la dimension est
localenwntcumsmmequandamrmunlegraphedeR“’(eﬂe est donc constante sur
chaque composante connexe du graphe de R).

DEFINITION  Cette dimension, notée dimq R, est appelée dimension de R en a, ou
simplement dimension de R si elle est indépendante de a (ce qui est le cas notamment
si le graphe de R est connexe).
Connaissant la dimension de R, la proposition suivante donne une caracCtérisation
commode de sa différentielle.

PROPOSITION (caractérisation de DR)

Soit 3 une relation différentielle dérivant de R et ayant la propriété 1, ainsi que la
propriété 2 ainsi précisée :

Propriété 2his Pour tout point a = (ay,...,an) du graphe de R, l'ensemble des
valeurs de (dxy. . .. . dxn) qui vérifient 3q%est un sous-espace vectoriel de dimension
dimg R.

Alors 2 = DR.

Preuve

Le seul cas ou les graphes de DR et 24 ne sont pas vides est le cas ol a appartient
au graphe de R (propriété 1). Dans ce cas ce sont des espaces vectoriels de méme
dimension (propriété 2”*). Comme le premier est inclus dans le second (propriété
universelle : DRg = 3.q), ils sont égaux. a

Exemple La relation R : x2 + 2 = 1 est lisse de dimension 1 (raisonner comme

dans I'exemple du § 0.1, en considérant le cercle comme union de quatre arcs de

demi-cercles ouverts). La relation différentielle 2. : {xz +yf =1 dérive de R. et
2x dx + 2ydy = 0

a évidemment la propriété 1. Elle a aussi la propriété 2P#, car si (a;. a) est une valeur

de (x,y) telle que af + aZ = 1, on a (a1, ap) # (0,0), de sorte que I'équation linéaire

2ay dx + 2ag dy = 0 définit une droite vectorielle de RZ. Donc ¥ = DR.

Introduction au théoréme des fonctions implicites

Considérons, plus généralement, une relation R de la forme :

ds=p(xq,..., xn)dxy +---+pn(x,..., xn) dxn

mix,.... xn)dg +---+pnla, ..., Xn)dxn =0

15 En effet cette dimension n'est autre que le nombre m de & variables de départ » dans la définition
de la lissité au voisinage de a.
16 On a noté 3.q la relation déduite de 3, en fixant (xj. ..., xn)alavaleur(ay,.... an).
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dérive de R, et a évidemment la propriété 1.

Hyp. (H) Supposons que pour tout point a = (ay, . ... an) du graphe de R Uun au moins

des pilay, ..., an) soit 20,
Alors I'ensemble des solutions (dx.. . ., dx,) de Péquation :
pulay..... an)dxy +--- +palay,....an)dxn =0

est, pour tout a du graphe, un sous-espace vectoriel de dimension n— 1.
Si nous savions que R est lisse de codimension 1 nous pourrions donc en conclure gue
Y = DR. Le § 3 va combler nos désirs, ¢n montrant que sous les hypothéses ci-dessus
(qu'il faudra un peu préciser) la relation R est effectivement lisse de codimension 1.

2. Interprétation géométrique

2.0. Interprétation de x;,...,.xn comme « coordonnées »

Interprétation géomeétrique « naive » Pour n = 2 ou 3 il cst agréable d'interpréter les
variables x3, ..., x, comme les coordonnées cartésiennes de points du plan (cas n = 2)
ou de I'espace i wois dimensions ot nous vivons (cas n = 3).

On remarquera que parler des « coordonnées cartésicnnes » d'un point n’a de sens
qu'une fois choisi un repére cartésien, et que changer de repére se traduit en ermes
de coordonnées par un changement de variables qui en I'occurrence est non seule-
ment différentiable mais affine, c’est-a-dire donné par des formules polynomiates de
degré 1:

{yl =ayyx) +-c+ Qpxn + b

Yn = dppXy + - - + QunXn + bn

Mais les coordonnées cariésiennes ne sont pas la seule fagon de repérer la position
des points : en géométrie euclidienne plane d’autres coordonnées trés utilisées sont
les ecoordonnées polaires p. 8, reliées aux coordonnées cariésiennes dans un repére or-
thonormé par la formule de changement de coordonnées rappelée dans I'exercice 1.4.

EXERCICE - En restreignant convenablement les domaines de variation de chacun
des deux couples (p. ) et (x. ), s’assurer que la relation mentionnée ci-dessus est bien
un changement de variables différentiable.

Interprétation canonique Linterprétation la plus usuelle des variables x;. . . ., xp consiste
a considérer gu’elles sont censées désigner des nombres réels. Attribuer un n-uplet
de valeurs a (x, ..., xn), c’est donc choisir un « point » de R". Dire « point » de R"
{au lieu d’« élément » de R™) est une fagon d'importer dans R" le langage géométrique
suggéré par Uinterprétation « naive » précédente.

Voir " comme un objet géoméirique est tellement passé dans les meeurs que
dire « faisons un dessin dans B2 » est devenu un tic de langage courant chez les

mathématiciens!?.

DEVINETTE Quebe est la différence entre un archirecte, un taggeur, et un mathématicien ?
REPONSE  Larchitecte dessine sursa table 3 dessin, le taggeur dessine sur un mwr, le mathématicien
dessine dans B2 1
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Synthése des deux interprétations précédentes Les régles du « calcul vectoricl » qu’on
apprend au lycée, avec les régles du type « relation de Chasles » etc. qui régissent la
correspondance A, B AB entre « points » et « vecteurs » , se voient conférer un statut
mathématique précis (en dimension n quelcongue) par la notion d’espace affine é n
dimensions'®.

Dans un espace affine £ 4 n dimensions on sait définir une notion de repére
cartésien, d'olt découle la notion de coordonnées cariésiennes d’un point A € E dans
le repre considéré. Le choix d'un espace affine E et d'un tel repére foumit alors
une interprétation de nos variables x., ..., %, comme les fonctions coordonnées dans
le repére considéré (x; : E — R éwant la fonction qui a chaque point A € E associe sa
i-2me coordonnée xi(A) dans le repére considéré).

¢« Linterprétation canonique » évoquée plus haut peut éire considérée comme
un cas particulier de cette situation générale : on choisit E = R", avec son « repére
canonique » dans lequel la i-eme coordonnée du point A = (qy. .. ., an) n'est autre gue
a; ! Dans cette interprétation, la i-2me fonction coordonnée x; : R" = R n'est autre
que la i-me projection canonique :

pr;: R -+ R
lay.....an) —

Dans le cas particulier n = 1 on arrive ainsi 2 l'interprétation un peu étrange de la
variable x comme application identique de R dans R !

Interprétation géométrique des différentielles Ayant interprété les variables x.....xn
comme coordonnées (cartésiennes) d'un point d’un espace affine 4 n dimensions, il
est naturel d’interpréter le 2n-uplet de variables (x)....,xn. dx;,....dx) comme co-

ordonnées dun couple (A, dA), ot :

A€ E est le point de coordonnées (x3.....%xn)
dhe B est le vecteur de coordonnées (dxy. ... dxn)

La donnée d'un tel couple (A, dA) €quivaut évidemment a la donnée du couple de
points (4, 47) tel que A' = A+ A (translaté du point A par la translation de vec-
teur ﬂ). On la représente graphiquement par une fléche d'origine A et d’extrémité
A'=A+dA Cest ce que dans la terminologic « 4 'ancienne » on appelle un vecteur
lié (d'origine 4)'°.

2.1. Vecteur vitesse d’un point mobile

Supposons maintenant que Ic « point * x de coordonnées xj., ... . xn 50it ¢ mobile »,
c'est-a-dire « fonction du twemps ». Mathématiquement, ccla revient & se donner une
interprétation des variables x,.. .., x» comme fonctions d'une variable réelle ¢ :

xi = x(t) (2.1)

Cf. par exempile 'appendice A de mon livee « Les différentielles » (Masson 1996).
11 £st dommage: que ce terme soit tombé en désuétede. Nans notre contexte il exprime 'idée rés
importante que l'interprétation des variables dx ., . . ., dxn doit étre € attachée » i celle des variables

K], - Xn-
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En supposant que ces fonctions scient différentiables, « linterprétation dérivée »
(cl § 1.2) peut s'écrire :
dx = vt dt 2.1y

ot les vi(t) sont les dérivées des fonctions (2.1) :

dxy
()= —(¢f
vil$) dt()

Pour toute valeur de t, le vectevr T(t) de coordonnées (vy(t).. .., un{t)) est appelé
vecteur vitesse du point mobile au temps ¢, et I'on écrit :

_)
dx
T = @

Dans la représentation graphique usuelle des vecteurs par des fléches, il est suggestif
de prendre le point x(t) comme origine de la fleche F(0) (cf. Ag.3), ce qui revient 4
considérer l¢ vecteur vitesse au temps ¢ comine un vecteur lié d'origine x(t) (cf. Ain du

§2.0).

Figure 3. Vecteur vitesse d'un point mobile.

Soit maintenant f une {fonction différentiable des variables x, ..., xn. 8i dans l'ex-
pression de sa différentielle :

df =p{ng..--. xnddxy +-- +prlx..... xn}dxp

nous substituons aux x;, dx leurs interprétations (2.1), (2.1Y, nous obtenons la diffé-
renticlle de la fonction composée f(x;(¢), ..., xn(t)) :

df = pring(8), ..., KN dl + - + pnlxg(h...., xp(D)) vnli)dt

La dérivée de cette fonction composée est donc donnée par la formule :
df
i prix(o,.... ()t + - - + pnlxgld),.... xn(B)) vr(E) (2.2)

Pour toute valeur de t on reconnait au second membre de (2.2) le nombre dfj,,( ),
dérivée de  au point x(6) le long du vecteur (1) (cf. § 1.1).

2.2. Interprétation géométrique de I'implication différentielle

La donnée d’une relation R entre n variables x, ..., xn équivaut i la donnée d’un
sous-ensemble de R", le graphe de la relation?. De méme la donnée d'une relation

20 ¢f Commentaire lingristique, en fin de chapitre.
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différentielle 3, entre les variables xq,.... xn,dx,.... dxn équivaut a la donnée d’'un

sous-ensemble de R™ x I}? : la notation I}?g est utilisée ici pour suggérer que les variables
dxy,..., dxn soient interprétées comme coordonnées d’un vecteur, alors que xi, ..., xn
sont interprétées comme coordonnées d’un point ; autrement dit on interprétera les
variables x3, ...,xn,dx, ....dxn comme coordonnées d’un vecteur lié de R™ (cf. § 2.0).

Etant donné un sous-ensemble Sc R", on appellera point mobile sur S un point
mobile x(t) dans R" tel que x(t) € S pour tout t. En lisant ce qui suit on se souviendra
que le vecteur vitesse d’un point mobile est a considérer comme un vecteur lié.

PROPOSITION

L'implication différentielle R 3 3 (cf. § 1.2) admet la traduction géométrique sui-
vante :

pour tout point mobile sur le graphe de R, les coordonnées du vecteur vitesse de ce
point mobile a tout instant vérifient la relation 3.

Preuve

Cela revient a dire qu'on ne restreint pas la généralité en ne considérant, dans la
définition de = , que les interprétations ¢ de xq, ..., xn comme fonctions diffé-
rentiables d’une seule variable réelle 1.

Notant 3 cette version apparemment plus faible de I'implication différen-
tielle, supposons donc que I’'on ait R 4 5.1 sagit de montrer quel’onaR 4 2,
c’est-a-dire que pour toute interprétation g de xy, .. ., xn comme fonctions différen-
tiables de € variables t;, ..., te,

R? identiquement vraie = %% identiquement vraie

Soit A une interprétationde ty, .. ., t; comme fonctions différentiables d’'une variable
s. Alors ¢ o A est une interprétation de x,. .., xn comme fonctions différentiables
de s, et comme R** = (R®)* est identiquement vraie, notre hypothése (R 4 3)
implique que 3% est identiquement vraie. En résumé,

pour toute interprétation A de ty, ..., t, comme fonctions différentiables de
s, la relation (3°)* est identiquement vraie.
Il en résulte que 3 est identiquement vraie?!. O

Corvllaire Dire qu'une relation différentielle a la propriété universelle (cf. début
du § 1.3). c'est dire qu'elle est équivalente a lI'énoncé suivant :

€« Xp,...,Xn,dxy,-.., dxn sont les coordonnées du vecteur vitesse

d'un point mobile sur le graphe de R » (*r)

' Pour le voir, remarquez que toute valeur du 2€-uplet de variables (1. ..., L, dty,..., dt;) peut

s'interpréter comme vecteur vitesse d’un point mobile . Le fait que (Z®)* soit identiquement vraie
implique que les coordonnées de ce vecteur vitesse vérifient 9.
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Preuve
En effet cet énoncé (*g) « a la propriété universelle », car pour toute relation %
dérivant de R, la proposition ci-dessus nous dit que (¥ g) = 3. O

Exemple {non lisse 9 Soit R la relation x* — 1 = 0 entre les deux variables réelles
x et y. Alors la relation :

B-g?=0
DR:{szdx—2ydy=0
si (x, y) = (0,0), alors (dx, dy) =(0,0)

a la propriété universelle.

Preuve
La relation R est lisse en tout point, sauf en (0,0) : en effet (cf fig.4),

i) elle est de type Difix|y) en dehors de y = 0, donc au voisinage de tout point
du graphe sauf (0,0) (la fonction y?/3 n’est pas différentiable en 0) ;

ii) elle n’est pas de type Dif(y|x) au voisinage de (0,0) (méme restreinte a de
petits intervalles ouverts contenant O elle n’est pas fonctionnelle en y).
La formule pour DR en dehors de (0.0) se démontre comme dans 'exemple 1.6.
Pour justifier la formule en (0, 0), il suffit d’aprés le corollaire 2.1 de faire I'exercice
ci-apres. O

EXERCICE 2.1.— Montrer que sur la courbe plane d’équation x* — ¢ = 0 tout point
mobile passant par l'origine (disons, 2 I'instant t = 0) a une vitesse nulle a cet instant
(idée : raisonner sur les développements limités a 'ordre 1 des fonctions x(t) et y(t)).

Y|

Figure 4. Graphe de la relation x* — 2 = 0.

2.3. Les sous-variétés et leurs espaces tangents

Un sous-ensemble S c R" est dit lisse (en un point a) si c’est le graphe d’'une
relation R qui est lisse (au point a). Au lieu de dire « ensemble lisse » (en tout point)
on dit aussi sous-variété, en précisant le cas échéant de classe C'.

A la notion de dimension (ou de codimension) d’une relation lisse correspond celle
de dimension ou codimension d’une sous-variété. En particulier un sous-ensemble
lisse de dimension 1 est appelé courbe lisse ; un sous-ensemble lisse de dimension
2 est appelé surface lisse ; un sous-ensemble lisse de codimension 1 est appelé
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hypersurface lisse (de sorte que la notion d’hypersurface lisse coincide dans R? avec
celle de courbe lisse et dans R? avec celle de surface lisse).

CONVENTIONS Une sous-variété de dimension 0 est un ensemble de points isolés ;
une sous-vari€té de codimension () est un ouvert de R".

Le graphe de la différentielle DR est appelé _fibré tangent a la sous-variété S, et
noté TS. Ses éléments peuvent s’interpréter comme des vectewrs liés (cf. fin du § 2.0)
appelés vecteurs tangents a S (on dira « vecteur tangent 2 Sen a » lorsqu’on voudra
préciser que le vecteur lié considéré a pour origine le point a). Comme nous I’avons
vu au § 2.2, TS est l'ensemble des vecteurs vitesses de points mobiles sur S.

Lorigine a d’un vecteur tangent a S est nécessairement un point de S. Etant donné
ae€ S, 'ensemble des vecteurs tangents a S en a est naturellement muni d'une structure
d’espace vectoriel, dont la dimension m n’est autre que la dimension de S (le point
j
R

a étant fixé, les opérations sur les couples (a. @) € {a} x R" sont celles de I'espace

vectoriel Il_ilf_'k).

Cet espace vectoriel est noté TgS, et appelé espace tangent a S en a. On précise
parfois espace vectoriel tangent a S en a, pour éviter de le confondre avec l'espace
affine tangent a S en a, ensemble des points de R™ qui sont les extrémités de vecteurs
tangents 2 S en a (points de la forme a + @, avec (a. @) € TaS).

Cas particulier TyR" est l'espace vectoriel @ n dimensions des vecteurs liés d’ori-
gine a. Les expressions « vecteur tangent a2 R" » et « vecteur lié de R™ » sont donc

synonymes. Plus généralement, pour tout ouvert U c R", un « vecteur tangent a
U » est un vecteur lié de R" dont l'origine est un point de U.

Autre interprétation de I'espace tangent 7,S On peut aussi interpréter TS comme « ce
qu’on voit lorsqu’on regarde S avec une loupe centrée en a, de grossissement infini » .
Plus précisément, introduisons un petit parameétre £ > 0, et appelons « zoom de
grossissement %, centré en a », le changement de variables x; :=a;+edxi (i=1,..., n).
Soit Sge le sous-ensemble de la boule de rayon 1 (J|dx||] < 1), image de S par ce
« zoom ». Alors quand & tend vers O ce sous-ensemble Sa . « tend vers » ?GS, image

de T,S par l'isomorphisme évident {a} x l? = IRj (pour les détails, cf. mon livre « Les
différentielles » (Masson éd., 1996), chap.6 § 1.3).

2.4. Systémes de coordonnées locales sur une sous-variété

Point de vue restreint

Considérons a2 nouveau « l'interprétation canonique » des variables xq,..., Xn,
(cf. § 2.0), mais en la restreignant a une sous-variété S c R", de dimension m : au-
trement dit la variable x; est maintenant interprétée comme fonction sur S :

xi=pri|S: S— R, ou pr;:R" = R est la i-eme projection canonique.
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Soit a & S, et soit U c R" un voisinage de a dans lequel S est le graphe d’une relation
ayant la propriété Diflx,. ..., % |x,. . ... x,) (cf. § 1.4)%. Pour se donner un point de
S U il suffic de se donner une valeur du m-uplet (.. ... x,), valcur qui peut étre
choisie arbitrairement dans un voisinage U de (qay,.. ... a, ). Autrement dit, le m-uplet
de variables (%, . .., x,,) définit, dans I'interprétation ci-dessus, une bijectiorn -

Xx=0G,....X,): SN U 3 UcR™

DEFINITION  Ainsi interprété, le m-uplet de variables (x, .. . . , i) est appelé systéme
de coordonnées sur S U, ou systéme de coordonnées locales sur S au voisinage
de a. La bijection x est appelée carte de S U, out carte locale de S au voisinage
de a.

Grice 2 la bijection x : 5N U -3 U, la donnée d'une fonction f sur SN U équivaut a
la donnée d'une fonction f sur UB, c'est-a-dire une fonction des m variables réelles
Xiy , .o oy Xiy, définie dans le voisinage U du point a = x(a).

DEFINITION On dit alors que la fonction J (des variables xy, . . ., xi,} est l'expression
de la_fonction [ dans le systéme de coordonnées (x,,....x, ). Une fonction f sur
5 est dite différentiable au voisinage de a si son expression dans un systéme de
coordonnées locales (x,, . ... x,,) est différentiable.

Remarquons que cette définition n'est pas affectée par la liberté dont nous dis-
posons dans le choix du systeme de coordonnées locales (x,. ..., x,) (en effet les
changements de coordonnées locales sont différentiables, de la classe ¢ donnée par
le contexte).

Point de vue élargi

Pour tout changement de variables différentiable (%, . .-, x5, ) © {{). .. ., tm), transfor-
mant I'ouvert U enr un ouvert U de R™, I'interprétation ci-dessus des x; fournit une
interprétation de ty. . .., tm comme fonctions sur S U, définissant une bijection :

t=(t),....tm): SAU > UcR™

et tout ce qui a été dit de (x,.. ... x5, ) peut étre répété avec ... ., tm).

DEFINITION  Ainsi interprété, le m-uplet de variables (1y. . .., tn) est appelé systéme
de coordonnées sur Sn U. ou systéme de coordonnées locales sur S au voisinage
de a. La bijection t est appelée carte de S U, ou carte locale de S au voisinage de
a.

A l'aide de la carte locale t on définit comme ci-dessus la notion d'expression d'une
Jonction f [sur 5} dans le systéme de coordonnées locales (i, . . ., tny). Une fonction f sur

Dans woute cete section la « différenuabilivd » pourra s'cntendre au sens de différentiabilite de
classe C', r éant un entier 21 fixé une fois pour toures.
La correspondance entre ces fonctions s'écrit f = f o x7 1 et inversement f = fox;autrement

dit la fonction f se déduit de la fonction de m variables réelles f(xq . . . . . )i, ) en réinterprétant les

variables x5, , . . . , Xi,,, comme fonctions swr S U.
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S est différentiable au voisinage de a si et seulement si son expression dans un systéme
de coordonnées locales est différentiable.

Paramétrages focaux

Revenons maintenant aux variables x, , . . ., xp, dans leur interprétation comme fonc-
tions sur 5. Ces fonctions sont évidemment différentiables au sens précédent (relire,
au § 1.4, 1a premiére phrase de la preuve de la premiére proposition). Leurs expres-
sions dans les coordonnées 1. . .. . im ci-dessus sont donc des fonctions différentiables

des variables &, ....tm :
{xl =xp{ty,.... Em)

Xn = Xalty. ..., tm)

DEFINITION Une telle interprétation des variables x,, .. .. xn {comme fonctions diffé-
rentiables des variables t;, . .., {m) est appelée paramétrage local de S {au voisinage
de a).

Exemple (n=2) Considérons le cerde S d'équation »2 + o2 = 1, au voisinage du
point a de coordonnées (x = 1.y = 0. Interprétée comme {onction sur S, la variable
y est une coordonnée locale®®sur S au voisinage de a : en effet la relation £2 + ¢ = 1,
restreinte 21 la « bande » U : x> 0, —1 < y < 1 est fonctionnelle différentiable (C™) en x,
de sorte que 'application :

y:5nlU-»] - 1,+1[cR

est bijective. La variable y ainsi interprétée est donc bien une coordonnée (C°) sur
S U au sens restreint.

Un autre exemple de coordonnée € sur S U est fourni par 1a coordonnée angudaire
0, déduite de y par le changement de vaciable différentiable (C™) 0 = arcsiny. Elle
fournit une bijection :

&M - “Z,"'Z

1l s*agit cette fois d'une coordonnée locale au sens élargi. Le paramétrage de S qui lui
correspond est évidemment :

{ x =cos0

y=s8in6
Remarquons qu'en 'occurrence ce paramétrage est déhni pour tout 6 € R (et pas
m™ Y .

sculement pour ~; < B < +7), et que la variable 8 restreinte 3 un quelconque intervalle
de longueur < 2w peut ainsi étre interprétée comme une coordonnée sur 'arc de
cercle, image de cet intervalle par ce paramétrage.

Comme la dimension rt est 1, on ne dit pas « systtme de coordonnées # mais simplement € coor-

donnde ».



26 Chapitre 1 : Calcul différentiel « a P'ancienne »

2.5. Calcul différentiel sur une sous-variété

La donnée d’un systéme de coordonnées locales sur une sous-variété S de dimen-
sion m permet de ramener localement I'étude des fonctions différentiables sur S a
I’étude des fonctions différentiables de m variables, et de faire ainsi du calcul différen-
tiel sur S. Nous allons montrer ici qu’on peut aussi présenter le calcul différentiel sur
S comme restriction a S du calcul différentiel dans 'espace ambiant R™.

Lemme de restriction La restriction a S d’une fonction différentiable?> dans un
ouvert U de R" est une fonction différentiable sur S U.

Réciproquement toute fonction différentiable sur S est localement®®la restriction
d'une fonction différentiable dans un ouvert de R"™ : pour toute fonction f différen-
tiable sur S au voisinage d’un point a, il existe une fonction f différentiable dans un
ouvert U de R" contenant a, telle qu'au voisinage de a on ait f = f|S U.

Preuve

Pour la premiére affirmation, on pourra utiliser un paramétrage local de S. Pour
la réciproque on utilisera un systéme de coordonnées locales (x;, ..., Xi,) (au sens
restreint) ; toute fonction f sur S s’écrit localement sous la forme f(x, ..., Xip)y
que l'on peut aussi interpréter comme une fonction | définie dans un ouvert U de
R" (interpréter x; comme la i-éme coordonnée canonique dans R™ 1): la fonction

J ainsi définie est indépendante des « autres » coordonnées Xy, -- -2, ; €lle est
différentiable si f (donc f) I'était ; son ouvert U de définition est I'ensemble des
valeurs de (x,..., xn) pour lesquelles (x, ..., Xxi,,) € U, ouvert de définition de la
fonction f. O

Notons qu’on dispose d’une grande liberté dans le choix de la fonction f : on peut
lui rajouter n’importe quelle fonction différentiable § dont la restriction 4 S s’annule,
et il y en a beaucoup !

Considérant ainsi les fonctions différentiables sur S comme restrictions de fonc-
tions différentiables dans I'espace ambiant, nous allons maintenant définir les formes
différentielles sur S comme restrictions de formes différenticlles dans I'espace am-
biant. Rappelons (cf. § 1.1) qu'une forme différenticlle de n variables x;. ... .. Xn est une
expression formelle du type (1.1). Si I’on interpréte (x, . .., xn.dx,..., dxn) comme CO-
ordonnées de vecteurs tangents 2 R", toute forme différentielle w s’interpréte comme
une fonction sur U'espace tangent TR", et il est naturel de s’intéresser a la restriction
de cette fonction a TS, restriction qu’au lieu de noter o|TS on a coutume de noter
simplement w|S.

Lemme de différentiation f|S=0 = (df)|S=0.

Preuve
Trés semblable au lemme "d" (§ 1.2), ce lemme est une conséquence directe du
principe de substitution. A titre d’« exercice de style », détaillons la preuve dans le

% Dans ce qui suit, I'adjectif « différentiable » peut s'entendre comme différentiable de classe C"
(r = 1 fixé une fois pour toutes).
26 Nous verrons plus tard (chap. 2 § 3.3) que c’est méme vrai globalement.
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langage du § 1.2, en notant R la relation dont S est le graphe (concrétement, on
pourra imaginer R sous la forme d’un systéme d’équations de S).

L’hypothése f|S = 0 se traduit évidemment par I'implication (R = (f = 0)). Or

(lemme « d ») (f=0) 3 df =0.Donc®R 4 (df = 0), de sorte que DR = (df = 0)
(propriété universelle de DR), ce qui veut bien dire que (df)|TS = 0. O

Ce lemme montre que (df)|TS ne dépend que de f = f|S, ce qui permet d’énoncer
Ia définition suivante.

DEFINITION (différenticlle d’une fonction sur S) Soit f une fonction différen-
tiable sur S. On appelle différentielle de f la_fonction sur TS définie localement® par :

df = (df)|TS (= df|S dans les notations consacrées)
oiLf est une fonction telle que f = f|S.
Pour toute valeur fixée a de (x,....xn) (avec a € S) cette fonction df définit une
Jonction linéaire :
dfa: TaS—2 R
appelée différentielle de { au point a.

Enongons encore une définition, qui sera exploitée dans I'étude 1 :

DEFINITION (point critique d’une fonction sur S) On appelle point critique
d'une fonction différentiable f un point a oti dfg = 0.

3. Théoréme des fonctions implicites

On se propose ici de donner des conditions suffisantes simples pour qu’une re-
lation entre n variables xj...., xn soit, localement au voisinage d’un point a de son
graphe, fonctionnelle différentiable (cf. § 1.4) en certaines de ces variables.

3.1. Fonctions implicites en codimension 1

Théoréme des fonctions implicites (codimension 1)
Soit R la relation s(xy. . . .. Xn) = 0, oil s est une fonction de dasseC" (r=1). Supposons
gu'en un point a = (qy,. ... an) du graphe de R la_forme linéaire :

dsa = p1la)dx + - - - + pn(a@)dxn
ne soit pas nulle. Alors la relation R esl lisse en a de dasse C", de codimension 1.

Plus précisément si i est un indice tel que pi(a)# 0, il existe un voisinage de a dans
leguel la relation R est fonctionnelle différentiable en x;, de classe C". O

21 |1 résulte immédiatement de la définition de 5 que[(R=> R et R 4 3) implique (R 4 b3 |

2 (dans la mesure ol notre construction ci-dessus n'est que locale)
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EXERCICE 3.1.-
i) Démontrer que I’exemple de I'exercice 0.1 est une courbe lisse.

i) Discuter la lissité, en ses différents points, du sous-ensemble de R? donné par
I'équation 1 — X =0, ou k est un entier =1. Le dessiner pour diverses valeurs
de k.
iii) Méme question pour FL+xk=0.
iv) Méme question pour i — 2x? + x% = 0.
v) Méme question pour le sous-ensemble de R? d’équation x + 2 — 22 = 0,

EXERCICE 3.2~ Une fonction f de n variables xj. . ... xn est dite homogeéne de degré
k (k réel > 0) si elle vérifie I'identité :

Slxq, ... q) = 5 f(xq. ..., xn) (pour tout { réel > 0) (%)
i) Déduire de (%) lidentité d’Euler :
n ﬂf
o T

i=1
(idée : en interprétant les x; comme des constantes, les deux membres de (%)
définissent une fonction f de la variable t ; on dérivera cette fonction, puis on
ferat=1).

ii) Soit f un polyn6me homogéne de degré k (k € N) en les variables x;,..., Xn.
Montrer que ses ensembles de niveau (définis par I'équation f(x,,...,xn) = c)
sont, pour c# 0, des hypersurfaces lisses de classe C* (pour un exemple de
cette situation, cf. exercice 0.3).

Que pouvez-vous dire du cas ¢ = 0 ? (pour un exemple de cette situation, cf
exercice 3.1v).

iii) Déduire de ii) que I’ensemble S ¢ (n) des matrices n x n de déterminant 1 est

e . 2
une sous-variété de R™ .

3.2. Fonctions implicites en codimension p

La généralisation du théoréme précédent nous conduira 2 considérer un systéme
de p équations linéaires homogénes 2 n inconnues dx..... dxn.

Rappel d’algebre lin€aire Considérons le syst¢me linéaire suivant, 2 n incon-
nues (rebaptisées Xj,.... Xn) :

auX1 +----l-a1an =0
{ 30

ap1 Xy +--- +apnXn=0

Si le rang de ce systéeme est égal au nombre p d'équations, il existe un partage
des inconnues X,,....Xn en « inconnues principales » Xj,,..., Xj, et « inconnues
secondaires »

Xg4.--.. X, (m = n — p) tel que le systéme linéaire (3.0) puisse étre résolu en les
inconnues principales, donnant celles-ci comme fonctions linéaires des inconnues

secondaires : plus précisément un tel partage des inconnues convient si et seule-
4y - Gy
memsilamatrice(... )estmvelslble
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On résumera cette situation en disant que la relation linéaire (3.0) est_fonction-
nelle (linéaire)en X, , ..., X;,

P

La situation qui va nous intéresser ici sera la suivante. On considére un systéme
d’équations a n inconnues x, ..., Xn

. 3.1
splx,.-.. xn)=0

ot les s; sont des fonctions de classe C' (r = 1). En remplagant les s; par leurs dif-
férentielles on obtient un systéme linéaire homogeéne en dx...., dxn, a coefficients
fonctions de x;, ..., Xn :

dS] =0
{ (3.1
dSp =0
En donnant i (x, ..., xn) dans (3.1Y la valeur a = (qy, ..., an) on obtient un systéme
linéaire homogene 4 n inconnues dx, ..., dxn, a coefficients constants :
dsla =0
{ (8.1
dspa =0

Théoréme des fonctions implicites (cas général) Supposons que les
Jormes linéaires dsyq. . ...dspa Soient linéairement indépendantes, c'est-a-dire que
le systéme linéaire (3.1), soit de rang p. Alors la relation (3.1) est lisse en a de
classeC", de codimension p. Plus précisément si la relation linéaire homogéne (3.1)y
est fonctionnelle en dxj,. ..., dx;,. il existe un voisinage de a dans lequel la relation
(3.1) est fonctionnelle différentiable en x;,., . ... x;,. de classe C". O

Corollaire Notons R la relation définie par la_formule (3.1). et 3. la relation définie
par{(3.1) et (3.1)'). Alors 3. n’est autre que la différentielle DR de R, au sens du § 1.4.

Preuve
Cette relation 3 vérifie évidemment les propriétés caractéristiques 1 et Zbis
du § 1.4. O

EXERCICE 3.3.— Soit Sc R? la sphére unité (x,x) = 1, ou { , ) désigne le produit
scalaire euclidien. Montrer que :

V={(cyeSxS(xy)=0}

est une sous-variété de RS.

EXERCICE 3.4.— Dans I'espace M des matrices 2 x 3 a coefficients réels, espace
identifié 2 R® par la convention :

(xlxz’%

) > (xq, X2, X3, Y1, Y2, UY3)
u Y W
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on note Sy le sous-ensemble des matrices de rang exactement égal a r. Montrer que
Sr (r = 0,1,2) est une sous-variété dont on déterminera la codimension (indication

pour S; : dans I'ouvert U; (i = 1,2, 3) des points de M ot (‘: ), S; peut étre défini par
(!

I'annulation de deux mineurs convenablement choisis).

Cas particulier : changements de variables locaux en dimension p

Considérons une relation de la forme :

y1=g1(x.-... Xp)
(3.2)
Yp = Gp(xy, ... Xp)

donnant les variables y;..... yp comme fonctions différentiables (de classe C7) des

variables xi, ..., Xp.

Théoréme d’inversion locale Supposons qu'en a = (ay. ... .ap) les différen-
tielles dgyq. . .. .dgpa soient linéairement indépendantes. Alors il existe dans RP un
voisinage U de a et un voisinage V de b = g(a) tels que dans U x V la relation (3.2)
soit un changement de variables différentiable, de classe C'. O

On résume cette situation en disant que la relation (3.2) est un changement de
variables local (au voisinage de x = a, y=b) de classeC".
N.B. Dans le cas p = 1 cela revient a affirmer simplement que si une fonction g
d’une variable, de classe C", vérifie ¢'(a) 20, alors elle admet localement une fonction
réciproque de classe C’.

3.3. Déformations des racines simples d'un systéme d’'équations

Rappelons qu’une racine simple d’'une équation a une inconnue s(x) = 0 est une
valeur a de x pour laquelle s(a) = 0, s'(a)# 0. Plus généralement on appelle racine
simple d’'un systéme de p équations a p inconnues :

si(xt. ..., xp)=0
.- (3.3)
sp{xy,.... xp) =0

une valeur a de (x;,..., xp) vérifiant (3.3), et telle que les différentielles ds,,, ..., dspa

soient linéairement indépendantes (ce qui revient a dire que la matrice des dérivées
partielles est inversible).

Permettons maintenant aux fonctions s; de dépendre aussi de parametrest,, ..., tm,
en étant fonctions différentiables de classe C" (r = 1) de (xy, ..., Xp.ty,..., tm). Autre-
ment dit au lieu de considérer un systéme comme (3.3) on en considére une infinité
paramétrée part =(t;,..., tm) :

(34)
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Théoréeme de stabilité des racines simples Supposons que pour
t = (0,...0) (disons) le systéme (3.4) ait a = (a, - - ., ax) comme racine simple. Alors
il existe un voisinage U de a dans RP tel que pour toul t assez voisin de O {disons
lItl] < &) le systéme d’équations (3.4) admette dans U une unigue racine a(t), qul de
plus est simple, et est fonction de classeC" det.

Preuve
Ce n’est Ia qu'une paraphrase du théoréme des fonctions implicites (x,..., Xp
jouant le role de x;,...., X, €t by, ..., tm celui de x;, -. ., xi,,)- Le fait que a(t) reste

une racine simple pour t assez proche de 0 se voit en remarquant que si une
matrice carrée, dépendant continiment de ¢, est inversible pour ¢ = 0, elle I'est
aussi pour tout t assez proche de 0 (en effet son déterminant est fonction continue
de o). O

EXERCICE 3.5.— Discuter, en fonction des paramétres réels p et g, le nombre et la
multiplicité des racines de I'équation générale du troisieme degré (2 une inconnue)
Brpx+q=0 (idée : raisonner sur le graphe de la fonction y = x3 + px). On résumera
le résultat de la discussion par un dessin dans le plan des (p,q), et 'on essaiera de
définir dans ce plan des ouverts, aussi grands que possible, dans lesquels une racine
convenablement choisie est fonction C* de (p, 9.

Nous reviendrons sur cet exemple dans I'étude 2 (exercice 1). Nous rencontrerons
d’autres exemples dans les études 1 et 178,

ETUDE 1
Points critiques et extrema locaux des fonctions

Rappelons qu’on appelle point critigue d’une fonction différentiable un point a tel
que df; = 0 (la forme linéaire nulle). Lun des intéréts pratiques de cette notion tient
dans le lemme suivant.

Lemme 1~ Sif, différentiable en a, admet un extremum local®®en a, alors a est
un point critique de f.
Preuve
La preuve, qui n’utilise I'hypothese de différentiabilité qu'au seul point a, est facile
dans le cas n = 131, Le cas général s’y raméne facilement : supposant que f admette
un extremum local en g, il s’agit de montrer que dfa = 0, c’est-a-dire que dfa(T) = 0
pour tout vecteur ¥ ; or tout vecteur i est le vecteur vitesse d’un point mobile

2 pour une réponse 2 ces questions, cf. mon livre « Les différentielles » , chap. 5 § 1.2, ot I'on trouvera

d"autres exercices analogues.

% Rappelons que par € extremum local » on entend soit un maximum local (f(x) < f(a) pour tout
X dans un voisinage convenable de @), soit un minimum local (f(x) = f(a) pour tout x dans un
voisinage convenable de a).

31 Méme dans ce cas elle recéle néanmoins une subtilité : cf. € Les différentielles », chap.0, exercices
41et4.2.



32 Chapitre 1 : Calcul differentiel « a I'ancienne »

x := M#) (par exemple en mouvement rectiligne uniforme !), et 'ona :

dfa(T) = (f o N(0)
(forme condensée de la formule (2.2)) ; or f o A a évidemment un extremum local
en 0, de sorte que (f o A)'(0) = 0. O

Remarque La réciproque du lemme est évidemment fausse (pensez par exemple
a la fonction d’une seule variable f(x) = x*, ou 2 la fonction de deux variables

fOq,x) = X2 — X2).

Forme hessienne d'un point critique

Au voisinage d’un point critique a de la fonction f (supposée deux fois différen-
tiable au moins), celle-ci admet un développement limité a I’ordre 2 qui s’écrit :

1
fla+dx) = f(@)+ 5dfa + olllax|)

ou d¥, est la forme quadratique (polyndme homogene de degré 2) en dx,...,.dxn
dont nous rappelons ici I'expression (cf. formule (1.3)) :

2
d%fa = Zpg(a)dxidx_,-, avec pyla) = aJ (a)

T 6)(56)5-

DEFINITION 1.—  Cette forme quadratique (la différentielle seconde de f en a) est
appelée la hessienne du point cn'tiquéz. Le point critique est dit quadratigue non
dégénéré si le rang de sa hessienne est égal au nombre de variables.

L’hypothése que a était un point critique a une conséquence remarquable. Soit f la
fonction des variables v, ..., ue déduite de f par les substitutions x; = ¢i(uy.,.... ug),
ou les ¢; sont des fonctions deux fois différentiables définies au voisinage de u = 0,
telles que a = (¢1(0, ...,0),...,¢n(0,...,0). Cette fonction f a évidemment I'origine
pour point critique, et sa hessienne est donnée par le lemme suivant.

Lemme 2.— La hessienne de f en 0 se déduit de celle de { en a par les substitu-
tions « évidentes » dx; ;= dy-

Preuve
Il suffit d’appliquer la formule (1.5) (§ 1.3.3), en remarquant que dans le cas présent
pila)=01! O

Il en résulte en particulier que la question
comment la hessienne se transforme-t-elle par un changement de variables différen-
tiable ?
se réduit a la question bien connue d’algebre linéaire

32 Sa matrice (pij(a)) est appelée matrice hessienne du point critique



Etude 1 : Points critiques et extrema locaux des fonctions 33

comment une forme quadratique se transforme-t-elle par un changement de va-
riables linéaire ?
Rappelons le résultat central de la classification des formes quadratiques :

Rappel sur les formes quadratiques Soit Q une forme quadratique @ n in-
déterminées Xi...., Xn ; alors il existe un changemenlt de wvariables linéaire
X, .-.. Xn) & (U4, ..., Un) qui transforme @ en :

r

§=Zeil&2

ot les & sont des scalaires®*non nuls, et r est le rang de la forme quadratique (égal
a n dans le cas non dégénéré). Si le corps des scalaires est C on peut toujours se
ramener (par extraction de racines carrées) au cas ol tous les g; valent 1. Si le corps

des scalaires est R on peut se ramener au cas ou g = *1 ; la forme quadratique Q
est alors caractérisée, 2 congruence pres, par sa signature (n;, n_), ou n; (resp. n_)

désigne le nombre d’indices i pour lesquels &; = +1 (resp. —1).

Corollaire 1.—~ I existe, au voisinage de tout point critique a de f, un changement
de variables affine (x3...., xn) & (uy,...,un) tel que la hessienne de la fonction

-
=Y eeud?
i=1
otir est le rang de la hessienne, et les g; sont comme dans le rappel ci-dessus.

Preuve
Avec les notations du « rappel », il suffit de poser ui(x,,.... xn) = UXy, ..., Xn), avec
Xi=x — a. O

La figure 5 représente, dans le cas n = r = 2, les courbes de niveau d’une telle
fonction f (en interprétant (uy, ug) comme un systéme de coordonnées orthonormé
dans le plan de la feuille). De tels dessins peuvent étre considérés comme des modéles
« redressés » de I'allure des courbes de niveau sur une carte d'état-major, au voisinage

d’'un sommet, d’une cuvette, ou d’un col.

B pénoncé est vral quel que soit le corps des scalaires, pourvu que la & caractéristique » de ce corps
soit #2.

# Deux formes quadratiques sont dites congruentes si I'on passe de I'une a I'autre par un changement
de variables linéaire.
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Signature |Modéle local Dénomination Dessin des lignes de niveau

(2.0) uf +u? Minimum quadratique

ou « cuvette »

0.2) —u? —uZ |Maximum quadratique
ou « sommet »
(1,1 uf - ul Point selle
ou « col »
Figure 5.

Modéles locaux de points critiques quadratiques non dégénérés en dimension 2.

EXERCICE 1.- Frudiez les lignes de niveau de la fonction f(x,y) = y¥ — 3 + 3x :
calculez les points critiques et précisez leur nature ; en placant quelques points a
tangentes remarquables, tracez I'allure des courbes de niveau passant par les points
critiques ; complétez enfin la figure en esquissant ['allure des courbes de niveau non
critiques.

EXERCICE 2.~ Discutez en fonction du paramétre p les points critiques de la
fonction de deux variables f(x y) = 1 — x> — px : quand sont-ils quadratiques non
dégénérés, et que pouvez-vous dire alors de leur dépendance en p ?

EXERCICE 3.— Généralisez : une fonction f de (x. ..., Xn. by, ..., t), de classe C2, est
considérée comme fonction de (x..... xn) dépendant des paramétres t = (f...., ).
Que pouvez-vous dire de la fagon dont varient avec t les points critiques quadratiques
non dégénérés de cette fonction ? (Utiliser le § 3.3.)

EXERCICE 4.— Soit f une fonction de classe €2 de n variables, non nulle au point a.
Montrer que a est un point critique quadratique non dégénéré pour f si ¢t seulement
s'il I'est pour f2.

Extrema liés et points critiques en restriction a une sous-variété

Un probleme d’extrema liés est un probléme de recherche d’extrema de 1a restric-
tion d’'une fonction i une sous-variété S c R". Pour une telle fonction f (différentiable
dans un ouvert de R" contenant S) on a I'exacte réplique du lemme 1 :

Lemme 1Y~ Si £|S a un extremum local en a. alors a est un point critigue de
J1s%.

Preuve
Elle est calquée sur celle du lemme 1. Mais puisque seule la restriction de f a S
est supposée avoir un extremum local en a, le raisonnement doit se restreindre

35 (cf. § 2.5, en prenant garde au fit que notre actuel f|S etait alors noté f)
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aux points mobiles sur S ; mais ce sont justement ceux dont les vecteurs vitesses
forment I'espace tangent TuS. a

Les considérations du § 2.5 s’aveérent particulierement utiles lorsque S n’est pas
donnée par un paramétrage (local) mais par un systéme d'équations(s; =0...., sp=0
du type (3.1)).

Lemme 2.— Pour que a soit un point critique de f|S il faul et il suffit que df, soit
combinaison linéaire de ds,q. . . - . dSpa-

Preuve

Dire que a est un point critique de f|S, c’est dire que dfz|TaS = 0. Cela revient donc
adire que (3.1); = dfa = 0. Or on sait que pour les systémes linéaires homogenes la
relation « d'implication logique » (toute solution du premier systéme est solution
du second) équivaut a « Pimplication linéaire »3  c'est-a-dire dans notre cas au fait

que dfa soit combinaison linéaire des premiers membres de (3.1)j,. O
Remarque Comme les formes linéaires dsy..... dspa sont linéairement indépen-
dantes, I'éventuelle expression de dfa comme combinaison linéaire de dsyg, ..., dspq :

dfn =h1dS|a -I-----I-)lpdSpa

est unique. Ses coeflicients \,,..., Ap sont appelés les multiplicateurs de Lagrange du
point critique.

EXERCICE 5.— Dans R® muni des coordonnées (x, y, z) on note S le cylindre d’équa-
tion (x — 1)2 + ? = 1. On se propose d'étudier et de dessiner les courbes de niveau de
la fonction f|S, restriction 2 Sde f(x, . z) = 2 412 + 22 (carré de la distance 2 I'origine).
a) Erudiez avec soin les points critiques de f|S (position ? développement limité 2
I'ordre 2, dans un systeme de coordonnées locales convenables ?)
b) Dessinez, apres les avoir déterminées par le calcul, les images des courbes de
niveau en projection orthogonale sur le plan des (x, z).
©) Par des raisonnements géométriques, et en placant quelques points remar-
quables avec leurs tangentes, dessines les images des courbes de niveau en
projection orthogonale sur le plan des (y, 2).

PROBLEME : points critiques, en restriction a une hypersurface, de la fonction distance a
un point extérieur Dans ce probléme I'espace ambiant R™! est interprété comme un
espace euclidien, muni de la « distance euclidienne » usuelle.

Soit S une hypersurface lisse de R™! (m = 1), de classe C™. Pour tout be R™! on
désigne par fj, : S — R* la fonction qui 2 a€ S associe fi,(a) = ||$"2 (carré de la distance
euclidienne de a 2 b)*".

Cf. mon livre avec Hervé DILLINGER, « Découvrir I'algébre linéaire » , Diderot éd. 1997.
REMARQUE On pourrait aussi prendre pour fj, 1a distance euclidienne et non son carré. Rien de
ce qui suit ne s’en trouverait changé (cf. exercice 4), si ce n'est que pour avoir une fonction partout
différentiable il faudrait interdire 4 b d’étre dans S.
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1) Montrer gue gp €5t un point critique de fi, si et seulement si la normale 2 Sen a
passe par b.

2) Enutilisant des coordonnées cartésiennes (orthonormées) (xj. .. ., xm. y) centrées
en qp, telles que P'axe des y soit normal A § en g (c’est-a-dire tel que T, S soit
donné localement par I'équation dy = 0), on peut représenter S localement par
une équation y = glx.....xm), ot g est de classe C (pourquoi 7).

A l'aide d'un développement limité de g, caractériser les b pour lesquels g est
un point critique quadratique non dégénéré de f,.
3) Montrer que movennant des hypothéses locales assez générales sur S, qy. et sur

le point by choisi sur 1a normale 4 S en gy, la propriété suivante est vraie : par tout
point b assez voisin de by dans R™! passe une unique droite normale 3 S en un

point a voisin de aq ; les coordonnées de ce point sont fonctions différentiables
de b (de classe ™).

4) Discuter, selon la position du point b dans RZ, les normales (passant par b) 3 une
courbe lisse de R? gue vous vous donnerez explicitement : un cas particuliére-

ment intéressant, et dont la solution peut &tre complétement explicitée, est le

cas de la parabole y = x*.

5) Discuter, en fonction de b, les normales issues de b i la surface lisse de r
d’équation y = xlz - x.g
Cette gquestion, malgré son apparence simple, conduit a un systéme couplé de
deux éguations polynomiales 4 deux inconnues xj, x2, qui a de quoi décourager
toute velléité de résolution explicite. On pourra se contenter de résultais partiels :
gue se passe-t-il quand b est voisin de I'axe des y (appliquer la guestion 3) : pour
ag = (0,0.0) wracer, pour b choisi sur I'axe des gy, Uallure des courbes de niveau
de la fonction fj, en projection sur le plan des x;. % (discuter en fonction de b) ;
leur aspect est-il différent quand b est hors de 'axe des gy, tou en restant voisin

de cet axe ? Que se passe-1-i] pour b voisin de (0,0,1) ? Eic.

ETUDE 1(bis)
Lemme de Morse

On va s’intéresser ici 4 une fonction f de n vadables x, ..., xn, diflérentiable de
classe 7 (r = 2) au voisinage d’un point o que pour simplifier les notations on suppo-
sera étre Porigine de R". Enoncé par le mathématicien américain Marston MORSE en
1939, le lemme suivant annonce le grand essor de la topologie différentielle au milieu

du siécle.
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Lemme de Morse Supposons que f ait Uorigine comme point critique quadratique
nondégénéré.A!msueﬂsteundiangememdevadables!ooaldedasseC'_B:

envoyant O sur O et transformant la_fonction f en :
7= +d
=1

oil les nombres respectifs de signes + et — sont donnés par la signature de la
hessienne de f en a.

Commentaire D'aprés 'étude 1 (cor.1) on sait déja qu’il existe un changement de
variables qui transforme f en :

3 +uf mod. ofl|ull®)

i=1

La force du lemme de Morse est de permettre de nous débarrasser des termes correctifs
en off|ul/?).

Nous allons esquisser, sous forme de probléme, une preuve du lemme de Morse
qui passe par le lemme (de 30 ans postérieur) que voici.

Lemme de Gromoll-Meyer Supposons que l'on ait :
—o. oo S

f0)=0, an(ﬂ)-ﬂ. -5—,2(0)#0

Alors il existe un changement de variables local de classe "2

1,00 xn) © (... 0)
enwoyant 0 sur 0 et transformant la_fonction f en
F=42+ hGy,....5%)

ott h est une fonction de classe C'.

PROBLEME

1) Enutilisant I’'exercice 3 de I'étude 1, montrer qu’un changement de variables local
convenable, de la forme (x, xo, . ..., xn) ¢ (4. %9, ..., Xxn),avec x; = x;—alxs. ... Xn),
transforme f en une famille de fonctions de i3 (paramétrée par t = (xg, ..., xn))
ayant pour tout L assez petit un point critique quadratique en x; = 0.

2) En retranchant 2 la famille de fonctions de X; ainsi obtenue sa valeur en x; = 0
(valeur qui dépend de t) on obtient une famille de fonctions ayant x; = 0 comme
racine double (pour t assez petit).
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En déduire le lemme de Gromoll-Meyer, en admettant le lemme suivant (qui se
déduit facilement de la formule de Taylor avec reste intégral) :

toute (famille de) fonction(s) g de classe C" (r  m) d’une variable réelle x;,
ayant l'origine comme zéro d’ordre m, peut s’écrire au voisinage de 0

9Ga, ) =37" k(x, 1)
ou k est une fonction de classe C"~™ non nulle au voisinage de 0.

3) Démontrer le lemme de Morse par applications successives du lemme de Gromoll-
Meyer.

4) (exemple d’'une situation dégénérée) On considére une fonction C*° de deux
variables, en un point critique ou la hessienne est de rang 1. Montrer gu’il existe
un changement de variables local de classe C* qui transforme cette fonction en
J =432+ (mentier > 2) ou bien en f = £33+ k(%z), o k est une fonction « plate
en 0 », c’est-a-dire s’annulant en 0 ainsi que toutes ses dérivées successives.

Commentaire La démonstration ci-dessus (qui m'a été suggérée en 1980 par Nguyén
Tién Dai) est I'analogue dans le cadre différentiel de la méthode de Lagrange pour
décomposer une forme quadratique en combinaison linéaire de carrés (cf. étude 1). Il
est instructif de la relire dans cet esprit : en remplacant l1a fonction de départ par une
forme quadratique (de sorte que ses dérivées partielles sont des formes linéaires) on
obtient la construction de Lagrange.

QUESTION : qu’est devenu dans ce contexte notre recours au théoréme des fonctions
implicites ?

Commentaire linguistique
Trois mots-clefs du discours mathématique

Jai donné ala fin du § 0 (« petit test linguistique » ) deux échantillons de tournures
typiques du langage de ce chapitre, tournures un peu désuétes qui ont pu paraitre
« abusives » (voire « incorrectes » ) a certains.

Dans la premiére, contenant les deux mots-clefs « variable » et « fonction », le mot
« fonction » est utilisé dans son sens primitif, qu'un logicien d’aujourd’hui qualifie-
rait de métamathématique. Les « maths modernes » répugnent a ce type de discours
« méta » ou les mathématiques sont regardées de l'extérieur. C’est pourquoi elles
considérent avec suspicion tout discours sur les variables : n’étant que des noms par
lesquels on « désigne » des « objets mathématiques », les variables ne méritent pas
d’étre des objets d’attention ; pas question de leur reconnaitre un role stratégique dans
le discours, 2 la jonction de la_forme et du sens, comme nous I'avons fait a plusieurs
reprises dans ce chapitre en attribuant 2 une méme variable diverses interprétations !

La seconde phrase fait la distinction entre une relation et le graphe de cette relation.
Les « maths modernes » ont décrété qu'une telle distinction (qui allait de soi pour
les mathématiciens classiques) devait €tre abolie, une relation ne pouvant pas étre
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définie autrement gque comme graphe : dire qu'une relation est « ce qu’une formule
signifie » {ce qui résume le point de vue « Al'ancienne ») renvoie au probléme du sens,
que les « maths modernes » récusent sous le prétexte imparable qu’on ne dispose pas
d’'une définition formelle du sens !

« Variables », « relations », « fonctions » : trois mots-clefs du langage mathé-
matique gue nous ont légué nos péres. Sous P'éclairage de la logique moderne,
nous allons essayer d’en comprendre toute la richesse, en résistant aux tentations
« réductionnistes ».

Relations

Un texte mathématique s'articule autour de formules, assemblages de symboles
obéissant 3 une certaine syntaxe. Parmi ces symboles figurent certaines lettres (comme
x, y, €tc.) appelées variables, qui dans les mathématiques élémentaires sont censées
représenter des nombres.

Considérons par exemple la formule (1) du § 0.1. Elle exprime une relation entre
les deux variables x et y. Le mot « relation » est essentiellement synonyme de ce
que les logiciens appellent un « énoncé ouvert », énoncé dont I'expression contient
des « variables libres » x. ..., xn, de sorte que la « valeur de vérité » — véracité ou
fausseté — de I'énoncé dépend des valeurs qu'il nous plaira d’ateribuer 2 ces variables :
par exemple tout systéme d’équations ou d'inéquations polynomiales portant sur n
variables xq, . .., xn défnit une relation entre ces variables®®,

On se gardera de vonfondre la relation et la_forrnule qui en est 'expression : par
exemple « i — x = 0» et « y* = x » sont deux formules différentes, qui expriment la
méme relation entre fes variables x et y. De fagon générale deux formules contenant
les mémes variables libres x;, ..., xa ¢ expriment la méme relation » si et seulement si
elles sont équivalentes, c’est-a-dire si elles sont vérifiées pour exactement les mémes
valeurs du r-uplet (g, .. .. xn).

La notion de relation (énoncé ouvert) n'est donc pas une notion synitaxigue (c’est-
a-dire se référant au iangage dans lequel la relation est formulée) mais une notion
sémarttique (C'est-i-dire se référant au sens).

Role des variables dans une relation On reconnait gu’un énoncé est ouvert au fait que
sa formulation contient ce gu'on appelle des variables libres®®,
D'un point de vue syntaxique, les variables libres renpoient au contexte d’ou la formule
est extraite ; par exemple dans un fragment de texte mathématique comme

« ... en utilisant la relation x < y, on déduit de ce qui précéde que ... »
les lewtres x et y renvoient a d’autres endroits du texte, ou elles sont censées faire
référence aiux mémes nombres que dans le fragment concerné.

La connotation courante du mot € relation » suggére qu’au moeins deux variables soient en jeu.
Néanmoins il est mathématiqguement peu commode d'exclure le cas in = 1 de considérations qui
sont valides aussi dans ce cas. Clest puurguoi certains auteurs parlent de relations € unaires »,
comme on dit € relations binaires », « relation termaires », etc.

On distingue en logigue mathématique deux types d'occurrences d'une variable dans une formule :
les occurrences libres ot les occurrences liées ; une oocurrence d'une variable x est lide si elle est
# dans le champ d'un quandficateur » : cof. exerple ci-aprés, ou toutes les occurrences des trois
variables sont dans le champ d"un quantificateur ¥,
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Mais les variables libres peuvent aussi avoir un role sémantigue : lorsque dans un
calcul de thermodynamique apparait Lla formule PV = RT, les variables P (pression), V
(volume), T (température) ont une signification physique : elles renvoient au contexte
de la réalité physigue que le calcul prétend modéliser.

Ceci dit, il est souvent essentiel pour le mathématicien de s'affranchir du con-
texte, en faisant abstraction des variables (abstraire est I'acte mathématique par ex-
cellence 1). Par exemple un énoncé comme

« la relation < est transitive »
est vrai indépendamment de tout contexte (ce qu'atteste ici I’absence de variables dans
sa formulation). Dans sa traduction en langage formalisé :

Vx Vy Vzilx<yety<2) = x<2)

apparaissent pourtant des variables, mais d'une fagon qui ne renvoie & aucun contexte
(on pourrait remplacer chacune d’entre elles par une lettre guelconque sans rien chan-
ger au reste du texte dans lequel la formule est insérée) : dans le langage de la logique,
on dit qu'il s’agit de variables liées, ou plus précisément que toutes les occurrences
des variables x, y, 2z dans la formule ci-dessus sont liées?®. En « argot » mathématique
on dit qu'il s’agit de variables « muettes ».

Ces considérations expliquent pourquoi le mot « relation » peut £tre utilisé¢ de
deux fagons dans un texte mathématique :

1. «la relation »;
2. «la rvelation »,

Dans le premier cas la partie encadrée est I'expression d’un énoncé ouvert, a deux
variables. Dans le deuxiéme cas la partie encadrée est I'expression de ce que les
logiciens appellent un prédicat a deux places, déduit de I'énoncé précédent en faisant
abstraction des variables.

Graphe d'une relation (point de vue de la théorie des ensembles) Considérons une rela-
tion entre n variables xq, . ... xn, dont les domaines de variation seront notés X, ..., Xn
{par exemple X; = R si x est une variable réelle sans restriction, X; = R* si x est une
variable réelle =0, etc.).
On appelle graphe de 1a relation le sous-ensemble G c X; x --- x X, ensemble des
valeurs du n-uplet (x, . .., x7) pour lesquelles Ia relation est vérifiée?!.
Avec cette terminologie notre notion « sémantique » de relation peut se traduire
ainsi :
deux relations enire les mémes variables sont ideniiques {on peut dire aussi
égales*!) si et seulement si elles ont méme graphe.

40 Cf note précédente. On se gardera de confondre cette notion (synmaxique) d’¢ occurrence liée d'une

variable % avec I'usage courant (sémantique) de I'adjectif 4 liée », comme dans lintroduction de cette
premiére partie quand j'ai parlé des variables B V. T ¢ liées par Ia relation PV = RT » !

Le mot & graphe » trouve son origine dans le fait gqu'il est commode de représenter graphiquement
des sous-ensembles de R? par des dessins dans le plan, en imerprétant x3 et xp comme les
coordonnfes cartésicnnes de points du plan.

ou équivalenfes ! mais il est plus correct de réserver cet adjectif aux forrmulations des relations {deux
formules sont équivalentes si et seulement si elles définissent la méme relation).

41
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C’est pourguoi en théorie des ensembles on définit ka notion de relation en Pidentifiant
a celle de graphe : plus précisément on appelle relation (ou correspondance )**entre
les ensembles X;. ... . Xnun (n+ L-uplet (X;,....Xn. G), 00 G& Xy % --- % Xn.

Remarquez comment cette définition « fait abstraction des variables », et préfére
insister sur [eurs domaines de variation. Remarquez aussi que cet « effacement des
variables » a nécessité€ de les avoir préalablement rangées dans un certain ordre, ce qui
reléeve d'une décision arbitraire (si nos variables s’appellent 0 et x, il n'y a pas d’ordre
alphabétique pour nous dicter comment les ranger ).

Fonctions

La notion de jonction est sans douee I'une des plus importantes et des plus subtiles
de toutes les mathématigues. Son sens a beaucoup évolué au cours des siécles, et reste
quelque peu fluctuant. Vers les années soixante, lors de la grande remise en ordre
des mathématiques connue du grand public sous le nom de &€ maths modernes », on
a pu croire que l'on avait enfin dégagé LA bonne notion de fonction. Mais certains
développements récents des mathématiques (motivés notamment par les problémes
de calcul effectif sur ordinateur) conduisent actuellement 3 remettre €n guestion cette
conviction, et a réhabiliter des points de vue qu’on avait pu croire surannés®.

Les premiéres fonctions que rencontre un débutant sont données par des expres-
sions explicites, comme par exemple :

« Ia fonction x% »

Mais une fonction peut aussi étre donnée implicitement, comme solution d'une égua-
tion : par exemple, I'équation :
x — y3 =0 n

admet pour toute valeur réelle de x une seule solution y réelle, qui définit la fonction
# racine cubique de x » . On dit que la relation (1) est fonctionnelle en y.

DEFINITION 1.— Une relation Rix, y} est dite_fonctionnelle en y si pour toute valeur
de x il existe une et une seulé** valeur de y pour laquelle R(x. y) est vraie*®.

DEFINITION 2.—  On appelle fonction une relation, fonctionnelle en y, entre dewx
varinbles x ef y respectivement marguées du qualificatif de « variable de départ» et
« variable d'arrivée ». 5i cette relation est aussi fbnctimnelle en x on dit que c’est un
changement de variable ; en considérant y comme variable de départ et x cormme

« Correspondance » est le mot qu'utilise Bourbaki (Théorie des Ensembles Chap. I). Je n'utiliserai
ici ke mot 4 relation # que dans le sens métamathématigue introduit plus haut. Cest aussi ce que fait
Bourbaki, sauf que pour lui « relation » = « formule ¥ (contenant des variables libres).

Cf. parexemple le joli article & Fonctions, programmes et démonsirations ¥ , de Jean-Louis K RIVINE,
dans La Gazette des Mathématiciens numéro 60 (avril 1994).

Certains avteurs disent ¢ au plus une ». Nous reviendrons sur ¢ point un peu plus loin.

On définirait de fagon analogue le fait pour une relation R(xy, .. ., xn, 11, - . . . Ypld'ére fonctionnetle
en(yy, ..., yp). Sil'on accepte que les variables puissent &tre autre chose que des nombres, ce cas
se raméne au précédent en considérant que x e R™ et y e RP.
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variable d'arrivée on obtient alors une fonction appelée fonction réciprogue de la_fonction
précédente.

Exemple La{ormule (1) définit un changement de variable.

Attention aux domaines des variables ! Dans les exemples précédents nous avons
suppos¢ que les letires x, y désignaient des nombres réels guelconques. Mais on
est souvent amend A assigner aux variables des domaines de variation plus restreints,
qu'il faue alors déclarer au moment ol I'on introduit les lettres x, y (en disant par
exemple : « x et y sont des variables réelles > 0 »). Pour comprendre I'importance de
tetles déclarations, considérons par exemple la relation :

x—y2=0

Si e domaine des variables x et y est R tout entier, cette refation n'est pas fonctionnelle
en y, car pour x> 0 il y a deux valeurs de y (opposées Fune de Fautre) qui vérifient
fa relation (et pour x < 0 il 'y en a aucunéd). Mais si Fon a déclaré x et y comme
des variables réelles positives cette relation devient fonctionnelle en y (elle définit la
fonction a racine carrée »).

Comment se donner (et nommer) une fonction Lorsqu'une fonction est donnée par une
formule explicite -
y=flx) (exemple : y=x%) (2)

I'usage classique est de considérer Pexpression f(x) figurant au membre de droite de
(2) comme un o de cette fonction (exemple : « la fonction x2 »). Dans le langage
de la logique, une tcle expression est ce qu'on appelle un « terme » (C'est-A-dire une
expression formelle désignant un objet du méme type que les variables : ici un nombre
réel). On peut alors réinterpréter la lettre iy (membre de gauche de (2)) comme un
audre nom de Fobjet (« fonction de x ») que désigne le terme f(x).

Considérons maintenant le cas d'une fonction donnée implicitement, comme par
exemple la fonction « racine cubigue de x », solution en l'inconnue y de Féquation
(1) ci-avant. Pour ré-€crire cette fonction sous forme « explicite », il suffit de hii affecter
un symbole de fonction qui lui soit propre : en 'occurrence le symbole traditionnel
est g, de sorte que la relation (1) peut se ré-€crire :

y= % €3

C’est ainsi que certaines fonctions remarnquables se sont vues affecter par la tradition
des symboles universellement reconnus : la fonction /, la fonction &, la fonction exp,
1a fonction sin, etc., elc. fremarqguez comment 1 encore la notation fait abstraction des
pariables I}

Bien entendu if s’agit 12 d'un simple jeu d’écriture, qui facilite ka facon de désigner
la fonction mais n'a pas la vertu magique d’en faciliter te calcul !

La question de savoir quelles fonctions sont « exprimables explicitement » est donc
fortement dépendantes des conventions d'écriture. Toutefois on peut la voir comme
un cas particulier de la question. plus fondamentale, de la « calculabilité » des fonc-
tions : lorsque les mathématiciens savent définir une fonction (fit-ce implicitement,
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par une relation fonctionnelle telle que (1)), c'est presque toujours parce gu'ils sa-
vent en fournir un algorithme de calaud, qu’ils sont en principe capables d’écrire (par
exemple sous forme d’un programme exécutable par un ordinateur), et il est naturel
de considérer le texte d'un tel programme comme une « expression explicite » de
la fonction, au méme titre gue 'expression « X2 » de la formule (2) {qui aprés tout
p'est rien d'autre gqu'une écriture du programme simple « multipliez 1a variable x par
elle-méme »).

Prise en ce sens plus général, la notion de « fonction exprimable explicitement »
peut ére dotée d'un statut mathématique précis (cf. Particle de ).L. KRIVINE précé-
demment cit€). La fagon de parler classique

« la fonction f(x) »
se voit ainsi réhabilitée, la notaton « f{x) » pouvant ére considérée comme le nom
d'un programme de calcul de la _fonction.

Domaine de définition d'une fonction Il est fréquent que la valeur d'une ¢« expression »
f00) ne soit définie que pour certaines valeurs de x. L'ensemble de ces valeurs de
x est ce qu'on appelle le domaine de définition de la fonciion f. Si Fon prend le mot
« expression » au sens gitnéral de « programime de calcul », le domaine de définition de
la fonction est donc 'ensemble des valeurs de x pour lesquelles le programme abou-
tira. Déterminer ce domaine est souvent une tiche insurmontable. C'est pourguoi
beaucoup d’auteurs préferent, dans la définition 1 d’'une « relation fonctionnelle »,
remplacer le membre de phrase « il existe une et une seule valeur de y » par « il existe
au plus une valeur de y » (un programme correctement écrit aboutit nécessairement
a un résultat bien déterminé, lorsqu’il aboutit !). Autrement dit, ce qu'ils appellent
« relation fonctionnelle » est une relation qui deviendrait fonctionnelle au sens de la
définition 1, st 'on restreignaif convenablement le domaine de variation de x.

Substituticns {composition des fonctions) La notion de « composition des fonctions » se
comprend trés simplement ¢n termes de programmes de calcul : Pécriture
y = filglt)) = (f o g)i(f) signifie que pour calculer y 4 partir de r on foumit comme
valeur d’entrée x du programme f(x) la valeur de sortie du programme g(f) :

y=f(x), x=glt)

Le domaine de déhinition de fog est bien s0r I'ensemble des valeurs de t pour lesquelles
¢t} appartient au domaine de définition de f.

Les fonctions en théorie des ensembles Nous avons déja signalé comment la théorie des
ensembles traduit Nidée de « relation » en terme de « graphe ». Plus précisément :
1. On appelle graphe (binaire) un ensemble G dont tous les éléments sont des
couples (x, ). Un graphe G est dit_fonctionnel 5i :

VxVyVy. (xpeGetixyle G > y=y

2. Lorsque Gc X x Y, le triplet (X, Y, G} est appelé correspondance entre les en-
sembles X et Y : I'ensemble X resp. Y est appelé ensemble de départ resp.
ensemble d’arrivée’® de la correspondance ; I'ensemble G est appelé graphe
de la correspondance.
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On appelle application de X dans Y une comespondance (X, Y, G) telle que
Vx e X il existe un et un seud ye Y pour lequel {x, y) e G.
Le mot _fonction en théorie des ensembles peut étre utilisé dans deux sens différents
{cf. Bourbaki, Théorie des Ensembles Chap. Iy :
1. fonction = graphe fonctionnel ;
2. fonction (sur X a valeurs dans Y) = application de X dans Y.

L'usage 1 permet de parler de fonctions sans préciser ni domaine de définition ni en-
semble d'arrivée. L'usage 2 s'impose au contraire lorsqu’on juge important de donner
de telles précisions.

Remarquez que c'est U'ordre dans lequel on se donne les ensembles X el Y qui
détermine lequel est ensemble de départ et leguel est ensemble d’arrivée (ce qui
dispense du « marquage » dont il était question dans la définition 2).

Remarquez aussi a nouveau comment le point de vue ensembliste fait abstraction des
variables x, y - dans les énoncés écrits quelques lignes plus haut ces variables sont
« muettes », et il en est de méme lorsqu’on écrit par exemple :

«lafonction B - R », «lafonction R* -5 R » etc

x = i x — x

C’est ce qui fait la grande différence avec la facon de s’exprimer classique, ou parier
de:

2

a la fonction x° » , « 1a fonction /x » etc.

n'a de sens que si 'on a déclaré x comme pariable, déclaration de nature méiamathé-
matique qui se référe 2 un contexte.

16 Les géometres disent aussi espace source resp. espace but



Chapitre 2

Applications différentiables et sous-variétés

Nous abordons ici le point de vue moderne sur le calcul différentiel

1. Applications différentiables
entre ouverts d’espaces numériques

Ce paragraphe résume ¢e quun licencié en mathématiques est censé savoir au-
jourd’hui sur les applications différentiables.

1.1. Différentielle d’une application

Une application [ : U — V d'un ouvert U de R" dans un ouvert V de RP est dite
différentiable au point a e U s'il existe une application linéaire Dfs : R® — R? ltelle
que :

fla+ ) = flay + (Dfafu) mod. of|[u))
Cette application lineaire est alors unique. On 'appelle la différentielle de f en a.

La différentielle comme fonction du point

Lapplication f est dite différentiable si elle ['est en tout point a de son ouvert U
de défnition. On appelie alors différentielle de f I'application :
Bf: U — Lnp
a = Dfa
avaleurs dans I'espace Lin, p) des applications linéaires de B dans BP. On dit que f est
continiment différentiable (ou de classe (1) si cette application Df est continue.

Différentielles d'ordre supérieur

En identifiant Lin, p) 4 l'espace des matrices p x n (évidemment isomorphe 4 R'P)
on peut considérer Df comme une application a valeurs dans R™P, et se poser a
nouveau la question de sa différentiabilic€. On définit ainsi 1a différentielle seconde
D*fa = D(Df)a, et 'on peut continuer, définissant la notion d’application de classe
C2. etc., de classe C',...

La leitre d minuscule est parfois employée au licu du D majuscule. Dans ce livee le d minuscule sera
réserve au cas 0U [ est une fonction numérigue, Cest-a-dire Ie cas ob lespace but est B,
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Lien avec les notations du chap. 1 En notant x...., xn les coordonnées canoniques
de I'espace source R", et y....,yp celles de Pespace but RP, I'application f donne
7, P, yp comme fonctions de (xq, ..., xn) :

y1 =filx,-... Xxn)
.- (1.1)

La différentielle Dfg est I'application linéaire qui au vecteur de R™ de coordonnées
(dx, . . ., dxn) associe le vecteur de RP de coordonnées (dy;., -- -, dyp) données par :

d d
dyy =dfiq = fl(a}dxl+---+ 'ﬁ(aldxn
2% 9 xn .1y
. s s .
dyp = dfpa = a—'f:(a)dxl +---+a—£ila!dl’n

Autrement dit Dfg est I'application linéaire de R™ dans RP définie par la matrice (ai-%)i‘j,
appelée matrice jacobienne de U'application [ au point a.

L'application f est de classe C! si et seulement si sa matrice jacobienne est fonction
continue du point.
Si f est deux fois différentiable en a sa différentielle seconde D?f, est une application
bilinéaire symétrique :

D?fa: R"xR" - RP

n 62f

k 2 -

@o = Y A @uy
=1 k=1.....p

Dans le cas d'une fonction numérique (p = 1), ce qu’au chap. 1 § 1.3.1 nous avons
appelé la différentielle seconde de f (en a) n’est pas autre chose que la_forme quadra-
tique associée a cette forme bilinéaire (restriction de celle-ci 2 la diagonale u = v). De
méme D'f, différentielle d’ordre r en a, est une application r-linéaire symétrique de
R" x --- x R" (r fois) dans RP, dont les coefficients sont les dérivées partielles d"ordre
r de f au point a.

On retiendra de tout ceci que I'application f = (fy..... Jp) est de classe C" (ou de
classe C*°, ou de classe C* c’est-a-dire analytique) si et seulement si chacune de ses
fonctions composantes fj., ..., Jp I'est (au sens du chap. 1 §1.3.1).

Remarque « Etre de classe C" » est une propriété locale. On entend par 12 que :

1. Etre de classe C" n’a de sens (par définition) que dans un ouvert?.
2. Si une fonction (application) f définie dans un ouvert U est de classe C" dans
un voisinage Ug de tout point a € U, elle est de classe C" dans U.

2 Il n’en est pas de méme de la propriété d'érre différentiable : par exemple une fonction peut étre

différentiable en un pouint a et seulement en ce point. Il en est d'zilleurs de méme de la propriété de
continuité ; mais une fonction continue en un puint a et seulement en ce point ne sera pas dite « de
classe CPena» : qui dit « classe C° » dit continuité dans un ouvert.



Applications différentiables entre ouverts d'espaces numériques 47

1.2. Composition des différentielles

Considérons la situation suivante, o la notation R", a - - - i} désigne une application

définie dans un voisinage du point a dans R", voisinage qu’'on n’a pas jugé utile de
préciser :
R"a---HRP.b... 4RI®

Si f est différentiable en a, et g différentiable en b, g o f est différentiable en a, et
D(go f) = Dgy, o Dfa.
De plus, si f est de classe C" dans U, et g de classe C" dans V, avec f(U)c V,

U'application composée g o f est de classe C" dans U.

1.3. Difféomorphismes

Un difféomorphisme (de classe C") d'un ouvert U de R" dans un ouvert V de R"
est une application bijective ¢ : U = V qui est différentiable (de classe ¢") de méme
que son application réciproque ¢ L.

Létude d’objets géométriques a difféomorphismes prés constitue ce qu’on appelle
la topologie différentielle. Par exemple les deux dessins de la figure 1, déduits Pun
de l'autre par un difféomorphisme du plan, sont équivalents du point de vue de la
topologie différentielle.

y y

Figure 1. Familles de cercles concentriques x* + i = 0, et leurs images par le difféomor-
phisme & : (x, y) - (x + 12, y).

Lien avec les notions de « changement de variables » et de « changement de coordonnées »

Pour faire la figure 1 nous avons introduit le changement de variables (x, y) + (X, )
défini par (% = x + ¢%. § = y) (ou inversement (x = ¥ — %, y = 1)), et interprété chacun
des deux couples de variables comme un systéme de coordonnées cartésiennes dans
un plan muni d’'un repére orthonormé.

Le point de vue des « maths modernes » ne fait aucune distinction entre « chan-
gement de variables différentiable » et « difffomorphisme » de R", les identifiant
drailieurs aussi avec « changement de coordonnées » ! Ce n’est pourtant pas sans
raison que la tradition nous a légué trois termes différents. Considérons par exemple

la relation :
R- {x=pc?se
y=psind

3 ce type de notation sous-entend aussi que "application envoie le « point marqué 2 la source » sur
le « point margué au but » : par exemple ici f(a) = b.
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entre les variables x, y, p. 6 dont on aura restreint les domaines de variation de fagon
telle que R définisse un changement de variables différentiable (p,0) « (x,y) : disons,

pour fixer les idées, p > 0, —g <b< E, x> 0. Qualifier ce changement de variables de

changement de coordonnées, c’est dire qu’on interpréte les deux couples de variables
comme deux fagons de repérer un méme point du plan (c’est, dans le cas présent,
Pinterprétation la plus traditionnelle : (x y) = « coordonnées cartésiennes »,
(p.0) = « coordonnées polaires »). Mais dire que ce changement de variables définit

un difféomorphisme entre les ouverts U = R*x] — g +%I etV=R*"xR:

v 4% v

(p.6) — (pcos6,psing)*
c’est proposer une autre interprétation des deux couples de variables, comme « co-

ordonnées canoniques » dans R? (cf. chap. 1, § 2.0)5; il s’agit alors bien sir des
coordonnées de points différents, images 'un de I'autre par le difféomorphisme. Plus
concrétement, on pourra aussi interpréter les deux couples de variables comme des
coordonnées cartésiennes « dans le plan de la feuille », ce qui permet de donner du
difféomorphisme ¢ une représentation imagée analogue 2 celle de la figure 16.
Exercice En utilisant cette derniére interprétation, donnez-vous dans le demi-plan v
un quadrillage paralléle aux axes de coordonnées, et dessinez dans la « demi-bande » U
I'image réciproque de ce quadrillage par le difffomorphisme ¢ ci-dessus.

En résumé, si les « maths modernes » ne voient aucune différence entre « chan-
gements de variables », « changements de coordonnées », et « difféomorphismes »
de R", c’est a2 cause de leur parti-pris formaliste qui refuse de s'intéresser aux ques-

tions d’interprétation.

1.4. Difféomorphismes locaux
et applications différentiables de rang maximal

Il résulte de 1.2 que la différentielle d'un difféomorphisme est une application linéaire

inversible : Ddq a pour inverse (Ddy,) 1 (avec b = $(a)). C’est d"ailleurs pour cette raison
que source et but ont été supposés de méme dimension. Le théoréme que voici dit que
la réciproque est vraie localement.

Théoréme d’inversion locale Soit ¢ : U — V une application différentiable de
dasse C" (r = 1) dont la différentielle Dda en un certain point a € U est inversible.
Alors ¢ est un difféomorphisme local, c'esi-d-dire qu'il existe dans U un voisinage
Uq de a. et dans V un voisinage Vy, de b = ¢la), tels que ¢p|Ua : Ua — V}, soil un
difféomorphisme de classe C'. (]

4 Remarquez qu’ici les variables p, 6 sont « muettes » : on aurait pu les remplacer par deux letires

quelcongues.

Ainsi comprise la notion de difffomorphisme est la version ensembliste de la notion de changement
de variables ; on peut y voir une illustration du processus € d’abstraction des variables » , déja illustré
dans le commentaire linguistique en fin de chapitre 1.

Le processus « d’abstraction des variables » nous fait ainsi quitter le domaine du calcul pour entrer
dans celui de la géométrie.
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Nous avons déja énoncé au chap. 1 § 3.2 la version « a I'ancienne » de ce théoréme.
Attention ! Une application différentiable peut étre, en tout point de l'espace source,
un difféomorphisme local, sans pour cela étre un difféomorphisme, méme si elle est
surjective : un bon exemple a méditer est I'application :

f: R*xR — R2\{(0,0)}
(p.6) + (pcos6,psing)

Comme corollaire du théoréme d’inversion locale nous allons caractériser locale-
ment, a diffeomorphisme pres, les applications différentiables f : (R".a)--- = (RP.b)
dont la différentielle Dfy est de rang maximal.

1.4.1. Submersions (rang Dfq = dim but)

PROPOSITION
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Dfa est surjective, C’est-a-dire de rang égal a la dimension du but ;

ii) la composition avec un difféomorphisme local convenable de I'espace source
(au voisinage de a) transforme f en la projection canonique pry : RP x R¢ — RP.
Une application différentiable f vérifiant ces propriétés est appelée submersion
(locale en a). On dit submersion tout court si _f est une submersion locale en tout
point de son ouvert de définition.

Preuve
L'implication ii) = i) résulte immédiatement de 1.2. Montrons la réciproque.

Dire que Dfa est surjective, c’est dire que I'un au moins des mineurs p x p de
la matrice jacobienne de f en a est inversible, et quitte @ permuter les coordonnées
@ la source on peut toujours supposer que c’est le cas du mineur de gauche, noté
dxf(a) ci-dessous :

- dx ---dxp dty ---diy
m //
_
: BJJ(G)_ 9.f(a)
dyp 1///

On a noté x = (x,..., xp) les p « premieres » coordonnées canoniques de I'espace
source et t = (ty,..., t7) les € = n — p « derniéres » (aprés permutation). En notant
y=(y.--... yp) les coordonnées canoniques de I’espace but, données en fonction
des précédentes par y = f(x. t), on conclut en remarquant que I'application f se
factorise en :

JI:x t)ai(y. t)"ﬂ y

ou ¢ vérifie les hypothéses du théoréme d’inversion locale, car sa matrice jaco-
bienne s’écrit :
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dxy---dxp | dty---dig
yl a;(f(a)/ 8¢f(a)
‘-;yp W
dt,

1.4.2. Immersions (rang Df= dim source)

PROPOSITION
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Dfa est injective, c'est-a-dire de rang égal a la dimension de la source ;

ii) la composition avec un difféomorphisme local convenable de l'espace but
(au voisinage de b = f(a)) transforme f en l'injection canonique :

R" x {0} - RP = R" x R

Une application différentiable f vérifiant ces propriéiés est appelée immersion
(locale en a). On dit immersion tout court si f est une immersion locale en tout
point de son ouvert de définition.

Preuve
Limplication ii) = i) résulte immédiatement de 1.2. Montrons la réciproque.

Dire que Df est injective, c’est dire que I'un au moins des mineurs n x nde la
matrice jacobienne de f en a est inversible, et quitte & permuter les coordonnées
au but on peut toujours supposer gue c’est le cas du mineur du haut, noté dxg(a)
ci-dessous :

dxy -+ - dxn
dy 7 /
. P /
U
dz;
dxh(a)
dzy
On a noté x = (xg,..., xn) les coordonnées canoniques de I’espace source,

y = (..., yn) les n « premiéres » coordonnées canoniques de I'espace but et



Point de vue géomeétrique sur los sous-varielés 51

z=Az..... z) les k (= p— n) « derniéres » (aprés permutation). Les letires g, h
désignent les deux composantes de 'application

Jix—={y=gx), 2= hx)
On remarque que 'application f se factorise en

f: x(rl—"»ﬂ(x, z) 'f)(y. z)

ol l'application ¢ = g x II vérifie les hypothéses du théoréme d'inversion locale
cn a.

On conclut en remarquant gue Papplication (I, h) se factorise 2 son tour en
(I.h) = ¢ oj, ol jest linclusion canonigue x — {x 0), tandis que ¢ est le dif-
féomorphisme évident (x. z)— (x, z + h(x)). O

2. Point de vue géométrique sur les sous-variétés

2.0. Reformulation géomeétrique de la notion de lissite

Une propriété importante de la notion de lissité est d’écre invariante par difféornor-
phismes : I'image d’une sous-variéeé par un difféomorphisme est une sous-variété (la
fig.1 en est une illustration).

Ce fait, qui n’est pas tout 2 fait évident sur la définition du chap. 1, se verra tout de
suite sur la définition équivalente gue voici.

DEFINITION Un sous-ensemble 5 c R™ est dil lisse au point a {a € S), de classe
C, de dimension m {ou de codimension p = n — m) s'il existe un difffomorphisme de
dasse (" :

p:lUag—V

d'un veisinage Ug de a e R" dans un ouvert V de R™ x RP = R", tel que :
p(SnUa} =VAR" x0) (¢f. Fig. 2).

Un tel difféomorphisme sera appelé redressement local de S au voisinage de a.

Un sous-ensemble qui est lisse en chacun de ses points est appelé sous-variété.
Equivalence avec la définition du chap. 1 (§ 2.3)

Tout sous-ensemble lisse au sens du chap. 1 peut évidemment étre « redressé » par
le difféomorphisme :

(21 oxn) = (30 o0 X oy — @13+ < g, — gplxa))

(les notations sont celles du § 1.4, formule (1.6}, et 'on a posé xp = (. ..., 2G,,)).
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RP

Rm

%m
L/

Ua

Figure 2. Redressement local d’'une sous-varieté.

Inversement, tout sous-ensemble S lisse au sens de la définition ci-dessus peut étre
défini localement par le systéme d’équations (sylx;.....xn) = 0,...,8p(xq. ..., xn) = 0),
ou l'on a noté s;,...,sp les p derniéres composantes 8 = ppgl...., 5p = pm d'un
difféomorphisme p = (p;.....pn) redressant S : gu’il soit lisse auv sens du chap. 1
résulte alors du théoréme des fonctions implicites {(chap. 1, § 3).

DEFINITION  Un tel systéme d'équations de S~ Uy est appelé systéme d'équations
locales de S au voisinage de a. Par abus de langage il nous arrivera parfois d'appeler
« systéme d'équations locales » de S le p-uplet de fonctions (sy. ..., sp) constitué par les
premiers membres d'un systéme d'égquations locales.
Remarque Il résulte facilement de 'une comme de Pautre des définitions que si S
est lisse en a, il I'est aussi en tous ses points suffisamment voisins de a.

Par ailleurs, comme le difféomorphisme de redressement transforme 5 Ug en un
fermé de v, toute sous-variété S de R" est localement fermée, ¢’est-d-dire intersection
d’un ouvert et d'un fermé.

2.0°. Sous-variétés de classe C?

Si dans la définition ci-dessus on remplace le difféomorphisme p par un homéomor-
phisme, on obtient la notion d'ensemble lisse de classe C® |resp. sous-variété de classe
°, ou sous-variété topologique).

Exemple Le « demi-cOne guadratique » (cornet de glace) :

S={(x,y,z)e R3|x2+y2—22=0,220}

est une sous-variété de classe €0 {excrcice : en construire un redressement de classe
c%.

Question On pourrait aussi imaginer une variante de la définition du chap. 1 ou
C" serait remplacé par C? (c'est-d-dire que g serait supposée continue seulement).
Quelle relation y a-t-il entre cette définition et celle que nous venons de donner ?
Que pouvez-vous dire du demi-cbhe quadratique (ayant les trois axes de coordonnées
pour génératrices) :

5= {(x.y.z)e IR3|xy+ yz+zx =10, x+y+230} ?

Dans toute la suite du paragraphe, la classe de différentiabilité (des sous-variétés
et des applications) pourra s’entendre comme n'importe laquelle des classes pour
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lesquelles le théoréme des fonctions implicites est vrai (classe C" avec r =1, classe C*,
classe analytique C*).

2.1. Submersions et systemes d‘équations locales

PROPOSITION
Limage réciproque de 0 par une submersion s : U — RP (U ouvert de R") est une
sous-variété de codimension p.
Preuve
Conséquence immédiate de la proposition du § 1.4.1, cet énoncé peut étre consi-
déré comme une paraphrase du théoréme des fonctions implicites (chap. 1, §3.2).
O

Réciproque locale Inversement, tout sous-ensemble lisse en a peut étre défini
dans un voisinage Us de a comme I'image réciproque de 0 par une submersion
S:Ua—}Rp.

Preuve
Prendre pour s = (sg,..., sp) les premiers membres d’un systéme d’équations lo-
cales de S, comme nous en avons construit au § 2.0. O

2.2. Immersions et paramétrages locaux

PROPOSITION
Tout sous-ensemble Sc R", lisse en a de dimension m, peut s’écrire localement
au voisinage de a comme I'image d’'une immersion :

o (R™0)--- = (R", a)

Preuve
Poser a = p~1oj, o1 p est un redressement local de S, etj : R™ = R™ x {0} - R™ x RP
I'inclusion canonique. O

Lien avec la notion de paramétrage local (chap. 1, § 2.4)

En notant x,..., xn les coordonnées canoniques de I'espace but R", se donner I'ap-
plication a équivaut a se donner une interprétation des variables x; comme fonctions
de m variables (1, ... .. tm) (les coordonnées canoniques de I'espace source R™) :

xp=oq(ty.--.tm).-- . xn=on(ty, - . tm) (2.1

Dire que «a est une immersion équivaut a dire que de la famille (doy, ..., dan) on peut
extraire une sous-famille libre de longueur m, (daj,..... day,). Le théoréme d’inversion
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locale (dans sa version du chap. 1 § 3) implique donc que dans I'interprétation (2.1)
des x; la correspondance entre (t;, ... ., tm)et(x,, ..., Xi,) est un changement de variables
différentiable. Autrement dit la formule (2.1) définit un paramétrage local de S, au sens
du chap. 1 § 2.4. Réciproquement il est facile de vérifier que tout paramétrage local
de S définit une immersion.

Réciproque locale de la proposition Pour toute immersion « : (R™, t5)--- —
(R", o) il existe un voisinage W de t; dans R" tel que o(W) soit lisse en a de
dimension m.

Preuve
C’est une conséquence immédiate de la proposition du § 1.4.2. (]

Attention Cette « réciproque locale » n’implique nullement que I'image globale
d’une immersion soit toujours lisse !

2.3. Exemples d'immersions dont I'image n’est pas lisse
i) a: RoR% to>x=y=t—t& (ck Fig. 3i)).
i) B=a|l —c0,1[ (ax comme eni)) (cE Fig. 3ii)).

y y
S S

| |
AN

i) if)

Figure 3. Images non lisses d'immersions.

La figure 4 montre comment restreindre les domaines de définition des immersions
précédentes, pour que I'image soit lisse au voisinage de a = (1,0).

LN :flg;;;@/
L <><
i)

-1 0

1
—

0

ii)

Figure 4. Lissité en a des images locales des immersions de la figure 3.
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Réflexion sur les exemples précédents

Dans I'exemple i), la non-lissité de I'image en a s’explique par le fait que I'immer-
sion n’est pas injective (a(+1)=a(-D=a) "

Dans I’exemple ii), I'immersion est injective mais elle n’est pas propre : le point

B(t) ne tend pas vers l'infini quand ¢ tend vers le bord +1 de l'intervalle de définition
de B.
Rappel Une application est dite propre si I'image réciproque de tout compact est
compacte. En appelant « suite tendant vers I'infini » une suite qui sort de tout compact,
on peut paraphraser cette définition en disant que toute suite tendant vers I'infini 2
la source doit avoir pour image une suite tendant vers I'infini au but.

PROPOSITION
Toute immersion injective et propre a pour image une sous-variété.

Preuve

1l s’agit de montrer que pour tout ty dans I'espace source de «, I'image de « est

lisse en a = altp). Soit K. = o~ (B;), ot B, cR" désigne la boule fermée de centre a

et de rayon e. K. est compact puisque « est propre. De plus ﬂ Ke = o Na) = {tp}
£0

puisque a est injective. Le diametre du compact K; tend donc vers 0 quand £ — 0,

de sorte que pour £ assez petit, K. est inclus dans un ouvert W du type de la
« réciproque locale » du §2.2. O

3. Applications différentiables entre sous-variétés

Dans tout ce paragraphe la classe de différentiabilité C" des sous-variétés sera
fixée une fois pour toutes a une valeur r = 1 (éventuellement r = co ou r = w). Par
contre les dimensions des espaces ambiants ne seront pas fixées, c'est-a-dire que les
diverses « sous-variétés » seront des sous-variétés de R" pour diverses valeurs de n
(que d’zilleurs nous omettrons souvent de préciser).

Nous supposerons connue la notion de systéme de coordonnées locales sur une
sous-variété (cf. chap. 1, § 1.4). Abstraction faite de I'espace ambiant, qui a servi a la
définir, nous en retiendrons surtout les propriétés suivantes.

3.0. Rappel sur les systemes de coordonnées locales

Soit (xq,...,xm) un systtme de coordonnées locales sur la sous-variété S 8. Les va-
riables xq, . . ., xm sont interprétées comme des fonctions sur S, ayant comme domaine

7 Pour d’autres exemples analogues. cf. exercice 0.2 du chap. 1.

8 1l s'agit donc d'un m-uplet comme ceux notés (X, ..., Xi,;) ou ceux notés (fy, ..., tm) au chap.
1, § 2.4. Les leurres X nont done plus nécessairement de rapport direct avec les coordonnées
canoniques de I'espace ambiant.
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de définition commun un ouvert U de S appelé ouvert de définition du systéme de co-
ordonnées locales®. Cette interprétation définit ce qu'on appelle une carte locate!®de
S, bijection x : U — U entre U et un ouvert U de R™ (¢ 'ouvert des valeurs » du
systéeme de coordonnées locales).

Soit % : U — U une autre carte locale de S dont le domaine de définition U a une
intersection non vide avec U. Pour simplificr les notations on supposera méme que
U = U (cas auquel on peut tonjours se ramener en restreignant x et x 4 U n U, renoté
). Alors la bijection composée X o x™! : U — U est un difféomorphisme (de classe ")
appelé difféomorphisme de changement de carte. Autrement dit le changement de
coordonnées (xy, ..., xm) © (X, ..., %m) est un changement de vartables de classe C*,

3.1. Applications différentiables d'une sous-variété dans une autre

Soient S une sous-variété de dimension m, et § une sous-variété de dimension m’,
Soit (xq, - . ., xm) un systéme de coordonnées locales de S, défini sur un ouvert U de S,
CtSOIt (Y. - .. . yny) LN systeéme de coordonnées locales de S', défini sur un ouvert U’ de
S'. Les cartes locales correspondantes seront notées x: U — U et y: V = V. Puisqu’il
s'agit de bijections, se donner une application f : U — V équivaut 3 se donner une
application f : U — V. La correspondance entre f et f est donnée par le « diagramme
commutatif!! » suivant :

v L v
4x ; ly (3.1
R"s U 5 VvV cR™

Autrement dit, se¢ donner f équivaut 2 se donner une interprétation des variables
Ul. - Yy comme fonctions des variables xj. ..., xm :

f (xl, e ,Xm)
- @.n*"

{ t
Yoy = _[m,(xl.---.xm)

ot f=1f,.....f ) est unc application de U dans V.
On résume cette situation en disant que l'application f = yo f ox~! est l'expression
de I'application [ dans les systémes de coordonnées (x,,....xm), (4., tmr ).

Cer ouvert énmit noté S U au § 2.4 du chap. 1.

Le point de vue des € maths modermes * conduit i considérer « carte » et € systéme de coordonnées »
comme synonymes. Selon fe point de vee un peu plus fin exposé i la fin du chap.1 (Commentaire
linguistique), # systéme de coordonnées ¥ est une noton métamathématigue, tandis que « carte » est
la notion marhématique qui s’cn déduit « en faisant abstraction des variables ».

(fagon suggestive de dire que yo f =J:o X}

12 0n passe de (3.1)* a4 (3.1) en ré-interprétant les yi comme fonctions sur U, par les substitutions

yi=yiof.
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Effet d’'un changement de coordonnées
Soit_}‘_' =gofox ! I'expression de f dans d’autres cartes X,  (que pour simplifier

les notations nous supposerons définies dans les mémes ouverts respectifs que x et
y)- Alors on passe évidemment de f é_i par la formule de composition :

T~ -1 —1,—1

J=(goy Nofolxox™")
ou I'on reconnait dans les parenthéses les difféomorphismes de changement de carte
a la source et au but. Il en résulte que la propriété pour f d’avoir une expression f

différentiable de classe C" (dans les cartes x, y) ne dépend pas du choix des cartes.
Nous pouvons donc énoncer la définition suivante.

DEFINITION  Une application [ : S — S' est dite différentiable en un point ac S
(resp. différentiable de classe C" au voisinage de ae S) si son expression f = yofox™1
est différentiable en a (resp. différentiable de classe C" dans un voisinage U de a), ol :
= x est une (quelconque) carte locale de S définie dans un voisinage U de a ;
= y est une (quelconque) carte locale de S' définie dans un voisinage V de b = f(a).
Lapplication f est dite différentiable de classe C" si elle I'est au voisinage de tout
pointae S.

Laffirmation suivante résulte immédiatement de cette déhnition.

Principe de différentiabilité des applications composées

La composée de deux applications différentiables (de classe C*) est différentiable (de

classe C").
Remarque Considérons le cas particulier ot chacune des sous-variétés S resp. S' est
une sous-variété de codimension 0, c’est-a-dire un ouvert de R” resp. R . On peut alors
prendre comme carte x resp. y Uapplication identique de cet ouvert dans lui-méme, ce
qui montre que la notion d’application différentiable (de classe C") entre sous-variétés
coincide dans ce cas avec la notion, définie au § 1. d’application différentiable entre
ouverts d’espaces numériques.

Images réciproques des fonctions différentiables par une application différentiable

Ftant donné une sous-variété S, de classe €', I'ensemble des fonctions différen-
tiables de classe C" sur S est un anneau'®que I'on note C'(S). Etant donné une ap-
plication différentiable f : S - S' de classe C", et une fonction ¢ € C'(S"), la fonction
composée ¢ o f appartient a C'(S) ¢n vertu du principe de différentiabilité des applica-
tions composées. L'application de C"(S') dans C"(S) qui a ¢ associe ¢ o f est notée :

f*: (s - s
p = gof
La fonction f*(¢) = ¢ o f est appelée image réciproque de la fonction ¢ par l'ap-

plication f. 1l est immédiat de vérifier que I'application f* est un homomorphisme
d'anneaux. On I'appelle homomorphisme « image réciproque par f ».

Autrement dit les sommes et produits de fonctions de classe C' sur S sont des fonctions de classe
C" sur S. Pour le voir, on se raméne (i I'aide d’'une carte locale) au cas des fonctions sur un ouvert

Ude R™,
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Comme la différentiabilité est une propriété locale, tout ce qui précéde peut étre
ré-énoncé au voistnage d'un point a€ 5. b = fla)e § : étant donné une application
F:8a---— 8. b YMde classe £ au voisinage de a, on peut voir '"homomorphisme
« image réciproque par f » comme un homomorphisme f* : Cg, , — C§,, de Fanneau
des fonctions de classe C" sur § au voisinage de b dans I'anneau des fonctions de
classe &7 sur S au voisinage de a 1%,

3.2. Le langage des « catégories »

Par leur propriété générale de « stabilité par composition », les applications diffé-
rentiables de sous-variétés sont un exemple d'une structure trés fréquente en mathé-
matiques, la structure de catégorie.

Nous avons défini une classc d'objets (les sous-variétés)'®. Pour tout couple de
tels objets 5, S’ nous venons de définir un ensemble de_fléches f : & -+ §' entre ces
objets (les applications différentiables de S dans 5').

De plus, nous savons composer les fleches : notant 8. 8) I'ensemble des fleches
de S dans S, nous savons associer 2 tout couple de fleches e F(5,8), ge #S'. 5
une fleche go f ¢ F(5, 8"}

La loi de composition des fleches vérifie les axiomes d’associafivité :

holgofl=(hoeglof

et d’existence d'éléments neutres :
il existe dans chaque ensemble $(S, S} un élément priviligié nowé IIg, el que :

Osof=f |[resp.gollg=g]|

pour toute fleche f ayant S comme objet « but » [resp. toute fléche g ayant S comme
objet « source » |.

On résume ces propri€iés en disant que la classe d’objets considérée, avec les
ensembles de fléches entre ces objets, forme une catégorie.
Vous connaissez déja beaucoup d’exemples de catégorics : la catégorie des espaces
vectoriels (dont les objets sont les espaces vectoriels el les fleches les applications
linéaires) ; la catégorie des groupes (dont les objets sont les groupes et les flcches les
homomorphismces de groupes) ; la catégorie des espaces topologiques (dont les objets
sont les espaces topologiques ¢t les fléches les applications continues)...

Nous venons de définir la catégorie des sous-variétés de classe ¢, dont les
fleches sont les applications différentiables de dlasse €7 entre sous-variétés. Cette
catégorie contient une sous-catégorie remarquable, dont les objets sont les ouverts

1a notation -- - — indigque, comme au § 1.2, que "application considérée n'a besoin d'ére définie
quau voisinage du point considére.

De fagon précise, la notation Cg.a désigne I'ensemble des germes en a de fonctions de classe C7
sur S, cest-a-dire les fondions (de classe r) définies dars un woisinage de a gue Fon n'a pas jugé
utile de préctser : nous reviendrons de facon plus précise sur cette notion e € germe » au début du
chap. 5 (note de bas de page).

En réalité un objet de la catégorie des sous-varéiés est le couple formé par la sous-vanété ot son
espace ambiant. La notation abrégdée S sous-entend ici la donnée de Pespace ambiant.
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d’espaces numériques (sous-variétés de codimension 0), les fleches entre deux tels
objets étant les applications différentiables de classe C™ au sens du § 1.1. Nous avons
déja remarqué au § 3.1 qu'étant donné un couple d’objets (U, U') de cette sous-
catégorie, 'ensemble F(U, U') des fleches de U vers U’ au sens de la « grande » catégorie
(C’est-a-dire au sens du § 3.1) coincide avec I'ensemble des fleches de U vers U’ au
sens de la « petite » catégorie (c’est-a-dire au sens du § 1) : on dit que cette derniére
est une sous-catégorie pleine de la « grande » catégorie.

A la place du mot « fleche » (pourtant joli et imagé) on emploie plus couramment
le mot « morphisme », qui fait plus savant et permet des combinaisons avec d’autres
racines grecques.

Un morphisme f € H(S. S') est appelé isomorphisme s’il admet un « morphisme
inverse », C’est-a-dire sl existe une fleche ge HS', S) telle que go f= g, fog= Mg .
Exemples Les isomorphismes de la catégorie des espaces vectoriels, ou de la catégo-
rie des groupes, sont ce que tous les cours d’algebre enseignent sous ce nom.  Les
isomorphismes de la catégorie des espaces topologiques sont ce qu'on appelle en
topologic les homéomorphismes.

Les isomorphismes de la catégorie des sous-variétés différentiables (de classe C")

sont appelés difféomorphismes (de classe C").
Exemples de difféomorphismes : une carte locale de S n’est rien d’autre qu’un difféomor-
phisme x entre un ouvert U de S (le domaine de la carte) et un ouvert U de R™. Si
X : U — U est une autre carte ayant méme domaine de définition, le difféomorphisme
composé xox~1: U - U est ce qu'au § 3.0 nous avons appelé le difféomorphisme de
changement de carte.

3.3. Retour a I'espace ambiant

Plongement canonique et rétractions

Soit S une sous-variété de R", et soit U un ouvert de R" contenant S.
L'injection canonique i : S— U (encore appelée plongement canonique) est évidem-
ment un morphisme de sous-variétés.
On appelle rétraction (différentiable) de U sur S un morphisme r : U — S tel que
roi=1Ilg.

Lemme de rétraction (version globale) Pour toute sous-variété Sc R" il existe
un ouvert U contenant S et une rétractionr: U - S.
Voici une variante locale du lemme, plus facile 2 démontrer et se prétant donc mieux
a certaines généralisations (par exemple elle reste vraie dans la catégorie des variétés
analytiques complexes, ce qui n'est pas le cas de la version globale).

Lemme de rétraction (version locale) Pour tout point a d'une sous-variété
ScR" il existe un ouvert Ug de R™ contenant a et une rétraction r : Ug = S Ug.

Preuve
Dans la situation « redressée » ou S =R™ x {0} la projection :



17

18

19

60 Chapitre 2 : Applications différentiables et sous-variétés

répond évidemment 4 la question. Dans le cas général il suffira de poser r = p~omrop,

ou p est un difféomorphisme de redressement local de S (cf. § 2.0). O

Probleme En uiilisant la question 3 du probléeme de I'étude 1, démontrez la version
globale du lemme de rétraction lorsque S est une hypersurface (idée : définir r(x)
comme le « pied de la normale a S issue du point x »). Généralisez en codimension
quelconque.

Extensions ambiantes d'applications différentiables

Etant donné une sous-variété S de R", et une sous-variété S’ de R™, considérons

un diagramme commutatif :

S —;r-} s

re P (3-2)

I

u — U
ou i est le plongement canonique de S dans un ouvert U de R" ;
et i’ est le plongement canonique de S' dans un ouvert U’ de R™ .
On résumera cette situation en disant que ’application f est une extension ambiante
de f, ou que f est la restriction de f. La donnée de f détermine f sans ambiguité,
c’est pourquoi nous disons la restriction. Par contre une application f donnée peut
avoir beaucoup d’extensions différentes.

PROPOSITION
Pour qu'une application f : S —+ S' soit différentiable, il faut et il suffit qu'elle admette
une extension ambiante différentiable.

Preuve

Il suffit Quitte 2 remplacer U’ par un ouvert plus pctit'?on peut supposer qu’il
existe une rétraction r’ : U' - S'. Alors f = (Foi')of = I’ o(i’ of) = P o f oi, qui est bien
une application différentiable puisque composée d’applications différentiables!®.
Il faut Cette fois on se donne f, et il s’agit de construire | (les ouverts U, U’
n’étant pas non plus prédéterminés). On pourra par exemple choisir une rétraction
r:U—S,etposerf=iofor 19, O

Cas particulier des fonctions Dans le cas particulier S' = U' = R nous venons de démon-
trer qu'une fonction sur S est différentiable si et seulement si elle est la restriction d’une
Jonction différentiable définie dans un ouvert U de I'espace ambiant. La version locale
de ce résultat a déja été démontrée au chap. 1 (§ 2.5, lemme de testriction). Il est

Pour tout ouvert V de R” contenant S’ on obtient un diagramme analogue 2 (3.2) en remplagant
U' par U' AV et U par U~ f (V).

On pourrait éviter le recours au lemme de rétraction global en remarquant que la propriété i
démontrer (différentiabilité de f) est une propriété locale.

Remarquez que l'mcnsionf ainsi construite a une propriété trés particuliére : son image est incluse
dans S'. Notre construction est done loin de donner toutes les extensions possibles !
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intéressant d’en relire la preuve, pour y reconnaitre une version déguisée de la preuve
ci-dessus : ou était cachée la rétraction r ?

Cas des difféomorphismes
Frant donné un difféomorphisme f de sous-variétés, il n’est pas si facile (ni toujours
possible) d’en construire une « extension ambiante » f qui soit un difféomorphisme

(si I'on applique la construction ci-dessus 2 f puis a f~, les applications f et (f~1)
obtenues ne sont pas inverses I'une de I'autre !). Néanmoins on a le résultat local
suivant.

PROPOSITION
Etant donné deux sous-variétés S et S', dont les espaces ambiants ont méme di-
mension, et un point a € S, tout difféfomorphisme f entre S et S' peut s’étendre
localement en un difféomorphisme local f des espaces ambiants, faisant commuter
le diagramme :
S.a ib S.b

e (3.3)

I

vua ---= U.b

Preuve
En faisant des « redressements locaux » 2 la source et au but on se raméne 4 une
situation facile (les détails sont laissés au lecteur). O

4. Le « foncteur tangent »
4.1. Applications tangentes

Relisons la définition de la différentielle d’'une application (§ 1.1), en I'interprétant
géomérriquement dans I'esprit du chap. 1 (§ 2). Dans les formules (1.1Y, les variables
dx,....dxn sont interprétées comme coordonnées d'un vecteur tangent @ € ToR"
(« vecteur lié » d’origine a), et les variables dy..... dyp comme coordonnées d'un
vecteur tangent U € TyRP (ou b = f(a)), image de o par I'application linéaire Dfy.
Ainsi interprétée, cette application linéaire est rebaptisée application tangente a f
en q, et notée

Taf : TaR" = T,RP

Considérant @ comme vecteur vitesse d’un point mobile A : R,0--- =+ R", a on voit,
grice au principe de composition des différentielles (§ 1.2), que le vecteur V= Taf(R)
n’est autre que le vecteur vitesse du point mobile f o\ : R,0--- = RP, b, image du point
mobile \ par U'application f.

Cette fagon de ré-interpréter la différenticlle a I'avantage de « bien passer aux sous-
variétés ». On a vu i la fin du § 3.3 que tout morphisme de sous-variétés f : S &
peut étre considéré localement au voisinage de tout point (et méme globalement,
mais peu importe) comme la restriction d’une application différentiable des espaces
ambiants.
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Considérons donc une telle application différentiable :

f:R" a---2RP.b (b=fla)

envoyant S dans S’ et faisant commuter le diagramme :

Sa--- —» S.b
m . M
" I
R"a--- —— RP, b
PROPOSITION-DEFINITION

L'application linéaire tangente Tof : ToR"™ — TpRP définit par restriction une
application linéaire de 7,S dans T;,S' qui ne dépend quede f : S,a---— S',b. On
la note :

Taf : TaS = TpS

et on I'appelle application linéaire tangente @ f en a.

Preuve

(cf. fig.5) Comme on I'avu au chap. 1 (§ 2.3), tout vecteur U € TaS est le vecteur
vitesse d'un point mobile A : R,0--- - R", a tel que I'image de A soit dans S ; il est
alors clair que I’application f o X a son image dans S/, et ne dépend de f que via sa
restriction f a S. O

R" RP

/'i\ s

Figure 5. Application tangente.

Composition des applications tangentes
Soientf : S,a---—+ S, betg : S,b--- » S, c deux morphismes de sous-variétés
pointées. Alors Ta(go f) = Tpg e Taf.

Nous savons donc maintenant associer 4 toute sous-variété pointée un espace
vectoriel (son espace tangent) et a2 tout morphisme de variétés pointées un homomor-
phisme d’espaces vectoriels (I'application linéaire tangente), d’une fagon qui préserve
la composition. Une telle correspondance est ce qu’on appelle un foncteur (de la ca-
tégorie des sous-variétés pointées dans la catégorie des espaces vectoriels).
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4.2. Le langage des « foncteurs »

Considérons deux catégories € et ¢’, appelées respectivement catégorie « source »
et catégorie « but ».

Un _foncteur covariant T de ¢ dans ‘¢’ est une correspondance qui :
i) 2 tout objet S de ‘6 associe un objet TS de €’ ;
ii) 2 toute fleche f e F¢(S. S') associe une fleche Tf € F (TS, TS).

De plus, cette correspondance doit vérifier les axiomes suivants :

(0) ﬁ“5)= ll'j’s
(i) T(gof)=TgoTf

Un_foncteur contravariant de € dans €’ est défini par des axiomes similaires :
i) inchangé ;
ii)* A toute fleche [ e F(S. S") est associée une fleche Tf € Fe (TS, TS) (la fleche image
«va dans I'autre sens » !).
(0) inchangé;
(i)« T(gof)=TfoTg.

Exemple de foncteur contravariant ¢ = catégorie des sous-variétés ; ¢’ = catégorie
des anneaux (avec comme morphismes les homomorphismes d’anneaux).

A toute sous-variété S associons I'anneau C*(S) des fonctions différentiables sur S
(cf. §3.1).
A tout morphisme [ : S— S’ associons I'homomorphisme d’anneaux :

[0S - C™(S)
¢ — f'o=¢of (cf§3.1).%

Il est immédiat de vérifier que la correspondance ainsi définie est un foncteur
contravariant de la catégorie des sous-variétés dans la catégorie des anneaux.
Remarque Il résulte immediatement des axiomes que tout foncteur (covariant ou
contravariant) transforme les isomorphismes de € en isomorphismes de €'.

Exemples Un difféomorphisme de sous-variétés pointées induit un isomorphisme
des espaces vectoriels tangents ; un difféomorphisme de sous-vari€étés induit un
isomorphisme de leurs anneaux de fonctions différentiables.

Commentaire

Inspirée par le souci de clarifier et mettre en ordre les idées, I'invocation de
grandes notions générales comporte un double danger : chez certains étudiants que
rebute I'abstraction elle peut inspirer de effroi ; chez drautres elle peut encourager
une tendance malsaine 4 se gargariser de grands mots. J'aimerais que la référence
fréquence aux « catégories » et « foncteurs » dans ce cours ne suscite ni I'une ni
I'autre réaction, mais soit comprise comme une incitation a se libérer I'esprit : le
calcul différentiel sur les variétés est un sujet si riche qu'il est facile de s’y perdre,
et chaque fois qu'un raisonnement invoquera la « fonctorialité » de telle ou telle
correspondance, le lecteur saura qu'il peut oublier les aspects trop fins du sujet
(comme ceux qui sont liés au théoréme des fonctions implicites).

2 Nous avons déja utilis¢ le symbole := comme une instruction de substitution (substituer I'expression
€crite a droite a la variable écrite 4 gauche). Mais on I'utilise aussi (c’cst le cas ici) pour une définition
(ici la définition de f*).
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4.3. Représentation des vecteurs tangents
et des applications tangentes dans des cartes

Par raison de fonctorialité, toute carte locale x: S.a--- &+ R™, a d'une sous-variété
& i m dimensions induit un isomorphisme d'espaces vectoriels -

Tax: TQS:} TglRm = Rm

qui 2 chaque vecteur tangent T € ToS associe un m-uplet de nombres
(o (D). .... (), les coordonnées du vecteur 7 dans la carte x.

Soit ¥ : S,a--- = R™, & une autre carte locale au voisinage du méme point a. En
appliquant le foncteur tangent au diagramme commutatif

S5.a

x -- .. —~—
/ Xox 1 \x.
R"a -~~~ — R™

12}

on voit que les coordonnées d'un vecteur tangent dans la carte % se déduisent de ses
coordonnées dans la carte x par 'application linéaire tangente Tg(% o x ') :

3k -1
da=3 L:;—)‘(gmg
1

Dans le langage du chap. 1, on peut traduire cette formule en disant que dx; se
déduit de (dxy, . . ., dxn) en différentiant Uexpression de 3 comme fonction des variables

Xler-wsXm.

Considérons maintenant un morphisme J : S, a--- = 8, bde sous-variétés pointées
de dimensions respectives m et m', et soit x (tesp. ) une carte locale de S au voisi-
nage de a (resp. une carte locale de & au voisinage de b). Notant, comme au § 3.1,

J:R™ a-.- - R™, b l'expression de f dans les cartes x, y, considérons le diagramme

commueatif :

Sa -3 S.b

nlx Mly
f '

R™a ---3 R™.b

En lui appliquant le foncteur tangent on ¢n déduit un diagramme commuitatif :

T
i Tax 1l Tpy
Daf

R™ 5 R™



Le « foncteur tangent » 65

Lapplication linéaire Dgf donne les coordonnées dy.....dyn du vecteur Taf(?)
(dans la carte y) en fonction des coordonnées dx, ..., dxm du vecteur @ (dans la carte
x). Son expression s’obtient tout simplement en différentiant au point a I'expression
(3.1)* des variables y;. ..., ymv comme fonctions des variables x;, ..., xn.

4.4. Applications différentiables de rang maximal
ou : le retour du « théoréme des fonctions implicites »

Transposé aux sous-variétés, le théoréme d’inversion locale s'énonce ainsi :

Théoréme Soit f : S,a--- — S'.b un morphisme de sous-variétés pointées dont
I'application tangente Tqf est un isomorphisme. Alors f est un difféomorphisme
local en s (difféeomorphisme entre un voisinage de a dans S et un voisinage de b
dans S').

Preuve
En composant f 2 la source et au but avec une carte d'un voisinage de a [resp. de
b], on est ramené au théoreme d’inversion locale usuel dans R™. O

Pour S = R™ ce théoréme fournit une caractérisation « différentielle » des cartes
locales (ou systémes de coordonnées locales) d'une sous-variété.

Caractérisation différentielle des systemes de coordonnées locales

Sur une sous-variété S de dimension m, un m-uplet (x, ..., xnm) de fonctions numé-
riques x; : S,a--- =+ R définit un systeme de coordonnées locales au voisinage de
a si (et seulement si) les différentielles dx..... dxm au point a sont linéairement
indépendantes.

Corollaire Tout m'-uplet de fonctions différentiables sur S, dont les différentielles’
en a sont linéairement indépendantes, peut étre complété en un systéme de coordon-
nées locales sur S au voisinage de a.

Preuve

1l suffit d'appliquer le théoréme de la base incompléte a I'espace vectoriel des
fonctions linéaires sur TgS, et de remarquer que toute fonction linéaire sur Ta'S est
de la forme d¢a avec g € Cg 4. (]

Considérons maintenant le cas ou les variétés source et but sont de dimensions
différentes : dimS=m, dimS' = m'.

Un morphisme f : S,a--- =+ S, b est appelé submersion [resp. immersion] si son
application linéaire tangente est surjective [resp. injectivel].
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PROPOSITION

S est une submersion [resp. une immersion] si et seulement si son expression
dans des coordonnées locales convenables xy .-, xn de S, yy .- - -, Y de S' 8’écrit :
i) (submersion : m 2 m’ = rang Tgf) :

{y1=x1
Y = X

i) (immersion : rang Taf =m=<m') :

n = n
Yn = Xm
Yl = O
Yw = 0.

Preuve

On pourrait 12 encore se ramener, par composition avec des cartes locales a la
source et au but, aux cas déja étudiés au § 1.4. Mais pour s’habituer au langage des
coordonnées locales, il est intéressant de récrire la démonstration.

i) Cas des submersions Soit y; ,---, ym un systeme de coordonnées locales sur
S' au voisinage de b. Posons x; = y; o f,+-+, Xy = ygr o f- Puisque I'application
Taf est de rang m’, les formes linéaires dxq .- --.dxwq sont linéairement indé-
pendantes. On peut donc compléter (x; ,-- -, %) €n un systéme de coordonnées
locales (x; .- - -, xm) de S au voisinage de aq, et dans les cartes x, y ainsi construites
I'application f a évidemment la forme indiquée.

i) Cas des immersions Soit yj .- - - .y Un systéme de coordonnées locales sur S'
au voisinage de b. Puisque I'application tangente est de rang m, on peut extraire
du m'-uplet de formes linéaires d(y; © fla,--+.d(ym o fla m formes linéairement
indépendantes et pas davantage. Quitte a permuter les y;, on peut supposer que
ce sont les m premiéres. Les fonctions xj = yy of, - - -, xim = ym of définissent alors un
systeme de coordonnées locales sur S, et I'expression de f dans ces coordonnées
s'écrit :

y1 = x1
Ym = Xm
Unsl = h(xg.---,xm)
Ym? = hyy —m (.- -- . xm),

ott h= (hy,---, hpy_m) est une application différentiable.

Pour que l'expression de f prenne la forme voulue il ne reste plus qu'a
« redresser » le graphe de h par le changement de coordonnées évident :
Y1 =410t Um = Yo Ymael 2= Ymer — l0a Lo xm), -
Ym' =Ym' — by —m(xq .- - -, xm) O
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5. Transversalité

La notion de « transversalité » fournit une interprétation géométrique, en termes
d’espaces tangents, des diverses variantes et conséquences du théoréme des fonctions
implicites.

5.0. Transversalité de deux sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Rappelons que, pour tout couple de
sous-espaces vectoriels Fet F'de E,ona :

dim(F+ F')=dimF +dimF’ —dimF A F'

DEFINITION F et F' sont dits transverses dans E (notation abrégée : FAF') si
F+ FJ =E.
Drapres I'égalité rappelée ci-dessus, cette propriété équivaut a la suivante :

codimgF N F' = codimgF + codimgF’

Vérification pratique de la transversalité
Si F [resp. F'] est donné dans E par un systéme d’équations linéaires en nombre égal
a sa codimension (donc lin€éairement indépendantes) :

F : & = - = &g =0 (g = codimF)

F f"l = .- = f’qf = 0 (¢’ = codimF’)

la transversalité de F et F' équivaut 1 :
i) l'indépendance lin€aire de €, ,---.€q. €, .---. €, ;0ua
i) I'indépendance linéaire de ¢, | F',---,£q| F'.

5.1. Transversalité de deux sous-variétés de R"
Deux sous-variétés S, S' de R" sont dites transverses en ae SNS' (notation abrégée :
SApn oS) si TaS et TaS' sont transverses dans ToR".

Elles sont dites transverses (en abrégé : SpnS') si elles sont transverses en tout
pointae SNS.
Remarque Si codimS + codimS' > n (exemple : deux courbes de R%),

SHpnS < SNnS' =0.

PROPOSITION
Lintersection de deux sous-variétés transverses est une sous-variété, dont la codi-
mension est la somme des codimensions ; plus précisément :

en un point a ou S et S’ sont lisses et transverses, SN S’ est lisse, et

TSN S) = TaSNTaS' .
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Preuve
Définir S et ' par des équations locales, et appliquer le lemme ci-apres (critére i).
O

Lemme (vérification pratique de la transversalité Si S [resp. S'] est donnée
dans R" au voisinage de a par un systtme d’équations locales sy .-, sq [resp.
8} .-+, Sg], la transversalité de Set S' en a équivaut a :

i) lindépendance linéaire de ds, .---.dsq.ds) .---.dsy ,ena; ou 2

i) 'indépendance linéaire de ds; | TaS', - - - . dsq| TaS -

5.2. Transversalité d'une application a une sous-variété

Soit g : U — R" une application différentiable définie sur un ouvert U de R™, et
soit S une sous-variété de R". On dit que g est transverse a S en a (en abrégé : gif ¢S)
si I'image de Dgq est transverse en b= gla) a T,S.

On dit que g est transverse a S si elle I'est en tout point ae U.

Remarque Si gest une immersion localeen a, gt aS <= Imgafign 1S, ol gq désigne
la restriction de g 2 un voisinage de a choisi assez petit pour que I'image de gq soit
une sous-variété (cf. § 2.2).

Dans le cas général on a la proposition suivante.

PROPOSITION
gesttransverse [en a] 2 S si et seulement si son graphe (g)c U x R" est transverse
[enaxblaUxS.

Preuve
En posant u = Dgq on est ramené 2 démontrer le lemme d’algébre linéaire ci-aprés.
O

Lemme Soit u : E; & E; une application linéaire d'espaces vectoriels de dimen-
sions finies, et soit F un sous-espace vectoriel de E; . Alors :

ImufgF <= (WBEgxEE XF

ot (u) désigne le graphe de u.

Preuve du lemme

Si F est défini dans E; par I'annulation du systéme de formes linéaires £ = (€1 ,- - -, €q)
(g = codimF), E; x F est défini dans E; x E; par I'annulation du systéme € o pry,
ol pry : Ej x E3 = E; est la deuxiéme projection. En appliquant le critére de
transversalité du paragraphe 4.0 ii), on a donc d’une part :

Imuf g, F <= €| Imu est surjectif
et d'autre part :

(WA g x5,E1 X F <= €oprp|(u) surjectif
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Ces deux conditions sont manifestement équivalentes puisque Imu = pr((w)). O

Corollaire ghS = g (S) est une sous-variété de U, de codimension égale &
celle de S.

En effet, g~ 1(S) est définie au voisinage de ae U par le systéme d’équations locales
s0g,0U s=(s1,---,5q) est un systéme d’équations locales de Sen b= g(a) ; que sog
soit une submersion résulte de la preuve du lemme ci-dessus, avec € = ds.

EXERCICES

EXERCICE 1.—- « Parapluie de Withney », ou « surface cuspidale ».

a) C’est la surface x* — 1%z = 0 de R®. La dessiner avec soin (sections par z = Cte,
ou y = Cte, ou z = ay...). Montrer gqu’en dehors de I'axe des z elle est lisse, de
codimension 1. Y a-t-il des points de cet axe ou elle est visiblement lisse ?
Montrer qu’au voisinage d'un point (0,0, zy), zg > 0, un difféomorphisme local
convenable la transforme en deux plans : 32 — 2 = 0.

b) En quels points I’application (u. v)+~ (uv. v, u?) est-elle une immersion de R? dans
R? ? Déterminer son image, et comparer avec a).

EXERCICE 2.— En utilisant comme ingrédient de base le paramétrage usuel du

cercle trigonométrique par I'angle, construire une application simple de R? dans R®

ayant pour image :

a) un cylindre de révolution : I'application est-elle une immersion ? Est-elle injec-
tive ? Son image est-elle lisse ?

b) une surface de révolution obtenue ¢n faisant tourner un cercle autour d’'un axe
coplanaire au cercle.
i) Dessiner cette surface, en distinguant différents cas selon la position relative
de I'axe et du cercle. Dans chacun des cas, dire en quels points 'application est
une immersion.
ii) Cette surface est-elle une sous-variété ? Chercher d’abord a deviner la réponse
sur le dessin. Aux points ol vous pensez que la surface est lisse, le démontrer
par une des méthodes du cours ; aux points ol vous pensez qu’elle ne I'est pas,
débrouillez-vous...

EXERCICE 3.—-
a) Le paramétrage du cercle par I'angle :

0+ (x=cos0,y=sin0)

permet de repérer la position d’un point du cercle par une « coordonnée
angulaire ». Préciser ce dont il s’agit, de fagcon a obtenir des cartes du cercle.
Existe-t-il une carte ayant comme domaine tout le cercle ?

b) Définir de fagon analogue des cartes du cylindre (cf. exercice 2)a)), puis du tore
(surface de I'exercice 2)b)), dans le cas ou I'axe de révolution ne rencontre pas
le cercle).
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¢) Pour repérer une position sur la sphére terrestre, les géographes utilisent les
coordonnées « latitude et longitude ». Expliquer comment elles sont définies, et
comment on obtient ainsi des cartes de la sphére (on pourra encore se référer 4
I'exercice 2)b), cas o0 I'axe de révolution est un diamétre du cercle).

e/

Figure 6.

d) Montrer que la projection stéréographique (cf. Fig. 6) définit une carte de la
sphere 52 dont on précisera le domaine.

Théme d'étude suggéré Se documenter sur les différents systeémes de représenta-

tion de la sphére terrestre utilisés par les géographes (projection de Mercator, de

Lambert, etc.) et montrer qu’il s’agit bien de cantes au sens du paragraphe 3.0.

REFFRENCF, Marcel Berger, Géométrie, (Cedic-Nathan, 1977).

EXERCICE 4.~ Une application dont le graphe est lisse est-clle toujours différen-
tiable ? Réfléchissez au contre-cxemple de la fig. 7, et proposez un énoncé modifié
faisant intervenir la position de I'espace tangent.

y y=x3

L)

Figure 7.

EXERCICE 5.— Soitf : {R".0)--- - (R",0) une application différentiable. A quelle
condition sur I'application linéaire tangente Dfj le graphe de f sera-t-il transverse en
0 au graphe de I'application identigue ?

EXERCICE 6.— Soit F : (R".a) --- — RP une submersion, et soit Sc R™ un sous-
ensembile lisse en a.

Montrer que f = F| S est une submersion [resp. une immersion] si et seulement si
Ker DFq est transverse A TS [resp. Ker DFp N TS = 0], (N.B. On trouvera des exemples
de ces situations dans les figures de 'éude 2.)

EXERCICE 7.~ Applications idempotentes et rétractions différentiables. Soit U un
ouvert de R", et soit u : U — U une application différentiable idempotente, ¢'est-a-
dire telle que uou=wu.
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On se propose de démontrer gqu’alors u se factorise en :
u: U—shu

o0 S est une sous-variété fermée de U, is est I'inclusion cancnique, et r est une
rétraction, c’est-a-dire une application telle que r|S= lg.

0) Montrer que le résuleat annoncé se raméne 4 l'affirmation suivante : I'ensemble
des points fixes de u est une sous-variété Sc U. Tout le probleme est donc local au
voisinage d’un point fixe ae U.

i} Enoncer et démontrer le résultat analogue pour un endomorphisme linéaire d'un
espace vectoriel.

ii) Que peut-on dire quand Du; est de rang maximal (n) ?

iii} On suppose que rgDug = m < n, et l'on pose p = n — m. On se raméne (com-

ment ?) au cas of Dug = Tx 0 : BR™ x RP :\', et Fon pose u = f x g, Cest-a-dire

uxy) = (flx ). glxy) € R™ x RP (x = (x1.---. xm), y = (y1.---. yp)). Montrer que le
systeme d'équations y = glx, i) définit localement une sous-variéré % de dimension m,
tangente en a i {y =0}.

iv) En se ramenant (comment ?) au cas ou 3 est définie par les égquations y = 0,
montrer que (3}, et en déduire le résultar annoncé en appliquant ii} a application
idempotente us ainsi définie de ¥, dans elle-méme.

ETUDE 2
Contours apparents des surfaces

Pour dessiner sur une feuille de papier une courbe ou une surface Sde l'espace a
trois dimensions, il faut choisir une direction de projection (de 'espace sur le plan de
la feuille). 8i S est une courbe, la restriction 4 S de la projection est « en général » une
immersion, sauf en certains points (en général isolés). Si Sest une surface, la restriction
4 5 de la projection est en général un difftomorphisme local, sauf aux points dits
critiques ?! ol 'espace tangent 3 S ne se projette pas isomorphiquement sur la
feuille de papier ; ces points forment en général une courbe de S, la courbe critigue,
dont I'image sur la feuille de papier est le contour apparent de 5.

Les schémas de la figure 8 montrent les contours apparents de quelques sucfaces
simples, pour diverses directions de projection. On remanquera, sur le schéma du
tore « vu de biais », que le contour apparcnt ne coincide pas exactement avec le bord
de la projection de S, mais « déborde un peu » a l'intérieur de cete projection :
vous essaiercz d’expliquer pourquoi, et de définir ce gui distingue les parties en traits
pleins des parties en tirets du contour apparent.

De fagon générale, un point eritique d’une application différentiable est un point de I'espace source
ol I'application tangente n'est pas surjective. Dans le cas particulier des fonctions numériques on

retrouve la notion introduite dans ’étude 1.
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i) Sphére ii} Tore (pneu) ii) Tore
wu de face vu de profil

ii) Tore vu de biais

Figure 8.

Une variante intéressante, tout aussi utile pratiquement, est le probleme de la
représentation graphique de la paire constituée par une surface et une courbe de
cente surface. Les figures 9 et 10 en montrent quelyues exemples sur lesguels vous

pouvez réfléchir, /—\

Sphére et son équateur, Les mémes,

vus de face wvus de biais
Figure 9.

rd

Figure 10. Cylindre avec spirale (ressort d'amortisseur de molto), pour différentes directions
de projection ; pouvez-vous caractériser le choix de direction qui a conduit au schéma du
milieu ?
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EXERCICES SUR LE THEME D’ETUDE 2

EXERCICE 1.— La « fronce ». On considére dans R la surface -
S={xpqe R3|x3+px+q=0}

a) Montrer ¢ue S est une sous-varicté, et déterminer son plan tangent en 0. Le
couple (p, q) est-il un systeme de coordonnées locales de S au voisinage de 0 ? Et
le couple (x, p} ? Et{x,q) ?

b) Calculer I'ensemble critigue C de I'application :

(p|S.q|S) : s R?

Montrer que Cest une courbe lisse passant par I'origine, et déterminer sa tangente

a l'origine,

La variable x est-elle une coordonnée locale de € au voisinage de 0? Et p? Et g ?
c} Dessiner le lieu des z¢ros, dans R2, du « discriminant » AMp,.q) = 4 + 2'i’q2 (en-

semble des valeurs de (p, g) pour lesquels le polyndme du troisieme degré a une

racine multiple). Quel lien y a-t-il entre ce lieu et la courbe C?

EXERCICE 2 - On se propose de aalculer, pour diverses directions de projection,
I'ensembile critique de la projection d'un tore sur un plan. Les coordonnées (x, y, z) de
R® sont choisies de fagon que I'axe des z soit 'axe de révolution du tore. Pour e € R,
on note 7, la restriction au tore de la projection (x, y, z)»— (x, z — ey).
a) En utilisant Ia représentation paramétricue du tore donnée par 'exercice 2 de ce
chapitre, déterminer I'ensemble critique C. de m..
Vérifier que pour e = 0 c'est une union de guatre cercles, et démontrer que pour
=0 C'est une courbe lisse qui a deux composantes coNnNexes.
Confronter les résultats du calcul avee les figures du début du théme d'émde.
b} En définissant le tore par une équation s(x.y, z) = 0 (4 déterminer), essayer de
retrouver les résultats précédents (le cas £+ 0 est réservé aux courageux !).

EXERCICE 3.— Soit S une surface de révolution de R®, d'¢équation 2 + 12 = ¢(2)

('axe Oz érant I'axe « vertical »).

a) Donner des hypothéses simples €t générales sur la fonction g, garantissant que
S soit une sous-variété. Calculer, sous ces hypothéses, Pensemble critique Gy de
I'application :

m S - R?
x.y2) — (y2

(projection orthogonale de S sur un plan vertical).
Montrer que Gy est une courbe lisse.
b) Préciser les hypothéses sur g pour que la surface lisse S soit compacte et connexe
{cf. par exemple Fig. 11).
Sous ces hypothéses, on déforme la projection précédente en prenant comme
direction de projection la direction (1, 0, €} (au lieu de (1, 0, 0)). Montrer que pour
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tout £ assez petit 'ensemble critique G, de cette projection g reste une courbe
lisse, voisine de la précédente.
La hgure 11 représente la surface d'un ceul, éclairée par une source lumineuse
située i linfini dans une direction presque horizontale {paralléle au plan de la
feuille). Expliquer comment les considérations précédentes permettent de traiter
cette sitvation (falcultatif : proposer un exemple explicite de fonction g telle gque
S ressemble vraiment a I'ceuf de la figure).

Indiguer comment on calcule la courbe C séparant la zone éclairée de la
zone d’ombre, et donner une construction géométrique simple permettant de
4 placer » les points A, A, B sur le dessin.

Considérant la igure comme une photographie « de profil » de I'ceuf éclairé,
dessiner 4 ¢oté d’elle sa photographie « de face », c’est-a-dire aprés une rotation

de ; de I'appareil de prise de vue autour de I'axe de P'azuf.
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Champs de vecteurs

Un champ de vecteurs v (de classe £°°) sur un ouvert U de B" est une cor-
respondance qui a tout a € U associe un vecteur' vla) € ToR" dont les compc'sanlales2
mla),- . va{a) sont fonctions ¢ de a.

Tous les champs de vecteurs seront désormais supposés £,

1. Intégration d'un champ de vecteurs
et dérivation le long d'un champ de vecteurs

1.1. Courbes intégrales
Une courbe intégrale du champ de vecteurs v est une application différentiable
A : I = U, définie sur un intervalle ouvert I de R, telle que :

v d =
te L — A0 =v(r (1)

Trouver une courbe intégrale d'un champ de vecteurs v, c'est donc résoudre un

systtme de r équations différenticlles a n inconnues Ay, -+, An :
d
M = v (A (0. An(0))
. - 6
@ = un( M@, M)

Paprés le théoreme d’existence locale et d'unicité des solutions d’équations diffé-
rentielles, la donnée d'une « condition initiale » M0) = ay détermine une telle solution

! Nous omettons désormais les fleches sur les vecteurs tangents, en écrivant » au lieu de .

2 Dans R", il est courant d'appeler € composantes » d'un vecteur ses coordonnées dans la base cano-
nique. De fagon générale, 1a notion de € compnsantes # d’un vecteur est relative 3 une décompositiort
(de I'espace vectotiel considéré) en somme directe {de sous-cspaces vectoriels) - en Pocourrence
R" = R®--- D R. La notion de ¢ coordonnées # (d’'un point ou d’un vecteur) est relative 3 un
repére ou 3 une base (de 'espace affine ou vectoriel considéré).
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sans ambiguité (localement, c’est-a-dire pour t assez voisin de 0). De plus cette solution
dépend différentiablement de la condition initiale.

Autrement dit, I'intégration du systéme différentiel (1) définit, localement au voi-
sinage de t =0, a = gy € U, une application différentiable :

¢ : RxUOxaqy--- —» U
ta — ¢t a) = halt).

Cette application est appelée flot local du champ de vecteurs v en qgp. Intuitive-
ment, si I’'on pense a v comme au champ de vitesses d’un fluide remplissant U, ¢(t, a)
nous donne la position au bout d’'un temps ¢t d’'une particule de fluide initialement
observée 2 la position a.

Trajectoires intégrales et portrait de phase Pour représenter graphiquement I’allure des
courbes intégrales d'un champ de vecteurs (par exemple dans R?), on en dessine
quelques « trajectoires intégrales » (images dans R? des courbes intégrales), en
indiquant par une fleche le sens de parcours de chaque trajectoire (cf. par exemple
Fig. 5 de 'interméde ci-apres). La collection de toutes les trajectoires intégrales ainsi
orientées s’appelle le portrait de phase du champ de vecteurs.

1.2. Intégrales premiéres

On appelle intégrale premiére (ou constante du mouvement) d'un champ de
vecteurs une fonction f sur le domaine de définition U de ce champ, qui reste constante
le long de toute courbe intégrale.

PROPOSITION
Pour que f soit une intégrale premiére du champ de vecteurs v, il faut et il suffic
que sa dérivée directionnelle le long de v soit identiquement nulle :

dfic(v(x)) =0 pour tout xe U

Preuve

Il suffit d’appliquer 2 f( A (1)), ot A est une courbe intégrale, le résultat selon lequel
une fonction d’une variable t est constante sur un intervalle si et seulement si sa
dérivée est identiquement nulle. O

Exemple Les équations de la mécanique de Newton pour un point matériel (disons,
de R3) dans un potentiel V peuvent s’écrire dans R® xR? comme un systéme différentiel
du premier ordre :

=P

—grad V(q) := — (3, Vi 3g, V. 35 V)

Bl& &IE
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Les solutions 1+ (p(t), q(t)) € B® x R? sont donc les courbes intégrales du champ de
vecteurs v de &3 x R? dont les composantes respectives selon I'espace des p et I'espace
des g s’écrivent :

{ vp = -—gradVig
Uy P

2
On vérifiera que la « fonction de Hamilton » B = % + V(g) en est une intégrale
premiére : ¢'est le théoréme de conservation de 'énergie, la valeur constante de H

s'interprétant comme 'énergie du point matériel (on a normalisé 4 1 la masse, de
2

sorte que % est I'énergie cinétigue).

Plus généralement, ¢tant donnée une fonction H de 2n variables pe R™. ge R™, on
appelle systéme hamiltonien, de fonction de Hamilton H, le systeme différentiel
du premier ordre :

Y - .9
dp {« équations de Hamilton » )
dar = - E!q H(p. ¢

On vérifie immédiatement que la fonction H est une intégrale premitre
de ce systéme, c'est-i-dire une ingégrale premitre du champ de vecteurs

(vp = — 3q H, vg = 3pH).

1.3. Les champs de vecteurs vus comme dérivations

La dérivée directionnelle d'une fonction f le long d'un vecteur u(x) e TxR" est
un nombre. En faisant varier le point x dans U (domaine de définition du champ de
vecteurs v) on obtient une fonction, gue I'on notera pour abréger uf, et gu’on appellera
dérivée directionnelle de [ le long du champ de vecteurs v

uf(x) = dfx (U(x))

Si f et v sont de classe C°° sur U, il en sera de méme de uf. La correspondance
£~ uf est ainsi un endomorphisme linéaire :

v C) = €D
de I'algébre des fonctions €™ sur U. On vérifie immédiatement gque cet endomor-

phisme est une dértvation de I'algebre C* (1), c’est-a-dire qu’il a les mémes propriéiés
algébrigues ¢ue la dérivation usuelle

{ v{fg) (f)g + flug),

va = 0 siaestune fonction constante.

Remarquons que le champ de vecteurs v est déterminé sans ambiguité par la
dérivation gu’il déhnit : en effet, sa i-eme composante v; n'est autre que la fonction
vy , obtenue en faisant agir la dérivation v sur la i-eme fonction coordonnée canonique
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de R". Il n’y a donc aucun inconvénient a désigner par la méme lettre v un champ de
vecteurs et la dérivation qu’il définit.

Exemple Le champ de vecteurs constant, de composantes (0,---,1,0,---,0) (avec 1
en i-eme position) peut étre identifié 2 la dérivation 9; (i-¢me dérivée partielle) ; c’est
donc par la notation 9; qu’il est en général désigné (cette notation a I’avantage d’étre
canonique, alors que les notations pour le i-¢me vecteur de base de R™ varient d’un
ouvrage a lI'autre ).

Remarque Avec les notations ci-dessus, la propriété pour une fonction f d’étre une
intégrale premiére d’'un champ de vecteurs v s’écrit simplement vf = 0 (Prop. 1.2).
Ainsi, par exemple, dans R? Ia relation évidente (x1 99 —x901) (xl2 + 3'22) = 0 peut s’inter-
préter en disant que xfuné" est une intégrale premiére du champ de vecteurs x; 33 —xp8;
(dessiner ce champ ).

EXERCICE-TEST En s’inspirant de la remarque précédente, construire sur

n
R2" = R2 x -.- x R% un champ de vecteurs ne s’annulant qu’a l'origine et ayant Zx?
i=1
comme intégrale premié¢re.
Interprétation physique Ennotant (p;.q;.---.pn.qn) les coordonnées canoniques
dans R?", la fonction :

n
H=) pi+q
i=1

est la fonction de Hamilton de I'oscillateur harmonique 4 n degrés de liberté (point

n

matériel dans le « puits de potentiel » V(q) = Z q?). Une solution de I'exercice est
i=1

donc donnée par le champ de vecteurs de Hamilton.

1.4. Champs de vecteurs sur une sous-variété

DEFINITION Un champ de vecteurs (de classe C*™) sur une sous-variété Sc R" est
une correspondance qui a tout a € S associe un vecteur tangentaSena :

U(O‘.)E TaS

dont les composantes vy(a),- - -, vn(a) dans U'espace ambiant R" sont des fonctions C*
de a sur S.

Exemple type Soit v un champ de vecteurs C* sur un ouvert U de R" conte-

nant S. Supposons-le tangent 3 S, ¢’est-a-dire que v{a)e ToS pour tout a€ S. Alors

Ia restriction de v 4 S définit un champ de vecteurs sur S.

Réciproquement, il résulte immédiatement du « lemme de restriction » du chap. 1

(8 2.5) que tout champ de vecteurs sur S peut, au moins localement (au voisinage
d'un point a donné), étre considéré comme la restriction d’'un champ de vecteurs de
I’espace ambiant. D’apres le § 3.3 du chap. 2, c’est méme la restriction d'un champ
de vecteurs défini sur tout un voisinage de S, de sorte que notre « exemple type » est
en fait le cas général !
« EXERCICE » (évident) Déduire de I'exercice du paragraphe 1.3 le résultat suivant :
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sur toute sphére de dimension impaire il existe un champ de vecteurs £ (et
méme analytique) ne s’annulant nulle part.

Tout ce que nous avons dit précédemment des champs de vecteurs de R™ s’étend
sans modification aux champs de vecteurs sur les sous-variétés : notions de courbe
intégrale et de trajectoire intégrale ; notion d'intégrale premiére ; interprétation des
champs de vecteurs C* sur S comme dérivations v : C*(S) - C*(S), définies par la
méme formule qu’en 1.3 :

uf (x) = dfx (1(x))
formule dont le second membre s’interpréte maintenant au sens du calcul différentiel
sur S (chap. 1 § 2.5) ; 1a encore le champ de vecteurs v est déterminé sans ambiguité
par la dérivation de C*°(S) qu’il définit : les composantes vy ,-- -, vn de ce champ de
vecteurs dans I’espace ambiant R" s’obtiennent 1a encore par la formule v; = vx, o
cette fois la fonction x; sur laquelle on fait agir la dérivation v est la restriction a S de
X, i-eme fonction coordonnée canonique de R"™.

2. Transformation des champs de vecteurs
par difféomorphismes

2.1. Image d'un champ de vecteurs par un difféomorphisme

La donnée d’un difféomorphisme entre ouverts de R" (ou entre sous-variétés) :

¢ -
U——U

met en bijection divers objets définis sur U et les objets correspondants sur U :
i) points mobiles (courbes paramétrées)

Ao X (N=dol)

ii)_fonctions C*

PP
(¢ =" := g0 ¢ ; la notation ¢* : C®(U) — C°(U) a été introduite au chap. 2 (fin du
§3.1).

Nous pouvons de méme établir une correspondance entre les champs de vecteurs
sur U et les champs de vecteurs sur U :

DEFINITION  Soit v un champ de vecteurs sur U. On appelle image du champ de
vecteurs v par le difféomorphisme & le champ de vecteurs ¥ sur U défini par :

A@) = (Tad) (@), oita=¢ '@ )
(Fig. 1)

Remarque Cette formule n’aurait aucun sens si I'application ¢ n’était pas un dif-
féomorphisme (on a d faire intervenir ¢~ ).
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PROPOSITION

La correspondance v « U ainsi définie vérifie les deux propriétés suivantes, dont
chacune suffit 4 la caractériser :

i) le diffeomorphisme ¢ transforme les courbes intégrales de v en les courbes
intégrales de 7 ;

ii) la dérivation v de C°°(U) provient, par I'isomorphisme ¢* (correspondance ii)),
de la dérivation T de () : autrement dit on a un diagramme commutatif :

ccw) £ e
lv 1o
ccw £ .

Figure 1.

Preuve

La propriété i) s’obtient par dérivation de I'application composée X=do\etla
propriété ii) par dérivation de la fonction composée ¢ = ¢ o ¢. Les dérails sont
laissés au lecteur. O

2.2. Représentation d’'un champ de vecteurs dans une carte

Appliquons la correspondance du paragraphe ci-dessus au cas ou ¢ = x, carte d'une
sous-vari¢t¢ S 2 m dimensions. Notons U c S le domaine de la carte, et U c R™ son
image :

x
U——U

A chaque champ de vecteurs v de U correspond ainsi un champ de vecteurs v de U
et inversement. Nous appellerons v le représentant de v dans la carte x.

Nous noterons dx, le champ de vecteurs de U représenté dans la carte x par 3
(champ de vecteurs constant de U, égal au i-¢me vecteur de base de R™). En tant que
dérivation de C*®(U), dx, mérite d’étre appelé opérateur de « i-€me dérivation partielle
dans le systeme de coordonnées locales (x; , -+ - . xm) ».
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Attention ! Contrairement 4 ce que la notation dx, pourrait laisser croire (de

méme que la notation plus traditionnelle %) la dérivation ax, ne dépend pas seu-
lement de la fonction x; mais du m-uplet de fonctions x = (x3 , - - - , Xm). Autrement
dit, notre notation 3x, doit étre comprise comme « 3y indexé par i » ¢t non pas
comme « 3 indexé par x; » !
EXERCICE TEST 1 En thermodynamique, la pression P, le volume V et la tempéra-
ture T d'un gaz sont liés par une relation. Pour désigner les dérivées partielles d’'une
grandeur thermodynamique [ (fonction de P V.T) les livres de thermodynamique

af af of

=P’ 3V’ 3T Mais éprouvent le besoin de préciser :

n'utilisent pas la notation
of of

R . . €lc.
d Plv=Cte 9 PIir=Cte

Pouvez-vous expliquer pourquoi, et traduire dans le langage introduit précédem-
ment ?

Explicitez les relations entre ces diverses dérivées partielles, dans le cas d’un gaz
parfait ot 1a relation liant P, V, T est PV = RT (R = Cte).
EXERCICE TEST 2 Soit Sc R™ x RP le graphe d’une application f : R™ — RP.

On note x = (x,--+,xm) [resp. y = (y1.---.yp)] la projection canonique S - R™
[resp. S — RP).

a) Calculez les composantes, dans ’espace ambiant R™ x RP, du champ de vecteurs
dx, sur S.

b) Pourquoi la méme question a propos de « 9y, » n'a-t-elle en général aucun sens ?
Quelle hypothéese faut-il faire sur f pour qu’elle en ait un ? Explicitez dans ce cas les
relations entre les champs de vecteurs dx; .- - . 8x, .8y, .- -+, dyp -

2.3. Redressement local des champs de vecteurs non singuliers

DEFINITION  On appelle point singulier d’un champ de vecteurs v un point a ot :
via)=0

Théoréme Soit v un champ de vecteurs non singulier au point ay . Alors v peut étre
transformé, au voisinage de ap, par un difféomorphisme convenable, en un champ
de vecteurs constant.

Preuve
Exploitant 'hypothése que v(qp) #0, donnons-nous une immersion locale :

a« @ (R™L0) ---— (IR",aO)

u — a(u)

transverse 2 v(qg) (c’est-a-dire telle que viag) € Im Dog).

Pour u assez voisin de 0, donc o(u) assez voisin de aqp, résolvons le systéme
différentiel (1) (§ 1.1) avec a = o{u) comme condition initiale : on obtient ainsi
une courbe intégrale £+ Ay ,)(t) définie pour t assez voisin de 0, et telle que Ay, (1)
dépende différentiablement de t et de u (dépendance des solutions de I'équation
différentielle par rapport aux conditions initiales).
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Autrement dit, nous venons de définir localement une application différen-

tiable :
l ¢ : RxR"L0x0) --- (R" a)

tu = () 63
O
Lemme 1~ ¢ est un difféfomorphisme local.
Preuve
Sa matrice jacobienne en (0,0) s’écrit :
t Uy --Up_y
x1 | vilag)
. : Dag
xn | vn(ag)
qui est bien de rang n d’aprés I’hypothése de transversalité. O

Lemme 2.— ¢! transforme v en le champ de vecteurs constants 9, (de compo-
santes (1,0, ---,0)).

118 __’_,./
of —— —— fw

Figure 2. Redressement local d'un champ de vecteurs non singulier.

Preuve
On peut éviter tout calcul en raisonnant sur les courbes intégrales (Fig. 2), comme

nous y autorise la proposition du paragraphe 2.1. O

APPENDICE
COMPLEMENTS SUR LA NOTION DE « FLOT »

Nous avons défini en 1.1 le « flot local » d’'un champ de vecteurs v comme I'applica-
tion :
¢ : RxUOxagy ---—U
t,a — & (L, a) = halt)
définie en intégrant localement le systeme différentiel (1) avec la condition initiale
Aa(0) = a.
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A1 Dpans les bons cas (et notamment si v est & support compact) le flot est défini

globalement sur R x U :
¢ RxU—=U

et peut donc &tre considéré comme une famille, paramétrée différentiablement par
te R, d'applications différentiables :

' U U (oM@ = it @)

On déduit immédiatement de la définition de & (et l'idée de I'écoulement d'un
fluide est particulierement suggestive 2 cet égard) que cette Famille (¢°) obéit aux lois
de composition :

&0 =1y
¢t' o ¢t = ¢l+l’ 2)

d'ou il résulte que les ¢' sont des difféomorphismes de U dans lui-méme
-1 —
()" =07).
Une telle famille (¢‘ } de difféomorphismes, indexée sur R et vérifiant (2), est

appelée groupe a un paramétre de difféomorphismes de U.
Exemple Tout champ de vecteurs linéalres sur R" :

oix)=Ax

(00 A est une matrice n x n) admet globalement sur R™ un flot défini par :
2,2
tA A
beoa_ A _
dix)=¢e x-(l+l!+ o + )x

EXERCICE (classique ') Comment un champ de vecteurs linéaires de R" se
transforme-t-il par un diffé¢omorphisme linéaire de R" ? En wtilisant de tels difféomor-
phismes pour réduire la matrice A 2 une forme simple, dessiner dans le cas n = 2
tous les cas de portraits de phase qui peuvent se présenter {réponse : cf. Fig. 5 de
Fintermeéde ci-apres).

A2 Daps les cas ou le flot ne peut étre défini que localernent, il faut comprendre que
les particules de fluide, ou tout au moins certaines d’entre elles, atteignent les confins
de U au bout d'un temps fini (par « confins » nous entendons la frontiére dans le cas
d'un domaine borné, ou éventucllement 'infini dans le cas général).

Lintervalle de temps sur lequel on peut suivre I'évolution d’une particule dépend
alors de la position initiale de celle-ci : pour tout ouvert Uy U assez petit (et par
conséquent pour tout ouvert Ug relativement compact dans U) il existe un intervalle
de temps T = T(Lp) tel que $it, a) soit bien défini pour tout te T(y), ac L.

Au lieu d'un groupe 2 un parametre de difféomorphismes de U, on a alors ce gui
en est I'analogue local, 4 savoir une famille, indexée par 'ouvert Up et par t € T(lp),
de difféomorphismes entre ouverts relativement compacts e U -

bty Up = Us

¥ Ouverts bomés non adhérents A la frontiére de U.
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(on a noté Uy I'image de Uy par le flot au temps r).
Cette famille vérifie 1a loi de « pseudo-groupe » suivante :

&g, = e,
o o dhy = dfff (Lt+ e T(Up) 3t € TW).

Commentaire Il ne faut pas s’effrayer de la complexité des notations ; elle ne fait
que traduire I'idée suivante, qui seule mérite &’étre retenue : Uintervalle de temps sur
lequel on est stir de pouvoeir suivre Uévolution d'une particule dépend de l'ouwert dans
lequel on sait gqu'elle se trouvail initialement ;, ¢’est pour étre sir que cet intervalle de
temps ne soit pas vide gu'on a choisi un ouvert initial « relativement compact » dans
U.

EXERCICE TEST Calculer le flot du champ de vecteurs suivant défini sur B, et dire
si ce flot est global ou non :

a) x)= v1+x2
b) vix)=1+x%

EXERCICES

EXERCICE 1.— Exemple de champ de vecteurs sur la sphere 82
La projection stéréographique définit vwn difffomorphisme entre S \ P et R?
(cf. chap. 2, exercice 3.— d) ; le point P est 1e € péle nord » de la sphére).
A un champ de vecteurs constant de R? (par exemple le champ 8,) correspond par
ce difféomorphisme un champ de vecteurs v non singulier sur 82 \ P,
a) Déwerminer sans calcul 1a forme de ses trajeceoires intégrales.
b) Montrer par le calcul que b s’étend sur toute la sphére en un champ de vecteurs
€% (et méme analytigue), nul au point P,
On pourra procéder de deux fagons, soit en calculant les composantes de v dans
I'espace ambiant R?, soit en calculant ses composantes dans une carte de S2 con-
tenant le point P, par exemple la carte que définit la projection stéréographique
a partir du pole sud.

EXERCICE 2~  Soit v un champ de vecteurs défini au voisinage de I'origine de R,
de la forme v(x} = Ax + ol|| x|}, 001 A est une matrice n x n.

Montrer que le champ de vecteurs transformé de v par un difféeomorphisme local
¢ : (R".0)--- = (R".0) cst de la forme wly) = By + of|| y|), o1 B est une matrice que
I'on calculera.

En déduire que pour tout champ de vecteurs v au voisinage de I'origine de R", les
valeurs propres de la matrice Dy sont invariantes par tout difféomorphisme local de
(R",0).

EXERCICE 3.— Soit v un champ de vecteur défini au voisinage de l'origine de R,
de 1a forme u(x) = Ax + o{x), avec A 0.

Construire un diff¢omorphisme local x = $(y) qui transforme v en le champ linéa-
risé wiy) = Ay.
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EXERCICE 4.— Montrer qu'en dimension n = 2, il n'y a pas de résultat analogue 2
celui de I'exercice 3) pour le champ :

pe{x) =(x1 93 —xp0y)+E (xf + xg) (xy & +x20)

[Idée : tracer sur un méme dessin les trajectoires intégrales du champ linéarisé vy,
I'allure du champ ve ¢t de ses trajectoires ; étudier le comportement de la fonction

x2 + 52 le long des trajectoires de v, et conclure. ]

ETUDE 3
Champs de gradients

On dit que le champ de vecteurs p, défini sur un ocuvert connexe U de R™, est un
champ de gradient, et on écrit v = grad f, ¥°il existe sur U une fonction différentiable
Selle que vilx) = 3; fix} (i =1,-- .n). La fonction f est alors unigue 2 I'addition d'une
constante pres,

EXERCICE 0.— Démontrer que les trajectoires intégrales d'un champ de gradient
grad f sont orthogonales aux hyperssurfaces de niveau de la fonction f (Ja ou le gradient
ne s‘annule pas). Dessiner les unes ¢t les autres dans le cas [ = xi'? + -+ X2 (par
exemple pour n =2 ou 3). Comment le dessin est-il affecté par un difféomorphisme
{par exemple linéaire} de R™ 2

EXERCICE 1.— Une condition nécessaire pour gue v s0it un champ de gradient est
évidemment &¢ vy = 8; v identiquement sur U,

Il existe donc des champs qui ne sont pas de gradiet, méme localement (par
exemple le champ x 43 —x8; sur BR? ne vérifie nulle part cette condition). Cela ne
parait-il pas contradictoire avec le théoréme de redressement local du paragraphe 2.3,
au voisinage d'un point ol v ne s’annule pas (un champ de vecteurs constant est un

champ de gradienc ') ?

EXERCICE 2.— Deémonirer gque sur un pavé de R" (produit d'intervalles) la con-
dition nécessaire E.1 est awssi suffisante pour que v soit un champ de gradient
supposant par exemple que U est un produit d'intervatles contenant l'origine, on
pourra définir f par :

X1 i Xy
f(xl.’--.xn}=f vl(t.O.-~-.0)dt+[ [)2(x1.l‘.0.--’.0)d£+---+/ Unlxg, - xq_y .0 dt.
o i} 0
Interprétation de cette formule (par exemple pour n= 3 ; cf. Fig. 3) :

Ay Ay Az
f= uldt+/ ugdt+/ dt
1] Ay Az
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X3 Ag
X2
Ag
(4] > Al x)
Figure 3.

EXERCICE 3.— Exemple d'owwert U sur lequel la condition 1)} n'est pas suffisante :
U =R2\ {0}.
La fonction définie pour x; #0 par 8 = Arcian % a son gradient donné par [a

formule :
X3 8g —xpd)

p= X102 7Xeh
X+

qui définit sur tout &2 1 {0} un champ de vecteurs vérifiant la condition de I'exercice 1.
Voyez-vous pourquoi ce champ ne peut pas étre globalement de gradient sur B2\ {0} ?

ETUDE 3bis
Mécanique de Newton et orbites planétaires

1. Exemple préliminaire : oscillateur a une dimension

Considérons un syst€éme mécanique 4 un degré de liberté, dont I'étal est repéré
par un parametre g (exemples : élongation d’un ressort par rapport 3 sa position au
repos ; écart angulaive d’vn pendule par rapport a la verticale ; etc.). D'aprés Newton,
I'évolution temporelle d’un tel systéme est régie par une loi de 1a forme :

mq=-V'iqg) ()]

ol V est a fonction « potentiel », et m la « masse » du systéme (le point signifie la
dérivée par rapport au temps, et le double point -- la dérivée seconde).

Par exemple, dans le cas du pendule, le potentiel est de la forme Vig) = —acosq.
Dans I'approximation des « petites oscillations », ou 'on remplace ce potentiel par
son développement limité a4 'ordre 2, on a :

Vig) = aq2/2

(on a éliminé la constante additive) : C'est ce qu’on appelle I« oscillaveur harmonique ».
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Léquation différentielle (0), du deuxieme ordre, équivaut 4 un systeéme différen-
tiel du premier ordre dans '« espace des phases » dont les coordonnées sont g
(¢« position ») et p = mq (« impulsion »). Ce systéeme différentiel du premier ordre
peut étre écrit sous la forme de Hamilton (chap. 3, §1.2) :

(-]'=apH 1
E )

avec la fonction de Hamilton :
H(p. q) = ﬁ + V{q)

On sait que pour tout systéme hamiltonien (1), la fonction de Hamilton est une
constante du mouvement (qui s’interpréte ici comme I'énerygie E du systéme) ; autre-
ment dit le champ de vecteurs hamiltonien :

P '
=—dg—V(g)o
Uy =~ 9q =V (@)dp
est tangent aux courbes de niveau de H :

P
5t V@=E. )

Fixons-nous une valeur E de H, et supposons que la fonction E — V(q) soit stric-
tement positive sur un intervalle ]Jq_ . g:[, négative ou nulle en dehors, avec un zéro
simple en g— et en g, . Alors I'équation (2) définit dans le plan des phases une courbc
Cg connexe, lisse et compacte (Fig. 4).

p
Ce

~

Figure 4. Courbe d’énergie constante et champ de vecteur vy .

Cette sous-variété compacte connexe 2 une dimension est munie d’un champ de
vecteurs nulle part nul (la restriction du champ de vecteurs vy) dont I'intégration
définit un difféomorphisme local périodique (paramétrage périodique de Cg) :

A:RoCe (ME+T)=MD)
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EXERCICE Vérifier cette affirmation, en intégrant I'équation différentielle
mq = ++v/E — V(q) par séparation des variables ; on montrera ainsi que la période
T est donnée par la formule :

d G d
f e
q - (2

(E — V(q))

m

2. Lois de Kepler

Le mouvement des planétes autour du Soleil est décrit 2 une trés bonne approxi-
mation par les « lois de Kepler » (Johannes Kepler, 1571-1630) :

= premiére loi : les orbites sont des ellipses ayant le Soleil pour foyer ;

s deuxiéme loi (loi des aires) : I'orbite est parcourue de telle facon qu'un segment
joignant le Soleil a la planete balaye des aires égales durant des temps égaux ;

a troisiéme loi : le carré de la période de révolution d’une planéte autour du Soleil
est proportionnel au cube des dimensions linéaires de I'orbite.

En fait, une description plus fine montre que les orbites, tout en restant planes,
ne sont qu’'approximativement elliptiques : le grand axe de I'ellipse tourne lentement
autour du Soleil, comme indigué sur la figure 5 (ol 'on a exagéré le phénomeéne
pour le rendre plus visible) ; c’est ce qu'on appelle la « précession du périhélie » (le
« périhélie » est le point de I'orbite ot la planéte est le plus pres du Soleil).

Figure 5. Précession du périhélie d’une orbite planétaire.

2.1. « Enfin Newton vint... »

L’'un des grands succes de la théorie de la gravitation universelle de Newton est
d’avoir réussi 2 expliquer les lois de Kepler, a partir de I’hypothése que le Soleil attire
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chaque planéte par un champ de forces dérivant d’un potentiel en —c/r (ob r est Ia
distance au Soleil, ¢t ¢ une constante positive proportionnelle au produit de la masse
du Soleil par celle de la plangte ; on néglige les attractions mutuelles des planétes,
dont les masses sont infimes par rapport a celle du Soleil).

En fait, (et cette remarque est également due a Newton) la « loi des aires » n'est
pas particuliere au potentiel en —c/r, et est également valable pour tout potentiel
# central », ¢’est-a-dire invariant par rotation autour du Soleil. Par contre, le fait que
les orbites soient périodiques (et soient des ellipses 1) est typique du potentiel en
—c/r, les autres potentiels centraux donnant lieu en général 4 un phénomene de
« précession du périhélie » (Fig. 5) : C’est ainsi par exemple gue la théorie de la
gravieation d’Einstein, en introduisang de petites corrections au potentiel newtonien,
a réussi 4 rendre compte avec précision de la précession observée du périhélie de 1a
planéte Mercure.

Nous allons ici éudier les mouvements d’un point matériel soumis au potentiel
central V(r), en nous placant pour simplifier dans un espace a deux dimensions ;
en fait le cas de I'espace 2 trois dimensions se réduit facilement 2 celui que nous
alions étudier, car on montre que tout mouvement dans un potenticl central i trois
dimensions se situe dans un plan contenant I'origine.

2.2. Mouvement dans un potentiel central a deux dimensions

Dans I'espace des phases &2 x B2, muni des coordonnées canoniques p = (p; . pg),
q =gy .2}, les équations différenticlles du mouvement peuvent s’écrire sous la forme

de Hamilton (cf chap. 3, § 1), avec la fonction de Hamilton :
2

Hi(p.gq)= % + Vin)

(¢ =+ pr=lall= /@t + ).

En utilisant le fait que V ne dépend que de r, on vérifie que la fonction
Kp.@)=qups—gep1 (¢« moment angulaire »)

est aussi une constante du mouvement.

Remarquons que K = rpe, ol pe est la composante tangentielle de 'impulsion
(Fig. 6).

Il en résulte que si I'on repére le point g par ses coordonnées polaires (r ¢),
évolution temporelle de ¢ est liée  celle de r par la loi mr? ¢ = K.

0

Figure 6. Décomposilion de t'impuision en composantes radiale et langentielfe.
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1,. P . .

Comme 35r* ¢ n'est autre que la dérivée par rapport au temps de l'aire balayée
par le segment Og, on voit ainsi que la propriété pour K d'ére une constante du
mouvement équivaut a la loi des aires de Kepler.

Pour achewer de décrire le mouvement, il reste 3 décrire I'évolution temporelle

2
K . .

de r. En remarquant que p° = p?+ pf = pZ + e on voit gue P'évolution du couple (r pr)

est régie par les égquations :

F=p/m
P k

ﬁ + m +Vir}=E
ol k [resp. E] désigne la valeur constante de K [resp. H]. On reconnait 1a les équa-

tions, dans le plan des phases, d'un oscillateur a une dimension dans un potentiel
2
Vidr) = V(r} + 2i5 » auquel on peut appliguer 1'étude du paragraphe 0.
mr

Dans le cas newtonien V(r) = —c/r, le « potentiel effectif » Vi(r) a I'allure représen-
tée sur la figure 7.

Les hypothéses du paragraphe 0 sont vérifi€es si I'énergie E est négative (Fig. 7) :
dans ce cas r évolue de facon périodigue entre un minimum r— et un maximum ry .
Ce qui est typigue du €as newtonien, c’'est que la période de cette oscillation coincide
avee le temps que met Pangle ¢ A faire un tour : ¢'est pourquoi les orbites kleperiennes
sont périodiques.

Par contre, si I'on perturbe si peu que ce soit le potentiel newtonien, le décalage
entre la période de r et celle de ¢ créé un phénomeéne de « précession », du type
représenté sur la figure 5.

Vi

Figure 7. Polantiel effectif dans le cas newlonien.

Lecture recommandée Landau et Lifschitz, Mécanique (Physique théorique, tome
1, Editions Mir, Moscou, 1966), chapitre 3.
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PROBLEME SUR LE THEME D’ETUDE 3bis

1) En utilisant les formules du paragraphe 0, écrire sous forme de relation intégrale
entre r et ¢ I'éguation des trajectoires pour un potentiel central quelcongue.
En déduire que, lorsque r parcourt un cycle complet (c'est-d-dire un aller-retour
entre v et r,), la variation de I'angle ¢ est égale 4 :

" . kdr/r?
Ap= QP w=2 w, Ol w=
[

Y.
[Zm(E - V() - ?]

f désigne 'intégration le long d'un cycle complet de r : on remarquera gue la

dérermination de la racine change de signe entre I'aller et le retour.

2) (Facultatif : pour les amateurs de calculs explicites.)
Calculer explicitement les relations intégrales de 1) dans le cas V(r) = —c/r, eten
déduire les lois de Kepler (pour le calcul des intégrales il sera commode de faire
le changement de variable s = 1/n).

3) (Variante pour paresscux.)
La périodicité des trajectoires kepleriennes, c’est-a-dire le fait que Ag = 27 pour le
potenticl V(r) = —c¢/r, se démontre sans efforts par la méthode des résidus : 'inté-
grand o st méromorphe dans le plan complexe C fendu le long de [r— . ri], avec
0 comme sevul pole ; comme les points r et i sont des points de branchement

1
2, l'intégrale f @

d’ordre 2, au voisinage duguel o s¢ comporte comme (r—ry)
peut encore s’écrire / w, ol C est ke contour représenté sur 1a figure 8 ; comme
c

w est holomorphe 2 l'infini*on a / ©= / . ol I désigne le contour représenté
c r

sur la figure 8 % ; on conclut en remarquant que le résidu de » en 0 vaur 1/i.

C

= T {
’ “h
. " 1 FANAAAAAAAAARAARAAL
Lo ( [ [
Figure B.
—kds

4 parle changement de variable s = 1/rUintégrand devient + qui est holomorphe

V/2m(S + cs) — kZs?
ens=0.

5 En raisonnant sur la sphire de Riemann {cf, Etude 4bis} on voit que les chemins C et I se déduisent
I'un de l'autre par vne déformation évirant les singularités de w.
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TRAVAUX PRATIQUES
A propos de hérissons...

On a vu au paragraphe 1.4 qu’il existe sur toute sphére de dimension impaire un
champ de vecteurs ne s’annulant nulle part. Si ce résultat était vrai pour la sphére
usuclle 82, il serait possible de « peigner » un hérisson roulé en boule, ce qui évi-
terait de se piquer. Le théoréme suivant est donc d’une grande importance pour les
hérissons.

Théoréme Il n'existe pas sur la sphére S* de champ de vecteurs continu ne s'an-
nulant nulle part.

Pour les mathématiciens, I'importance de ce théoréme ne tient pas tant dans le
résultat lui-méme que dans les idées qu’il met en jeu. Un peu d’expérimentation sur
les champs de vecteurs de S va nous donner un avant-goiit de ces idées.

Matériel & se procurer : quelques balles de tennis (ou autres sphéres) et de quoi
dessiner dessus (crayons feutres) ; on dessinera dessus le « pdle nord », le « pole
sud » et « I'’éguateur ».

Travaux pratiques

i) Dessinez les trajectoires intégrales du champ de vecteurs v de I'exercice 1. (N.B. :
oubliez les calculs de I'exercice 1 ; la réflexion a laquelle vous étes invité ici est de
nature purement géométrique.)

Ce champ de vecteurs est non singulier sur toute la sphére a 'exception d’un seul

point (le pole nord). Le hérisson est ainsi « peigné » partout sauf au pole nord, et il ne
reste plus qu’a « finir le wravail » en modifiant notre champ de vecteurs v au voisinage
du pdle nord.
ii) Sur une autre balle de tennis (pour ne pas surcharger le dessin), dessinez la
restriction a I'équateur du champ de vecteurs v. On se pose le probléeme de construire
sur I’hémisphére nord un champ de vecteurs non singulier coincidant sur I'équateur
avec v.

Le fait que I'hémisphére nord soit difféomorphe a un disque (par exemple par
projection stéréographique a partir du pole sud) permet de se ramener a travailler sur
un disque du plan, ce qui est plus commode pour dessiner (la balle de tennis peut
étre remplacée par une feuille de papier).

iii) Dessinez sur une feuille de papier un champ de vecteurs non singulier sur le
disque. Sur une feuille de papier vierge, recopiez sa restriction au cercle (bord du
disque) et comparez-la au dessin obtenu dans la question i). Si un champ de vecteurs
du plan vous est donné seulement sur le cercle (non nul en tout-point du cercle),
pensez-vous étre capable de deviner s7il s’étend ou non en un champ de vecteurs non
singulier sur le disque ?

iv) Peut-étre notre échec a peigner le hérisson vient-il de ce que notre champ de
vecteurs v initial était mal choisi ? Recommencez 'expérience avec d'autres champs
de vecteurs non singuliers sur I’hémisphére sud, et essayez de comprendre pourquoi
cela ne marche pas non plus.



Interméde

Indices des champs de vecteurs
et caractéristique d'Euler des surfaces

Cet « interméde » apporte des éléments de réponse aux questions soulevées par
les « travaux pratigues sur les hérissons ».

Ce sera notre premier contact avec un sujet trés riche, la topologie sur les variétés,
que nous développerons davantage dans la deuxiéme partie (chap. 7 et fin du chap.
8). Lexposé est fortement inspiré par le livie d'Amold, Equations différentielles ordi-
naires, dont il développe le¢ paragraphe 36 (chap. V). It y sera largement fait appel
a I'intuition, mais 1a plupart des arguments avancés seront justifiés rigourcusement
dans la deuxiéme partie.

Les guestions qui suivent relévent davantage de la topologie que du calcut diffé-
rentiel : sauf 4 quelques endroits faciles a identifier, les champs de vecteurs n'auront
pas besoin d’étre différentiables et seront simplement supposés continus,

1. Indice d'un champ de vecteurs le long d'un lacet du plan

Soit v un champ de vecteurs non singulier (¢’est-a-dire ne s’annulant nulle part)
sur un ouvert U de RZ, et considérons dans U un point mobile A(t) qui revient 2 son
point de départ au bout d'un temps fini T {(que 'on prendra égat a 1 par convention) :
on dit alors que I'application (continue) k : [0, 1] = U est un lacet de U,

Quand le temps ¢ s’écoule de 0 a 1, la direction du vecteur (non nul 1) o k(1)) varie
contin(iment ; il en est donc de méme de 'angle qu'elle fait avec une direction Fixe
du plan (angle orienté de demi-droites) ; comme le vecteur retrouve au temps 1 sa
position initiale, la variation d’angle de 'instant 0 2 'instant 1 est multiple de 2, soit
2m n (ne€ Z). Lentier reladif n est appelé indice du champ de vecteurs v le long de
A, et nous le noterons ind, (v).

1.1. Exemples

La figure T donne les indices de quelques champs de vecteurs remarquables, non
singuliers dans U = R? \ {0}, le long du lacet k défni par A1) = (cos 2 7 ¢, sin2 7 ¢) (cercle
trigonométrique parcouru une fois dans le sens direct).
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U= X1 0x +X00x

V= —x0x —X20x

.
I

U= X1 0x —X20x

trajectoires intégrales).

ind)\(v)=1

indy(v)=1

ind)(v) = -1

Figure 1. Indices de quelques champs de vecteurs remarquables (les pointillés sont des

1.2. Invariance de l'indice par déformation

Lemme 2.~

Lemme 1.— ind,(v) est invariant par déformation continue de \ dans U.

indy(v) est trwariant par déformation continue du champ de vecteurs
v (pourvu qu'il reste non singulier au cours de la déformation).
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Ces deux lemmes sont intuitivement évidents, si 'on pense qu'une déformation
continue (de A\, ou de v) ne peut modifier I'angle que de fagon continue, et se traduit
donc par une modification continue de I'indice ; or celui-ci est entier. et ne peut donc
que rester constant.

En voici quelques conséquences remarquables.

Supposons que \ soit le cercle trigonométrique parcouru une fois dans le sens
positif.
Alors :

Corollaire du lemme 1 : si v n'a aucun point singulier dans le disque unité,
ind\(v)=0;

Corollaire du lemme 2 : si v est partout « sortant » (ou partout « entrant ») le
long du bord du disque, indy(v) = 1.

Preuve des corollaires

1. Déformer A par homothétie jusqu’a le réduire au lacet constant (point immobile

au centre du disque !) et appliquer le lemme 1.
2. Se ramener, par déformation du champ de vecteurs (lemme 2), au premier (ou
au deuxieme) des exemples 1.1 (cf. Fig. 2). O

Figure 2. Comment déformer un vecteur « entrant » pour le faire « pointer vers le centre ».

Voici maintenant deux « grands » théorémes, qui découlent eux aussi des deux
lemmes en prenant pour A un cercle.

Théoréme de d’Alembert Tout polynéme de degré =1 admet au moins une
racine complexe.
Preuve
Identifiant C 2 R, considérons le polyndme étudié comme définissant un champ
de vecteur v:
U2)=2"+a 2" +--+an
(supposer le coefficient de z" égal a 1 ne restreint évidemment pas la généralité).
Soit A un cercle de centre 0. de rayon r assez grand pour que ' > |ay| ™1 +---+|aq|.
Quel que soit 7€ [0, 1], le champ de vecteurs vi(z) = z" +7 (a1 2" 1 +--- + an) est
alors non singulier sur ce cercle, de sorte que (d’aprés le lemme 2) ind)\(v;) ne
dépend pas de 7. En particulier, ind,(v) = indy (1), qui vaut n puisque vy(z) = 2" et
arg z" = narg z. Ayant un indice non nul le long de \, v a donc au moins un point
singulier dans le disque de rayon r, d’aprés le corollaire du lemme 1. a
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Théoreéme du point fixe Toute application continue d’un disque fermé dans lui-
méme a au moins un point fixe.

Preuve

Soit f : D — D une application continue d'un disque fermé dans lui-méme. Notant
v(x) le vecteur de R? d’origine x et d’extrémité f(x) (cf. Fig. 3), on obtient un champ
de vecteurs v continu sur D.

Figure 3.

Dire que f n’a pas de point fixe, c’est-a-dire que v n’a aucun point singulier ni
dans D ni sur le bord. D’aprés le corollaire du lemme 1, cela devrait impliquer que
indyp(v) = 0, ot aD désigne le bord orienté de D. Or comme v| 8 D est purement
entrant (cf. Fig. 4), son indice vaut 1 d’aprés le corollaire du lemme 2, d’ou con-
tradiction.

Figure 4. a

2. Indice d’un point singulier isolé
d’un champ de vecteurs du plan

Soit v un champ de vecteurs défini sur un ouvert U de R, et supposons que se U
soit un point singulier isolé de v ; autrement dit, s est I'unique point singulier de v
dans un disque D, de centre s et de rayon assez petit.

Soit alors A un lacet de Ds = Ds \ {s}, tournant une fois autour de s dans le
sens direct. Bien que cette condition laisse beaucoup de liberté dans le choix de A,
il est intuitivement clair qu’a déformation de \ prés le choix est unique. D’aprés 1.2,
lemme 1, I'indice de vle long de A ne dépend donc pas de ce choix ; nous 'appellerons
indice du point singulier s de v, ¢t le noterons inds(v).
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2.1. Exemples : indice d'un point singulier simple

On appelle point singulier simple d'un champ de wcteurs un point singulier
ol la partie linéaire du champ de vecteurs est non dégénérée, c’est-a-dire (dans des
coordonnécs choisies de fagon que le point singulier soit 2 I'origine) tel que :

{x} = Ax + wlx)

o0 A est une matrice inversible, ct we of|| x|).

Comme A est inversible, on peut minorer || Ax|| par ¢|| x||, oit ¢ est une constante
indépendante de x (en effet, pour tout yon a || A ly|= Il Al 1fu]f ; en posant y = Ax
on obtient I'inégalité voulue avec € = 1/[| A~} |[). Pour tout x dans un voisinage assez
petit de 'origine on a donc || wx) || < || Alx} ||, de sorte que pour tout 7e [0. 1], le champ
de vecteurs :

(2} = Ax + Tulz}

a l'origine comme unique point singulier dans ce voisinage,

Nous en concluons (§ 1.2, lemme 2) que I'indice en un point singulier simple d’un
champ de vecteurs est égal 4 celui de sa partie linéaire.

La Agure 5 représente les différentes allures possibles des trajectoires intégrales
d’'un champ de vecteurs linéaire de R? (c’est donc la réponse 2 I'exercice 2, b) du
chapitre 3 ).

= Valeurs propres réelles > 0

(distinctcs) (égales : A= (" ! )) (égales : A = (’(; g))

{ou son image
dans un miroir)

N

= Valeurs propres réelles <0
(mémes figures, avec le sens des fleches inversé).

» Valeurs propres réclles de signes opposés




o naices oes champs ae vecleurs

» Valeurs propres imaginaires conjuguées A =a+ i, A= —iB

(

a>0 (ou la méme dans un miroir)

Foyer A

a <0 : les mémes avec le sens des fleches inversé

Centre a =0 (ou la méme dans un miroir)

Figure 5. Trajectoires intégrales d’'un champ de vecteurs linéaire de RZ.
Une simple inspection de ces dessins fournit la proposition suivante.
PROPOSITION

Lindice d'un point singulier simple vaut —1 si la partie linéaire du champ de
vecteurs est du type « col », +1 dans tous les autres cas.

Corollaire En tout point critique quadratique non dégénéré d'une fonction f. l'in-

dice du gradient de f vaut +1 dans le cas d’'un sommet ou d'une cuvette, —1 dans le
cas d'un col.

2.2. Retour au cas général

Théoréme d’invariance de I'indice

inds(v) est invariant par tout difféomorphisme local § :R2,s.-. —» R2, s.
Preuve
Désignons par é.v I'image du champ v par le difffomorphisme ¢ (cf. Chap. 3,
§3.0).

Il s’agit de démontrer que inds($«v) = inds(v).
= Premiére étape : se ramener au cas ot ¢ est un difféomorphisme linéaire.
Supposant s = 0 pour simplifier les notations, écrivons ¢ sous la forme
x> Lx + {(x), ol L = Ddg est une application linéaire inversible et § € o{|| x|)). Pour
tout 7€ [0. 1], définissons ¢r par ¢+(x) = Lx + 7 (x). Il résulte du théoréme d’inversi-
bilité locale que - est une famille de difféfomorphisme locaux de RZ, 0 dépendant
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différentiablement de 7. Plus précisement application ¢ : (x,7) = (¢ (x.).7) est
un difféomorphisme entre un ouvert U de R? x [0,1] contenant 0 x [0,1] et un
ouvert V du méme type (appliquer le théoré¢me d'inversibilité locale au voisinage
de chaque point 0 x 19, et remarquer que les inverses des difféomorphismes locaux
ainsi obtenus se recollent, par unicité, quand 7g parcourt [0, 1]).

Comme [0.1] est compact, V contient un ouvert de la forme Vp x [0, 1], ot Vp
est un voisinage fixe de 0 dans R2. Pour tout 7€ [0, 1], le champ de vecteurs ¢+ v est
donc bien défini dans Vp, ot il réalise une déformation continue entre ¢.uv et L.v.

Considérant la restriction de ¢--v 2 un lacet A de Vj = Vp \ {0} tournant une fois
autour de 0 dans le sens positif, on conclut grice a 1.2, lemme2, que :

indg(d. v) = indg(L.v)

» Deuxiéme étape : montrer que indg(L.v) = indgy(v)
... Au lecteur de jouer ! O

Remarquons que le théoréme est vrai méme si detl < 0 (difffomorphisme

« inversant I'orientation ») : en effet, écrivant (L. v)x) = (Lu)}L~1x), on voit que L appa-
rait deux fois dans la définition de L. , de sorte que les changements d’orientation se
compensent (la transformation x> L~ 1x change un lacet A en un lacet tournant dans
« I'autre sens », mais la correspondance v+ Lv fait aussi tourner les vecteurs « dans
I'autre sens »).

Question Supposons que quelgu’un, connaissant ce théoréme mais pas la propo-
sition du paragraphe 2.1, veuille démontrer le résultat final de 2.1 sur l'indice du
gradient d’une fonction en un point critique quadratique non dégénéré. Remarquant
que le résultat est évident pour f = :I:anl2 + x% (cf. exemples du § 1.1), il conclut :
« D’apres le lemme de Morse, le cas général se raméne 2 ce cas particulier. » Ce
raisonnement est-il correct ?

2.3. Additivité des indices sur un domaine simple du plan

Soit D un « domaine simple » de RZ, c’est-a-dire un ouvert dont 'adhérence D est
homéomorphe a un disque fermé, de sorte que D est homéomorphe a 'intérieur de
ce disque. On notera aD le bord de D « orienté dans le sens direct », c’est-a-dire dans le
sens de parcours d’un promeneur qui longe le bord de D e¢n laissant D sur sa gauche.

Théoréme d’additivité des indices
Soit v un champ de vecteurs a singularités isolées dans D, sans singularités sur
le bord. Alors :
ind,,p(v)=z:inds(u)
seD

Preuve

Remarquons que D étant compact et les points singuliers étant isolés, ceux-ci sont
en nombre fini. $’il n’y en a qu’un (ou aucun !) la proposition est une conséquence
immédiate de 1.2, lemme 1, et de la définition 2.0 de I'indice. Le cas général se
raméne a ce cas par le schéma de la figure 6, en remarquant que :
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ind;p(v) = indyp,(v) + - - - +indyp, (V)
car les variations d’angles de v le long de 9Dy , 8D, . - - -, 8Dy se compensent le long
des composantes « mitoyennes » des bords orientés de D, , - - -, Dy (les composantes
mitoyennes sont orientées en sens inverse !).

| T EOR )
D, Dy Dy
Figure 6.

O

Corollaire Soit f une fonction C*° sur un voisinage de D, constante sur le bord, et
n‘ayant que des points critigues quadratigues non dégénérés dont aucun n’'est sur
le bord. Alors :

np—m+ng=1

ol ny désigne le nombre de cuvettes, ny le nombre de cols, ng le nombre de som-
mets [(appliquer le lemme 2 du paragraphe 1.2.1 et le corollaire de la proposition du
paragraphe 2.1).

Travaux pratiques Vérifier, en regardant une carte d’état-major, que le corollaire
s’applique bien au relief d’'une ile montagneuse.

3. Caractéristique d’Euler d'une surface compacte

Les « surfaces » de ce paragraphe seront toujours supposées lisses, c’est-a-dire que
ce seront des variétés a deux dimensions (de classe C™).

3.1. Définition de la caractéristique d’Euler en termes d'indices

Considérons sur une surface S un champ de vecteurs v ayant s € S comme point
singulier isolé. Son image par une carte x de S, centrée en s, sera un champ de vecteurs
x«v de R? ayant I'origine comme point singulier isolé, et il résulte de la proposition
du paragraphe 2.2 (appliquée au changement de carte) que le nombre indy(x, v) ne
dépend pas du choix de la carte x : nous 'appellerons indice du point singulier s
de v, et le noterons inds(v).

Etant donné sur une surface S un champ de vecteurs n’ayant que des singularités
isolées et en nombre fini, nous poserons :

X(S, v) = Z inds(v)

s

(ot la somme porte sur tous les points singuliers).

Théoréme Si la surface S est compacte. le nombre x(S, v) ne dépend pas du choix
de v, champ de vecteurs a4 singularités isolées sur S. On le note x(S), et on U'appelle
caractéristique d’Euler de la surface S.
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Lidée de la démonstration consiste 3 décomposer Sen « cellules » (homéomorphes
a des domaines simples de R?) sur lesquelles on appliquera le théoréme d'additivité
des indices (§ 2.3). Mais attention : pour une telle cellule D c S, quel sens cela a-t-il
de parler de ind,p(v) ? A priori aucun, comme e monire I'exemple suivant.

3.2. L'exemple de la sphére

S = la sphére §% ; D = 'un des deux hémisphéres nord ou sud ; 3D = I'équarcur
{orienté dans un sens a préciser).

Pour pouwvoir parler de ind,p(v), on aurait envie de considérer 1a facon dont varie,
quand a parcourt aD, I'angle que fait {a) « avec un vecteur fixe » de ToS°. Mais
comme le plan tangent 7, S? varie avec a, cela n"a aucun sens. Par contre, en utilisant
la structure d'espace vectoriel euclidien {orienté) des TaS> (structure induite par le
ploagement de la sphere dans R®), cela a un sens de parler de la variation, quand a
parcoust I'éguateur, de 'angle orienté de deux vecteurs {a), w{a)e TaS2.

Précisons les questions d’orientation. On peut munir les espaces tangents 7S’
de l'orientation définie « par la normale extérieure » (of. Fig. 7) : Cest 'orientation
naturelle pour quelguun qui s¢ proméne sur la sphére, considérée comme bord d’un

globe solide !

TuS?

Figure 7. Orientation de S% « par la normale extérieure » (le sens direct de rotation dans
TaS? st symbolisé par un petit cercle orienté).

Avec cette convention, en désignant par D' et D les hémisphéres nord et sud
respectivement, on obtient comme bord orienté 4D* I'équateur parcouru dans un
sens (cf. Fig. 8), tandis que 0D~ est I'équateur parcouru dans I'autre sens.

Figure 8. Bords orientés des deux hémisphéres.

Considérons donc 1a facon dont varie, quand a parcoust D", I'angle orienté dans
ToS? des deux vecteurs v{a) et w{a). Pour calculer cette variation, que nous noterons
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var,p: (0, ), donnons-nous une carte x d’un voisinage de D*, transformant D* en le
disque unité DcR? et respectant l'orientation, c'est-a-dire transformant le lacet 3D* en
le cercle trigonométrique 9D parcouru dans le sens direct (ce sera le cas par exemple
en prenant pour x la projection stéréographique sud).
—
Lemme varyp:(D, ) = varyp( x, v, x,w)-

Dans le cas de la projection stéréographique, ce lemme est évident pour qui sait
que la projection stéréographique conserve les angles. En fait, nous verrons dans la
deuxiéme partie que les nombres entiers dont ce lemme affirme I'égalité peuvent (de
méme que la notion d’indice) étre définis de facon purement topologique, I'usage des
angles dans ces questions n’étant qu’un artifice.

Admettant donc le lemme, récrivons son membre de droite :

1 e
%Val’a[){ X, X W) = Indap(x w) — indapl(xev)
Or, d’aprés la proposition du paragraphe 2.3, 0n a :

indyp(x. v) = X(D, x.v) = x(D*, v)

(par définition de x en termes d'indices).
Compte tenu de cette égalité et de I'égalité analogue pour w, on a donc :

1 —
E;varap(v. w) = x(D*, w) — x(D*, v)

Le méme travail pour I'hémisphére sud donne :

1 — _ _
5 varan- (w.w)=x(D",w)—x(D",v)

égalité qui, ajoutée a la précédente donne bien :
0= x(Sz. w) — x(Sz. v)

puisque aD* et 3D~ sont le méme lacet parcouru dans les deux sens opposés.
Nous avons ainsi démontré le théoréme 3.1 dans le cas de la sphere.

EXERCICE En utilisant un champ de vecteurs de votre choix, calculer x(S?) et en
déduire le « théoréme du hérisson ».

3.3. Cas géneéral

Supposons construit un « pavage » de S par des « cellules » (de dimension 2) :
chaque cellule est homéomorphe 2 un domaine simple de R?, et munie d’une orien-
tation ; les cellules sont en nombre fini, ne se chevauchent pas, et leurs adhérences
recouvrent S.
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Pour chaque cellule 1, un raisonnement identique 4 celui que nous avons fait €n
3.2 pour un hémisphére montre que :

1 o
%varap{ v, w) = x{D, w)— x(D,v)

ol aD désigne le bord orienté de D {on suppose bien entendu que le bord de D ne
contient aucun point singulicr de nos champs de vecteurs).

En sommant cette égalité sur toutes les cellules, on trouve :
! (D, ) = x(S. w) — x(S, v}
%Zvarap D, w} = xS, w — x(5,v
D

et tout le probléme est de se convaincre que le membre de gauche est nul.

Ce membre de gauche est une somme de variations d'angles le fong du « sque-
lette de dimension 1 » de notre pavage (union des frontiéres de toutes nos cellules).
Décomposons ce squelette en un nombre fini de ¢« segments » (homéomorphes a des
intervalles de R), assez courts pour gue chague segment o soit mitoyen a deux cellules
D', D" et pas davantage (il peut arriver que I = D' comme le montre ’exemple du
segment ¢ de la figure 9 ; mais les raisonnements qui suivent n’en sont pas affectés,
le segment ¢ partageant toujours localement S en deux morceaux).

Figure 9. Autre exemple de décomposition de la sphére en celfules.
Au voisinage d'un tel segment ¢, deux situations peuvent sc produire.
= Premier cas : les orientations choisies pour D et D" « concordent » au voisinage de o
(Fig. 10).
Alors le long de o, 'oricniation de 4D est opposée i celle de 3D” de sorte gue
(comme cela se passait dans notre raisonnement 3.2) les variations d’angles varyp et

varyp le long de ¢ se compensent.
¥

o o

Figure 10, Orientations concordantes
« Deuxieéme cas : au voisinage de o, les orientations choisies pour D' et D" sont
opposées (Fig. 11).
Alors, le long de o, Porentation de aD' est la méme gue celle de aD” ; mais la
mesure de Pangle oriemié v, change de sighe selon que le plan tangent TS est
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orienté comme D' ou comme D" : il en résulte donc, 1a encore, une compensation des
deux variations d'angles varyp et varyp: .

~]

Figure 11. Orientations opposées

Remarque Dans le cas ol la surface S est plongée dans R?, on peut s’arranger pour
que seul le premicr cas se présente (on dit alors que la surface est orientable). En
effer, comme S est compacte, son complémentaire R® \ S contient un « voisinage
de l'infini » (complémentaire d’une grosse boule) ; appelons « extéricur de S» la
composante connexe de R \ S qui contient ce voisinage de Pinfini ; son bord n’est
autre que la surface S, que 'on peut ainsi « orienter par la normale extérieure »,
comme nous 'avons fait pour le cas de la sphére.



DEUXIEME PARTIE

POINT DE VUE INTRINSEQUE
SUR LES VARIETES



Introduction

Le calcul difiérentiel st né avec l'idée de décrire I'évolution temporelle de « quan-
tités fluentes » {comme les appelait Newton). Dans la premiére partie de ce livre,
les quantités fluentes étaient des n-uplets de nombres (indépendants ouw liés par des
relations a priori) : « poiats mobiles » dans B” cu dans des sous-variétés de R™.

Mais la mécanique, ainsi que la géométrie, ne se contentent pas de vouloir décrire
le mouvement des points : elles veulent aussi décrire le mouvement des corps (solides
par exempie), ou le mouvement des figures.

Considérons par exemple la plus simple des figures qu’on puisse rencontrer en
géométrie : une droite du plan. Comment décrire un mouvement de cette figure ? Ayant
choisi dans le plan des coordonnées cariésienncs (x, y), supposons gque pendant un
certain intervalle de temps la droite D ne soit jamais « verticale », ¢'est-a-dire parallele
al'axe des y. Une droite D non verticale peut étre représentée par une équation de la
forme :

y=px+q (1)

et la donnée de sa position équivaut a la donnée de deux nombres p et g, que nous
pouvons appeler « coordonnées » de la droite D. La donnée d’'un mouvement de D
€quivaut ainsi a la donnée de deux fonctions p(t) et g{t}, et I'on dira gue le mouvement
est différentiable si ces deux fonctions sont différentiables.

Sur un intervalle de temps ol 1a droite I peut étre verticale, la représentation (1)
d-dessus n’est plus adaptée. Mais quitte 3 raccoucir Uintervalle de temps, on peut
alors supposer que D n’est jamais « horizontale », et procéder comme ci-dessus en
remplacant la représentation (1) par :

X = 5y + ‘a (“‘1)
ce qui fournit ua autre « systéme de coordonnécs » (p. g), li€¢ au précédent (dans le

cas des droites ni verticales ni horizontales) par les relations :

p=1/p 2
G=—q/p (p=0.p=20) @)
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Comme les relations (2) sont différentiables, de méme que les relations réciproques
qui leur sont équivalentes :

{ p=1/p

q=—q/p

I'usage de Pun ou Fautre des systtmes de coordonnées (p, @ ou (5.9 conduit 4 la
méme notion de différentiabilité du mouvement sur les intervalles de temps o D
n’est ni verticale ni horizontale.

Les queclques lignes qui précédent illusurent tout le contenu du chapitre 4 : 'en-
semble des droites du plan est un exemple de ce qu'on appelle une variété différen-
tielle ; le fait qu'on puisse caraaériser localement la position d’une droite D par deux
« coordonnées » {par exemple (p. g} si D A’est pas verticale, ou (p, @) si D n'est pas hori-
zontale) se traduit en disant que cette variété M est 2 deux dimensions, le couple {p, q)
ou (p, ¢} étant un systéme de coordonnées locales (définissant une carte locale) de
cette variété.

Enfin, notre définition d'un « mouvement différentiable » illustre 1a notion de
différentiabilité d'une application (ici I'application de R dans M qui a ¢ associe DX(t)).

Passons maintenant au contenu du chapitre 5. Ayant compris ce gu'est un mou-
vement différentiable, nous voulons comprendre ce qu’est le vecteur vitesse d’un tel
mouvement.

Etant donnée une droite Dy, considérons toutes les fagons possibles de la « mettre
en mouvement » de fagon différentiable (applicarions différentiables £ — IXt) telles
que D(0) = Dp)}. Nous dirons que deux tels mouvements somt tangents si, dans un
systeme adapté de coordonnées locales (par exemple les coordonnées p, g, si Dy n'est
pas verticale) les dérivées en 0 de chacune des fonctions plt), g(t) sont les mémes
pour ces deux mouvements. Dans I'ensemble de tous les mouvements possibles de
Dy, la relation de tangence est une relation d'équivalence. La classe d'équivalence
d'un mouvement est ce gqu'on appelle le vecteur vitesse de ce mouvement. Le mot
« vecteur » se fustifie par le fait que I'ensemble de ces classes d'équivalence forme
effectivement un espace vectoriel, de dimension égale i celle de M (ici 2 : les deux
nombres p'(0), ¢'(0) sont les ¢ coordonnées » du vecteur vitesse dans la carte (p, g). Cet
espace vectoriel est appelé espace tangent @ M en Iy, et noté Tp M.

Sur la lancée des explications précédentes, le lecteur est vivement encouragé i at-
taquer directement I'étude 5 (familles 4 un parameétre de droites du plan), remettant
4 plus tard la lecture des chapitres 4 et 5 : Ia lecture de ces chapitres lui sera plus pro-
fitable quand il pourra la considérer comme une « mise en ordre théorique » d'idées
avec lesquelles il se sera déja familiarisé par la pratique.



Chapitre 4

Variétés différentielles

Lidée des notions que nous présentons dans ce chapitre remonte 4 Bernhard
Riemann (1826-18606) : dans une dissertation intitulée « Sur les hypothéses qui ser-
vent de base a la géométrie » (1854), Riemann introduisait sans la définir une notion
qu’it appelait m-dimensionale Mannigfaltigkeit, terminologie qui s’est consecvée de
nos jours (ainsi que sa traduction anglaise m dimensional manifold) ; beaucoup de
vieux ouvrages frangais utilisent I’expression « multiplicité m fois étendue » (ou « A m
dimensions #). On dit aujourd’hui en frangais variété a m dimensions, terminologie
qui malheurcusement est aussi appliquée en frangais a une classe d'cbjets non néces-
sairement lisses, pour lesquels kes Anglais remplacent le miot ranifold par variety.

Bien que la notion introduite par Riemann se soit rapidement imposée comme une
notion centrale de la géométrie, il a fallu prés d'un sigcle pour que tes mathématiciens
arrivent a la formuler de facon précise. Avant de donner cette formulation, je vais
essayer de suggérer par quelgues exemples I'idée intuitive de Riemann, et avant tout
l'idée capitale de dimension d’une variété,

Exemple 1.- L'ensemble des droites affines du plan est une variété 4 deux dimensions.

Pourquoi deux dimensions ? Pour se donner une droite affine du plan on pewt
commencer par se donner sa direction : ce premier choix dépend dun seul paramétre
(¢« un degré de liberié »), par exemple 'angle que fait la direction choisie avec une
direction de référence.

Il reste ensuite & préciser la position de la droite choisie au sein de la famille des
droites affines de direction donnée : ce deuxiéme choix dépend lui aussi d'un seul
paramétre, par exemple I'abscisse du point d'intersection avec une droite transverse
a la direction donnée.

On a donc en tout deux degrés de liberté.

Exemple 2.- L'cnsemble des droites affines de I'espace R® est une variété 4 quatre
dimensions.

En effet,

i) la direction dépend maintenant de deux degrés de liberté (pourquoi ?) ;

ii) une fois choisie la direction, il reste encore deux degrés de liberté (par exemple,
le choix de la position du point d'intersection avec un plan transverse 2 la direction
donnée).
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EXERCICE Quelle est la dimension de la variété des positions d'un corps solide de
I'espace R? n’ayant aucune symétrie particuliére ?

Pour mettre en forme l'idée de variété, on définira d'abord la notion de variéié
iopologique (§ 0), qui nous suffira pour comprendre précisément ce guest la dimen-
sion. Puis les variétés différentielles seront définies comme: des variérés topologiques
munies d'une structure supplémentaire qui nous permettra de faire du calcul différen-
tiel, en définissant les applications différentiables, leurs applications tangentes, ctc.,
comme nous I'avons déja fait pour les ouverts de R ot les sous-varié¢iés de R™.

0. Variétés topologiques
0.0.

Une variété topologique a m dimensions est un espace topologique M dont tout
point a admet un voisinage ouvert U homéomorphe 2 un ouvert de R™.

La donnée d'un tel homéomorphisme :

x: U= UcR™

est appelée carte (locale) de M (au voisinage de a).
Louvert [7 c M est le domaine de la carte.
Un atlas o de M est une famille de cartes x dont tes domaines Uy recouvrent M :

M=UUx.
xed

Pour tout couple de cartes x, x de domaines respectifs Uy, U; on définit I'ho-

méomorphisme de changement de carte, que nous noterons abusivement % o x !,

par le diagramme de la figure 1.

UxﬁU;
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%o x~1 est donc une abréviation pour :
Fluxn ) o (x M Ix(uen ;)

c’est un homéomorphisme entre les ouverts de R™ hachurés sur la figure, x(Ux n Us)
et X(Ux N U;) (homéomorphisme vide si Ux N U; =@ ).

Remarque Invariance topologique de la dimension Un théoréme célébre de
topologie assure qu'un ouvert de R™ ne peut pas étre homéomorphe 2 un ouvert
de R™ pour m’ # m. (N.B. : rappelons que ce théoreme est évident dans le cas des
difféomorphismes ; mais il est loin de I'étre pour les homéomorphismes !) Il en résulte
que la notion de dimension d’une variété topologique est définie sans ambiguité :
une variété topologique 2 m dimensions ne peut étre en méme temps une variété
topologique 2 m' dimensions, avec m' # m.

0.1. Retour a I'exemple 1 de l'introduction :
Fensemble des droites affines du plan

Dire que cet ensemble est une variété topologique (de dimension 2) n'a a priori
aucun sens tant qu’on n’a pas défini une topologie sur I'ensemble en question.

Lintuition suggere que cette topologie nous soit en quelques sorte imposée (par
décret divin ?) : la notion d’une « suite de droites du plan tendant vers une droite
donnée » ne devrait-elle pas avoir un sens évident dépourvu de toute ambiguité ? Mais
essayez done de la mettre en forme... (le débat est ouvert).

Au cas ol vous n’auriez pas réussi, une autre stratégie possible consiste a se deman-
der ce qui peut subsister de 1a notion d’atlas quand on n’a pas su mettre une topologie
sur I'ensemble 2 étudier : tout ce qu’on peut alors demander a une carte, c’est d’étre
une bijection (la notion d’homéomorphisme n’a plus de sens) ; par contre cela garde
un sens d'exiger que les changements de cartes soient des homéomorphismes entre
ouverts de R™.

0.2. Atlas continu
Un atlas continu (de dimension m) sur un ensemble M est une collection s de
bijections :
x : Uc > U, cR™
entre des parties Ux de M recouvrant M et des ouveris U, de R™, telle que pour tous
x, xe€ s les bijections :

-1 ~
X0Xx : x(UxﬁU;)—bx(Ux(‘\U;)
soient des homéomorphismes entre ouveris de R™.

PROPOSITION

Etant donné un atlas continu & (de dimension m) sur un ensemble M, il existe
une et une seule topologie sur M telle que les bijections x € o soient des ho-
méomorphismes entre ouverts de M et ouverts de R™. Autrement dit, la donnée
d’un atlas continu sur un ensemble M définit sur cet ensemble une structure de

variété topologique.
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La preuve de cette proposition est un « yoga » facile de topologie générale : on
définit la topologie de M en disant quw'une partie U « M est ouverte si et seulement si
Vxe A x{Un Ux) est un ouvert de R™.

0.3. Encore I'exemple 1 : construction d’'un atlas continu
sur I'ensemble M des droites affines du plan

Notant (x, y) les fonctions coordonnées dans le plan, désignons par U I'ensemble
des droites non verticales (c'est-a-dire non parallgles a I'axe des y) et par U I'ensemble
des droites non horizontales (c'est-d-dire non paralleles 4 I'axe des x). Evidemment
M=UUU.

Une droite non verticale peut étre considérée comme le graphe d’une application
affine x — y = px+ g de B dans R. La donnée de Ne U équivaut ainsi a 1a donnée des
deux nombres (p, q) et ’on définit ainsi une bijection :

b U - R?
D — (pD).qD).

De méme, une droite non horizontale peut étre considérée comme le graphe d'une

application affine y— x = py+ g, et ’'on définit ainsi une bijection.
$ U - R
D — (pD).ED).

2

U U est Pensemble des droites ni verticales ni horizontales : il est envoyé par ¢ sur
iR* x & (D e U est non horizontale si et seulement si p{D) # 0). et par & sur R* x R
également (D e U est non verticale si ¢t seulement si p(D)#0).

Le changement de carte dod ! est I'application de R* x R dans lui-méme qui 2 (p. g)
associe (p = 1/p, § = —g/p). Cette application est continue (et méme différentiable 1),
et il en est de méme de son inverse, donné par la méme formule avec (p, q), (p. @
échangés.

1. Structures différentielles sur une variété
1.0. Atlas différentiable

Renforgons la définition 0.2 d’'un atlas continu en exigeant que les changements de
cartes %o x~! soient non seulement des homéomorphismes mais des difféornorphismes

(entre ouverts de &™),
On obtient ainsi la notion d'atlas différentiable (si 'on demande aux changements

de cartes d'éwre des difféomorphismes analytiques on parlera d'atlas analytigue).

La donnée sur M d'un atlas différentiable & permet de définir 1a notion de fonction
différentiable sur M : une fonction f : M — R (ou RP) est dite différentiable (pour
I'atlas =) si pour toute carte x € A la fonction (f | Ux) o x~1 est différentiable (sur son
domaine de définition U, cR™).
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Propriétés de la notion de différentiabilité d’une fonction

i) C'est une notion locale : une fonction f est différentiable sur M pour I'atlas s si
et seulement si , pour tout a € M, il existe un voisinage U de a tel que f| U soit
différentiable pour Fatlas 1 | U (atlas de U dont les cartes sont les x| UNn Uy, x€ si).
ii) Cette notion ne dépend du choix de I'atlas différentiable s qu'a équivalence
prés, au sens de la définition que voici.

1.1. Equivalence d'atlas. Structure différentielle sur une variété

Deux atlas différentiables o et & de M sont dits différentiablement équivalents
si, pour tous x € s, X € s, le changement de carte Xo x ! est différentiable (ce qui
revient 2 dire que I'atlas f N A est différentiable).

On appelle structure différentielle sur une variété topologique! M la donnée, 2
équivalence différentiable prés, d'un atlas différentiable de M.

On appelle variété différentielle’ 1a donnée d’une variété topologique et d’'une
structure différentielle sur cette variété.

On définit de méme la notion de variété analytique en remplagant partout dans
ce qui précede le mot « différentiable » par « analytique ».

Exemples de base Les sous-variétés de R" (chap. 1 et 2) sont des variétés différen-
tielles (cf. chap. 2, § 3 pour la construction d’atlas).

Nous venons par ailleurs de rencontrer un exemple de variété différenticlle qui
n’est pas donnée comme sous-variété de R" : I'ensemble des droites affines du plan
(I'atlas construit en 0.3 était différentiable, et méme analytique).

Voici d’autres exemples trés importants.

1.2. Espaces projectifs

Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie m+1=2. Lensemble des droites
vectorielles de E est appelé espace projectif sur E et noté P(E) (si E = R™! on écrit
PR™) = RP™ ou simplement P™).

On peut considérer P(E) comme I'espace quotient de E \ 0 par la relation d’équi-
valence « proportionnalité des vecteurs » :

u~u' < IreR* , v =)u

L'espace projectif est muni canoniquement d’une structure de variété différentielle (et
méme analytique) de dimension m dont les cartes peuvent étre définies comme suit.

En fait la topologie de M n’a pas besoin d'étre donnée au départ, puisque la donnée d’'un atlas suffit
i la définir (cf. Prop. 0.2).

ou, selon la terminologie traditionnelle, variété différentiable. La terminologie & variéié différen-
tielle » (qui est celle de Bourbaki) tend a souligner qu’il ne s'agit pas d’énoncer une propriété de
I'objet appelé variété (comme quand on dit d’'une fonction qu’elle est différentiable), mais de se
donner une structure sur cet objet (comme un « espace topologique » est un espace muni d'une
structure topologique). Par contre dans le cas des sous-variétés la différentiablilité est effectivement
une prapriété de I'objet (puisque la structure est déja imposée par I'espace ambiant).



114 Chapitre 4 : Variélés différentielles

Ayant choisi une base de E, notons X = {Xp, X .- -, Xm) la base duale (systéme de
coordonnées linéaires sur E). Se donner une droite De P(E) ¢’est se donner, 2 multipli-
cation par un scalaire prés, un (m + 1)-uplet de nombres non tous puls X5, Xj .- --. Xm
(les composantes d’un vecteur quelcongue de D). Un tel (m + 1)-uplet est appelé sys-
téme de coordonnées homogénes de la droite D. etonnote X @ X1 © -+ Xm 82
classe d’équivalence 4 proportionnalité prés.

Si la droite D n'est pas contenuc dans un hyperplan {X, = 0}, la classe
Xp © X§ : --- @ Xm contient un unique représentant de la forme (1.xq .- . Xm)
(o0 x¢ = Xi /Xg). On a ainsi défini une bijection :

x=0q,--.xm) : Ux > R™

ol Uy désigne I'ensemble des droites non contenues dans I'hyperplan {X; = 0}.
Ayant ainsi construit les cartes, vérifions que les changements de cartes sont diffé-
rentiables (et méme analytigues) sur leurs ouverts de définition.

Deux systémes X et Y de coordonnées linéaires sur E sont liés par une formule de
changement de coordonnées :

m
Y.'=Za{_jxj i=01---,m
=0

ol {a;j} est une matrice inversible.

En notant y = (yl o ',ym) : Uy = R™ la carte associée au systéme Y, on vérifie
immédiatement que le changement de carte yo x~! a pour ouvert de définition :

x(UxnUy) = {xe R™ |agp + agyxy + -+ - + Ggmxm 20}
et qu’il est défini sur cet ouvert par la formule :
vi = (aig + axg + -+ + climxm) / (app + Ap1xq + - -+ + GomXem)

(i=1,2.--., m), évidemment analytique en les variables xj ,--- ., xm .

Remarque Au licu de l'atlas pléthorique que nous venons de construire (autant de
cartes que de bases de E !} on aurait pu se contenter d’un atlas 3 m + 1 cartes, extrait
du précédent en choisissant sur E vn systéme de conrdonnées linéaires X et en le
permutant circulairement (les domaines de définition respectifs de ces m + 1 cartes
sont U; = {De M(E)| Xy(D)20}, i=0,1,- .-, m). Lintérét de notre construction pléthorique
est de montrer que la structure différentielle de P(E) ne dépend que de E et pas du
choix d’une base.

1.3. Varietés grassmanniennes

E étant un espace vectoriel de dimension strictcement supérieure 2 p (disons,
dimE = p + g, g = 1), on appelle grassmannienne des p-plans de E, et on note
Gp(E) I'ensemble des sous-espaces vectoriels de dimension p de E (I'espace projectif
correspond donc au cas particulier p = 1). La grassmannienne Gg(E) est munie canoni-
quement d'une structure de variéeé analytique de dimension pg, au moyen des cartes
que voici.
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Soit X = (X3.--*.Xp; Xpu1.---. Xprq} un systtme de coordonnées linéaires sur E
on utilisera les notations abrégées X° = (X;,---, Xp), X* = (Xg41.-++. Xpsq). Soit Uy
ensemble des p-plans transverses au g-plan {X° = 0} : dire qu'un p-plan est dans
Uy, C’est dire que c’est le graphe d'une application linéaire de I'espace des X° dans
I'espace des X* ; en désignant par x = {x;) la matrice de cette application linéaire, on
obtient ainsi une bijection :

_._'l_....p
X = (xU 1 : Uy — RP9.

Le calcul des changements de cartes est un simple exercice d'algébre matricielle :

aDO aO*

notant (a“’ a“) la matrice qui fait passer des coordonnées X = (X°, X*) aux

1

coordonnées Y = (Y°,Y*) de E, on trouve que le changement de carte yo x™' est

donné par la formule matricielle :
* *k * _1
y={a"’+a"x)(a”° +a”*x) .,

avec comme domaine de définition I'ensemble des matrices pour lesquelles a°® + a®*
est inversible.

2. Morphismes de variétés

Le but de ce paragraphe est de définir la notion &’ application différentiable [resp.
analytique] d’une variéié différenticlle [resp. analytique] dans une autre.,

Nous nous placerons, pour fixer les idées, dans le cas différentiable, mais le discours
serait exactement le méme dans le cas analytique (au changement d'adjectif prés).
L'adjectif en question scra sous-entendu quand nous parlerons des variétés, cartes,
atlas,... (toutes les variétés seront supposées munies d'une structure différentielle
[resp. analytique], et nous ne considérerons que des cartes ou atlas compatibles avec
cette structurce).

2.0. Applications différentiables

Soient M et N deux variétés. Une application f : M — N est dite différentiable si
les coordonnées du point f(a)e N dépendent différentiablement des coordonnées du
point a € M. Plus précisement, [ est dite différentiable au voisinage de o si, pour
une carte locale x de M au voisinage de gy et pour une carte locale y de N au voisinage
de flag), lapplication yofox~! est différentiable au voisinage de x(ag). (N.B. : yofox~!
est une notation abrégée : en fait it faut restreindre x~! et f aux ouverts hachurés sur

la figure 2.)
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L N
N

Figure 2.

Notons que la propriété de différentiablilité au voisinage de gy ne dépend pas du
choix des cartes x, y puisque par définition d’une structure différentielle les change-
ments de cartes sont différentiables.

Une application f : M — N est dite différentiable si elle I'est au voisinage de tout
point gy € M, autrement dit s'il existe un atlas siy; de M et un atlas 4y de N tels que
Vxe sy . ye sy I'application yo fo x~ 1 soit différentiable.

Cas particulier des fonctions numériques Dans le cas N = R (ou R™) on retrouve bien la
notion de différentiabilité introduite au paragraphe 1.

Stabilité par composition

1l résulte immédiatement de la définition que sif : M 5 Netg : N — P sont
différentiables, gof : M — P est différentiable. Par ailleurs, I'application identique
1pr est évidemment différentiable !

Nous pouvons ainsi parler de la catégorie des variétés différentielles (cf. chap. 2,
§ 3.2), dont les objets sont les variétés différentielles et dont les « morphismes » sont
les applications différentiables.

Les isomorphismes de cette catégorie sont appelés difféomorphismes. Si I'on
travaille dans la catégorie des variétés analytiques (ol les morphismes sont les ap-
plications analytiques), les isomorphismes sont appelés difféomorphismes analytiques
(ou isomorphismes analytigues).

Exemple Une carte (locale) d’une variété M est un isomorphisme entre un ouvert U
de M et un ouvert U de R™.

Produits

Si M et N sont deux variétés (différentielles, ou analytiques...) il existe sur I'en-
semble produit M x N une structure canonique de variété (différentielle, analytique...),
structure dite de variété produit, caractérisée par la propriété suivante : une appli-
cation f d'une variété P (différentielle, analytique...) dans M x N est un morphisme si
et seulement si ses deux composantes pry o f et pry o f sont des morphismes (ou pry



Morphismes de variétés 117

et pry désignent les projections canoniques de M x N sur M et N respectivement) ; en
particulier pry; et pry sont elles-mémes des morphismes (faire f = Ip; ).

Cette structure de variété produit peut étre définie A partir d'un atlas sly de M et
d’un atlas &y de N, au moyen de '« atlas produit » dont les cartes sont les :

(xxy : Uxnyquny)XEﬂM'yeﬂN .

Evidemment, dimM x ¥ = dimM + dim N. On définit de méme le produit d’un
nombre fini quelconque de variétés.

Additif : Variétés analytiques complexes

En remplagant partout R™ par C™, et en exigeant des changements de carte gqu’ils
soient analytigites complexes, on obtient la catégoric des variétés analytiques com-
plexes. Un exemple important est I'espace projectif complexe CP™, défini comme
I'ensemble des droites vectorielles complexes de C™! (sous-C-espaces vectoriels 2
une dimension de C™!), muni de 'adas analytique complexe défini comme en 1.2,
La droite projective complexe CP!, encore appelée sphére de Riemnann, joue un
rOle important en théorie des fonctions d’une variable complexe ; c'est une variété
analytique complexe i une dimension, qu’on peut identifier 3 C complété par 'ajout
d’'un « point 4 l'infini » ; on peut aussi la considérer comme une variété analytique
réelle 2 deux dimensions. et en tant que telle elle est difféomorphe 2 la sphére 82 (cf.
étude 47°%).

De la méme fagon, le tore T2 = §! x 8! peut &tre considéré soit comme une variété
analytique réelle 4 deux dimensions, soit comme une variété analytique complexe 2
une dimension (quotient de € par un réseau (1) ; mais alors que 1a structure analytique
réelle est définie de facon canonique, la structure analytique complexe ainsi définie
sur T2 dépend du choix du réseau (& similitude directe pres), et I'on obtient ainsi une
infinité continue de structures non isomorphes : cf. étude 4%,

2.1. Exemples d'isomorphismes en géométrie projective

i} Homographies de P(E). Tout automorphisme lin€aire d'un espace vectoriel E
transforme les droites vectorielles en droites vectorielles, et définit donc une bijec-
tion de P(E) dans lui-méme, qui est évidemment un isomorphisme analytique, appelé
homographie dc P(E).

i) Isomorphisme canonique entre la grassmannienne Gy(E) et sa « duale » G4(E) (E est
un espace vectoriel de dimension p + g, et E I'espace vectoriel dual).

La donnée dans E d’un sous-espace vectoriel F de dimension p équivaut A la donnée
dans E d'un sous-espace vectoricl F de dimension q, dit « espace orthogonal » 4 F,
défni comme I'ensemble des formes linéaires sur E ¢ui s’annulent sur F. On obtient
ainsi une bijection canonique entre Gp(E) et Go(E), dont on vérifie immédiatement
que ¢'est un difféomorphisme analytique : si F e Gp(E) est définie dans un systéme de
coordonnées X de E (base de £) par la matrice x(F), F! € G¢(E) sera définie dans le
systeme de coordonnées dual pac la matrice transposée.
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En particulier, si E est un espace vectoriel de dimension m+1, on aunisomorphisme
canonique entre Gm(E) et P(E) : I'ensemble des hyperplans vectoriels de E s’identifie 2
I'espace projectif sur le dual de E (en d’autres termes, 4 un hyperplan de E on associc
son équation, définic a2 multiplication par un scalaire prés).

2.2. Sous-variétés et plongements

De méme que nous avons défini av chapitre 1 1a notion de sous-variéré de R", nous
pouvons définir la notion de sous-variété d’une variété M : un ensemble Sc M est dit
lisse en a de dimension £ (ou de codimension p = m — €. ot m = dim M) s’il existe une
carte locale x = (x,.--- , xm) de M au voisinage de a qui « redresse » S, c'est-a-dire telle
que S soit définie dans le domaine de cette carte par I'annulation de p coordonnées
choisies parmi les x (disons, comme au chapitre 2, les p derniéres xg,y .- . xm).

Une sous-variéié de M est un sous-ensemble S lisse en chacun de ses points.
La structure de variété de M induit alors sur S une structure de variété que I'on
peut définir ainsi : on considére une famille de redressements locaux de S dont les
domaines recouvrent S; les changements de carte correspondants sont différentiables
(ou analytiques, selon 1a catégorie dans laquelle on travaille), et leurs restrictions 2
R® x {0} sont A valeurs dans R® x {0} ; ces restrictions définissent donc un atlas
différendable (ou analytique) de S, dont la classe d’équivalence diffférentiable ou
amalytique ne dépend évidemment pas de la famille de redressements choisie {pourvu
gue cette famille soit compatible avec la structure donnée sur M).

Si S est une sous-variété de M, I'injection canonique is : S— M est évidemment un
morphisme, appelé plongement canonique de la sous-variété S. Plus généralement,
on appclle plongement d’une variété N dans une variété M un morphisme ;

igoa : N———ba SSM.

compos¢ d’un isomorphisme o et d'un plongement canonique i de sous-variété.

Exemple de sous-varlété Le graphe d’'un morphisme f : M = N est évidemment
une sous-variété de la variété produit M x N.

Morphisines de sous-variétés Tout ce qui a été dit au paragraphe 3 du chapitee 2 sur
les morphismes de sous-variétés de R" se transpose sans changement au cas ou les
espaces ambiants sont eux-mémes des variétés, a 'exception des versions globales des
énoncés du § 3.3, dont ta preuve utilisait des propriétés métriques de R™.

2.3. Encore un peu de géomeétrie projective
(N.B. : Ce qui suit est vrai aussi bien en géométrie projective complexe qu’en géométrie
projective réclle,)

i) Sous-espaces projectifs. Soit FcE une inclusion d’espaces vectoriels de dimensions
finies (dim E = m + 1, dim F = € + 1}. Elle induit une inclusion évidente P(F) c P(E), qui
fait de P(F} une sous-variété de P(E).

En effet, en appliquant la construction 1.2 & un systéme de coordonnées linéaires
(X% .X1. - Xm) tel que Xy . -.Xm soit un systeme d’équations dc F dans E, on
obtient un redressement x de P(F) sur I'ouvert Uy des droites de E non contenues
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dans I'hyperplan {Xg = 0} ; or toute droite Dc F appartient 2 un tel ouvert Uy (il suffi
de choisir pour X, une fonction linéaire telle que X, | D= 0).

Une telle sous-variété d'un espace projectif est appelée sous-espace projectif.
Les sous-espaces projectifs de codimension 1 (€ = m — 1) sont appelés hyperplans
projectifs. Par ailleurs, on appelle droite projective [resp. plan projectif | tout
espace projectif de dimension 1 {resp. 2], gu'il soit ou non plongé dans un espace
prajectif de dimension supérieure.

i} Lien entre géométrie affine et géométrie projective. Nous nous proposons ici de
démontrer que le complémentaire d'un hyperplan projectif est muni canoniquement
d'une structure d'espace affine.

Soit F un hyperplan vectoriel (Xy.X; .--- . Xm) tel que F soit donné par I’équation
Xg = 0. La cante x associée a ce systéme de coordonnées par la construction 1.2 a
pour domaine PE) \ P(F}), qu’elle envoie isomorphiquement sur R™. Bien que cet
isomorphisme dépende du choix du systéeme de coordonnées X, il est facile de voir
qu’un changement de coordonnées linéaires sur E, laissant F invariant, a pour effet de
transformer x = (xl N xm) par une transformation linéaire affinc. La structure affine
de P(E) \ P(F) induite par celle de BR™ via I'isomorphisme x ne dépend donc pas du
choix de X.

Exemple Dans le cas de P! 1a carte x est simplement Capplication qui, 2 une droite
vectorielle « non verticale » de R?, associc sa pente, et '« hyperplan projectif »
P(F) se réduit 4 un seul point (la droite verticale).

En étendant la notion de pente 4 tout P! par la convention que la droite verticale est

« de pente infinie », on obtient ainsi une bijection canonique entre la droite projective
P! et R = R {oo}, droite réelle « complétée » par Pajout d'un « point a Pinfini ».
Remarque Plus généralement, on montre dans les cours de géométrie projective
élémentaire comment associcr canoniguement 3 tout espace affine A 3 m dimensions
une paire (A, Ax) telle que A = A\ Ac, olt A est un espace projectif 2 m dimensions
de Aco un hyperplan projectif appelé « hyperplan de I'infini ».
Exemple : Complétion d'une droite affilne A en une droite projective
A=Au{oc}. Oubliant la géométrie projective pour ne nous intéresser qu'i la struc-
ture de variété, nous pouvons décrire la structure analytique de & au moyen d'un atlas
4 deux cartes x, ¥ défini comme suit.

Soit x : A-—>R une coordonnée affine de A, et soit ay « l'origine » de cette
coordonnée affine (point de A tel que x(ag) = 0) ; en posant A& = A \ {ag}, on définit
% : A— R par Wa) = 1/xta) si a= oo, x(oa) = 0. 11 est clair que la variéié analytique A
ainsi obtenue est isomorphe a P,

iii) Variétés projectives. Le licu des zéros d'un polyndme homogéne de m + 1 variables
X3, X, .+, Xm est &videmment invariant par homothéties de centre 0. On appelle
cone algébrigue de R™! un sous-ensemble de R™ défini par I'annulation d'un ou
plusicurs polyndmes homogénes (de degrés éventuellement différents).

Etant invariant par homothéties, un céne est une union de droites vectorielles, les
générafrices du cone.
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Lensemble de toutes les génératrices d'un cane algébrique est un sous-ensemble

fermé de P™ (la base du cOne). Les sous-ensembles de P™ obtenus de cette fagon sont
appelés variétés projectives.
Attention ! Nous sommes ici dans le contexte de la géomérrie algébrique, ou le
mot « variété » est utilisé pour désigner des sous-cnsembles d'un espace projectif {(ou
affine) déhnis par des équations polynomiales, sans se préoccuper du caractére lisse ou
non de ces sous-ensembles : une « vari€été projective » n'est donc pas nécessairement
une « variété » au sens du paragraphe 1!

Cette ficheuse confusion terminologique n’existe pas en anglais, ol le mot consa-
cré en géométrie algébrique est variety, a distinguer du mot manifold.

Ezemple S0it f un polynéme homogéne vérifiant la condition :
dof .-+, dmf ne s"annulent qu'en 0. (*)

Alors le cone d'équation f = 0 est lisse en dehors de 0, et sa base S est une hypersurface
lisse de P™,

Exercice Démontrer la derniére affiemation ; S est donnée dans la carte
x = (X1/Xp. -+ Xm/Xg) par I'équation f(1.x,.---.xm) = 0, et par des équations
analogues dans les cartes gqui s'en déduisemi par permutation circulaire de
(X0.X1.---. Xm).

Dans la situation ci-<dessus, Ie polyndme homogéne f est appelé éguation homo-
geéne de 'hypersurface S. Ainsi par exemple, 'hyperplan P(F) de i) admet X pour
équation homogéne.

Cones quadratiques et hyperquadriques projectives Dans le cas ob f est un polynome
homogene de degré 2 (forme quadratique), 1a condition (*) équivaut a dire que 1a forme
quadratique est non dégénérée, C’est-3-dire que la matrice de cette forme quadratique
est de rang maximum. Le liev des zéros de f est alors appelé cone quadratique.

Un cone quadratique de B [resp. R?] a pour base une courbe lisse de P2 [resp.
surface lisse de P?] appelée conique projective [resp. quadrique projective] ete. (en
dimension supérieure on parlera d’« hyperquadrique »). En enlevant 2 P2 [resp. P2
unc « droite de l'infini » [resp. un « plan 4 l'infini »] (cf. ii)) on en déduit les coniques
affines usuelles, qui sont des courbes lisses du plan [resp. les guadrigues affines,
surfaces lisses de I'espace affine a trois dimensions) : les coniques affines réclles sont
de trois types, respectivement appelées hyperboles, paraboles et ellipses sclon que
la conique projective correspondante coupe la droite de Pinfini en deux points, un
point {point de tangence) ou zéro point ; si 'on travaille sur € au lieu de R deux cas
seulement sont a distinguer, selon que la conique projective st tangente ou non a
la droite de I'infini (sur C, un polynéome du second degré a toujours deux racines,
distinctes ou confondues).,

Dual d'un cdne quadratique. Hyperquadrique duale Toute forme quadratique 2 m + 1
variables peut s’écrire (X) = { X, AX }, ol A est une matrice symétriue et { . ) désigne

m
le produit scalaire euclidien (X, Y) = ZX{ Yi. Dire que la forme quadratique est
=0
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non dégénérée équivaut 2 dire que la matrice A est inversible. Le cone C d’équation
G(X) = 0 est alors lisse en tout point X #0, et I’hyperplan tangent 4 C en X s’écrit :

{dxe R’“"H(A&dx):o}.

Autrement dit, une forme linéaire Y sur R™! est I'équation d'un hyperplan tangent
au cone C si et seulement si elle est de la forme Y = AX avec X e C, c’est-a-dire si elle
vérifie I'équation (Y,A"1y) = 0.

Conclusion L'ensemble des hyperplans tangents au cone quadratique :

c= {xE R™1| (X, AX) =0}
est le cone quadratique :
&= {yE R™! | (v.A ly) =0}

dit cone dual de C.
En remplagant les cOnes par leurs bases on obtient la proposition suivante.

PROPOSITION Lensemble des hyperplans tangents 4 une hyperquadrique pro-
jective est une hyperquadrique projective, dite duale de la précédente.
La formulation de cette proposition a utilisé la notion d’hyperplan tangent a une
hypersurface projective lisse S c P™, notion que I'on peut définir comme suit.
Soit C le cone de base S ; ce cOne est lisse en tout point a#0, et 'hyperplan tangent

a C en a est un hyperplan vectoriel de R™? qui ne dépend que de la génératrice a
du cbne a laquelle a appartient ; a cet hyperplan F, est donc associé dans P™ un
a

hyperplan projectif P(F,), qui est par définition U'hyperplan tangent & S en a.
a

Le cas ou S est une conique projective est particulicrement simple : une droite du
plan projectif est tangente 2 S si et seulement si elle coupe S en un seul point.
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ETUDE 4
Un peu de géométrie plane

La droite projective réelle ' est analytiquement difféomorphe au cerdle s?

La figure 3 suggeére une bijection D & a entre Pl et S! (D est tangenie au cercle
st et seulement si le point a est en 0). Pour montrer que cette bijection est un
difféomorphisme analytique il est instructif de procéder de deux fagons.

/

Figure 3.

» Premiére méthode : on repére les points de S parleurs « coordonnées ambiantes »
(Xo.%1) et ceux de P! = R au moyen de I'une ou Pautre des cartes x, x de 2.3 ii) (Fig.

4). Les dérails sont laissés au lecteur.

X .

O

| -
|
&

Figure 4.
» Deuxiéme méthode : on repére les points de S! par une « coordonnée angulaire » 6
(chap. 2. exercice 3)a)), et ceux de pt par la coordonnée 6/2 (Fig. 5).
On fait ainsi le lien avec une propriété bien connue de géométrie plane : les angles
orientés de demi-droites sont définis modulo 27 alors que les angles orientés de
droites sont définis modulo .

Le difféomorphisme considéré entre P! et S! peut ainsi étre vu « de fagon intrin-
séque » (c'est-a-dire en oubliaat le plongement de s' dans R?) comme le composé

des difféomorphismes évidents.
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Figure 5.
Pl —_— st
i lu
multiplication par 2
iR/ =Z y  R/2nZ

EXERCICES SUR LE THEME D'ETUDE 4

EXERCICE 1.— Généraliser la construction iflustrée par la figure 3 au cas d'unc
conique de P2 (RP? ou CIPz).

EXERCICE 1* — Expliciter la construction duale de 1) (pour la notion de dualité
dans les espaces projectifs, cf. 2.1 ji) et 2.3 iii), proposition finale).

EXERCICE 2.—

a) Montrer que la variété des droites du plan affine (exemple 1 de I'introduction)
s’identifie 3 un ouvert (que I'on précisera) du plan projectif.

b) Plus généralement, montrer que I'ensemble des p-plans affines de R" s’identifie
A un ouvert (que I'on précisera) d’unc variété grassmannienne i préciser.

EXERCICE 3.—

a) Soit P un plan affine ou projectif. On appelle élément de contact dans P la
donnée d'un couple {a, D), ol a est un point de P et D une droite de P passant
par a. Montrer que I'ensemble des éléments de contact de P est une sous-variété
de P x P, produit de P par la variéeé P des droites de P.

b) Généraliser en dimension supérieure : P est un espace affine ou projectif (de
dimension n) ; un « élément de contact » dans P est un couple constitué par un
point a de P et un hyperplan H (affine ou projectif) passant par a.
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ETUDE 4bis
La sphére de Riemann S = CP!

En dimension 1, le lien entre géométrie atfine et géométrie projective (§ 2.3 ii))
s’énonce ainsi : I'espace projectif 2 une dimension peut étre identifi€ 2 un espace
affine 2 une dimension complété par I'ajout d’un « point 2 I'infini ».

Le cas de RP? a été explicité en 2.3 ii). Le cas de CP! donne une variété analy-
tique complexe 2 une dimension appelée sphére de Riemann, que nous noterons
S. La dénomination « sphére » provient de ce qu’en tant que variété différentielle
(ou analytique réelle) elle est difféomorphe 2 la sphére usuelle S2.

NOTATIONS CP!, muni des coordonnées homogenes (% ; Z;), est muni de latlas 2

deux cartes sp, : A—C . S5t E—=+C. ou:

A

A

{(# : 2012#0}. sa(20 : 21) =21/%
{(2 : 21)1220}. s3(% : 21) =%/% -

Le changement de carte est I'involution ¢* de C* qui a z associe 1/z.

Soit S I'ensemble constitué par C auquel on adjoint un point noté oo, €t soit
s : PIC — S labijection définie par s|A = sy , s(0: 1) = co. Cette bijection transforme
AenCetAenC :=C* U {oco}. Par composition avec s~ ! les cartes sp et s; de cp!
deviennent deux cartes de S :

C cSo> C
1 I lo
C C

ou o coincide sur C* avec I'involution «* (C’est-a-dire z+> 1/z), et o{oo) = 0.
Nous avons ainsi « transporté sur S » la structure analytique complexe de CPPL.

Remarque sur la topologie de S
i) Les voisinages ouverts du point a l'infini sont les complémentaires dans S des

compacts de C.
ii) S est compacte, car c'est 'union de deux compacts D et o~ (D), ou D désigne le
disque unité fermé de C.

Dans la description qui suit, ou S sera identifiée a la sphére usuelle s?, ces deux
compacts seront les deux hémispheéres (sud et nord respectivemnent).

Construction d'un difféomorphisme (analytique réel) s : s> 5 S
s? est la sphére usuelle :

s%= {{xo,xl,xg)e R3|)%+x12+x22= 1}.

La projection stéréographiqgue nord définit un difféomorphisme :

s 1 SP\(a) - R2=C
(0.x.%) = (x+ix)/(1-x)

ou I'on a noté a, =(0,0,1) le « pole nord » (cf. exercice 3)d) du chapitre 2).
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En complétant par la convention s(a;) = co on obtient ainsi une bijection s : S*> & S,
dont on sait déja que c’est un diffécomorphisme en restriction 2 S% \ {a,}. Reste 2 mon-
trer que c’est un difféomorphisme au voisinage de qg, et par exemple que s envoie
5% \{a_} difféfomorphiquement sur C (on a noté a_ =(0.0.—1) le « pole sud ») : pour
cela on utilise comme carte au but la carte o, et comme carte 2 la source la projection
stéréographique sud :

s— : (x0.x.2) = (x +ix)/(1+x).

Dans ces cartes on vérifie que s s’exprime par I'application z+— Z, qui est évidemment
un automorphisme analytique réel de R2.

s? —s) S
v v
$2—{a} — C
ls_ lo
C — C
z — z
PROBLEME

Morphismes de la sphére de Riemann dans elle-méme

Le but de ce probléme, en deux parties, est de montrer que les morphismes de
S dans S s’identifient aux fonctions rationnelles sur C. On ¢n déduira comme
corollaire que les seuls automorphismes analytiques complexes de S sont les
homographies (2.1 i)), et que les seuls automorphismes analytiques complexes de
C sont les transformations affines z+— az + b.
Exercice préparatoire
1) Soit f : € — C une fonction polynomiale complexe de degré n= 1.
Montrer qu’en étendant f par la convention f(co) = co on obtient un morphisme
fdeSdansS.
2) Par quelle convention peut-on étendre une fraction rationnelle f en un mor-
phisme f de S dans S ?
Sous quelles hypothéses sur f ce morphisme enverra-t-il oo sur co ?
3) Sous quelles hypothéses sur la fraction rationnelle f le morphisme f de 2),
envoyant oo sur oo, sera-t-il un difféomorphisme local au voisinage du point a
I'infini ?
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A Les morphismes de S dans S s’identifient aux fonctions rationnelles sur
C.

0) Montrer que les seules fonctions holomorphes sur S (morphismes de S dans C)
sont les constantes [cf. « Rappels » ci-apres, propriété iii) ).

1) Soit U un ouvert de C. Montrer que les morphismes f de U dans S s’identifient
aux fonctions méromorphes sur U, étendues par la convention f(a) = co si a est
un podle (cf. « Rappels » ci-apres, propriété i)).

2) Par extension de 1), on appellera fonction méromorphe sur un ouvert U de S
tout morphisme f : U — S. En supposant que U est le domaine d’une carte ¢,
montrer que f est méromorphe sur U si et seulement si f o ¢~! est méromorphe
sur U = ¢(U).

3) Montrer qu’une fonction rationnelle (quotient de deux polyndmes d’une variable
complexe) peut étre considérée comme la restriction d’'une unique fonction
méromorphe f sur S ; expliciter le nombre f(cc), et I'ensemble (o). (N.B : cette
question n'est qu’une reformulation de la question 2) de I'exercice préparatoire).

4) Soit f un morphisme de S dans S. Montrer que I'ensemble f~1(0) des zéros de
£, et Pensemble |~ 1(co) des poles de f, sont des ensembles finis [cf. « Rappels »,
propriété i)].

En déduire que f := f|C est le produit d’'une fonction rationnelle par une
fonction sans zéros ni poles sur C, méromorphe au voisinage de l'infini.

5) Monrrer qu'une fonction f méromorphe sur S, et qui n’a ni zéros ni poles sur
C, est une constante (si_f(co) # co on appliquera 0 ; le cas f(oo) = co se raméne 2
I'autre en raisonnant sur o o f (0l ¢ est une carte d’un voisinage de oo dans S).
Conclure.

6) De la conclusion ainsi obtenue déduire le corollaire : les seuls automorphismes
de S (difféomorphismes analytiques complexes de S dans elle-méme) sont ceux

b
définis par les fonctions rationnelles z — gzz: g lad — bc# 0), C’est-a-dire (via

I'identification S = P?C) les homographies de P1C.

B. Application aux « automorphismes » de C : les seuls difféomorphismes
analytiques complexes de C dans lui-méme sont les transformations affines

z—>az+b [az0).

1) Montrer que tout homéomorphisme h de C dans lui-méme s’étend de fagon
unique en un homéomorphisme h de S dans elle-méme, tel que A(co) = co.

2) Montrer que si h est un difféomorphisme analytique complexe il en est de méme
de h (le représenter dans une carte au voisinage de I'infini, et appliquer la pro-
priété iv) des Rappels ci-apres).

3) Conclure 4 I'aide de A. 6).
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APPENDICE
Rappels sur les fonctions holomorphes

Le probléme ci-dessus a fait usage des propriétés suivantes des fonctions holomor-
phes d’une variable complexe :

0) Sif estholomorphe non nulle dans un ouvert U, son inverse 1/f est holomorphe
dans U.
i) Toute fonction holomorphe au voisinage de a € C s'écrit localement
f(2) = (z— a)’h(2), ot ve N avec h holomorphe non nulle au voisinage de a ;
si v = 1 on dit que f admet en a un zéro d’ordre v ; la fonction 1/f, holomorphe
d’aprés 0) sur un voisinage épointé de a, est dite méromorphe au voisinage de a,
et le point est appelé péle d’ordre v de cette fonction.
ii) Principe du prolongement analytique : une fonction holomorphe sur un ouvert
connexe est déterminée sans ambiguité par sa restriction a n’importe quel ouvert
plus petit.
iii) Une fonction holomorphe et bornée sur tout C est une constante.
iv) Théoréme des singularités inexistantes de Riemann : une fonction holomor-
phe bornée sur un disque épointé D* s’étend en fonction holomorphe sur tout le
disque D.
Remarque Les propriétés 0), i) et ii) sont vraies pour les fonctions analytiques en
général, qu’il s’agisse du cas analytique réel ou analytique complexe (holomorphe).
Les propriétés iii) et iv) sont spécifiques du cas complexe, et peuvent se démontrer
(facilement) a I'aide d’intégrales de Cauchy.

ETUDE 4ter
Structures complexes sur le tore T2

On appelle tore standard a n dimensions, et I'on note T", la variété produit de
n exemplaires du cercle trigonométrique S.

Le plongement canonique de S' dans R? permet de voir T" = 8! x --- x §! comme
une sous-variété de R?". Par ailleurs le tore 2 deux dimensions T? peut étre vu aussi
comme une surface de I’espace usuel R? (cf exercice 11 3)b) et schémas de I'étude 2).

Nous allons ici adopter un autre point de vue, basé sur la notion de coordonnée
angulaire sur le cercle : munissant chaque facteur S! de T" de son atlas de coordonnées
angulaires (cf. chap 2, exercice 3)a)), on obtient sur T" un atlas de « systémes de
coordonnées angulaires » dont les cartes sont des n-uplets de fonctions (91 R .en)
définis sur divers produits d’arcs de cercles, n-uplets ne différant les uns des autres
(sur les composantes connexes des intersections de leurs domaines de définition) que
par des translations 0;+— b6; + 27 ki (ki € Z). Autrement dit, on a un isomorphisme
(analytique) canonique :

T =R"/2xZ" ( =(R/2 'rrl)n).

ou la structure de variété analytique de I'ensemble quotient écrit a droite est définie
par I'atlas ci-dessus.
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1 Soit A un espace affine réel 2 n dimensions, et soit 2 un réseau de translations
de A (sous-groupe du groupe des translations de A engendré par n vecteurs linéai-
rement indépendants). Alors il existe sur le tore A/ (quotient de A par I'action
de ) une et une seule structure de variété analytique telle que I'application de
passage au quotient = : A — A/ soit un difffomorphisme (analytique) local.

Preuve
La condition de difféomorphisme local signifie que tout a e A admet un voisinage U
tel que 7y = 7| U : U — U soit un difféomorphisme (on a posé U = n(U)).

Dans notre cas, il est clair que A peut étre recouvert par une famille d'ou-
verts Uy tels que wry, soit bijectif (par exemple, on pourra prendre pour U, des
« parallélotopes » de cOtés plus courts que les mailles du réseau).

Comme la propriété d’étre différentiable est une propriété locale, dire que «
est un difféomorphisme local équivaut donc 2 imposer a ces bijections w, d’étre
des difféomorphismes.

Soit alors x : A——R" un isomorphisme affine, dont il sera commode de
supposer qu’il envoie une base de () sur la base canonique de R". Par restriction
a Uy, le diffeomorphisme x induit un difftfomorphisme x. : Ux — U, (ouvert de
R™), et exiger que 7, soit un difffomorphisme équivaut 2 exiger la méme chose de
la bijection X, définie par le diagramme commutatif suivant :

Mo

Uy — Ua
x M %
U,

On conclut en remarquant que les bijections X, ne différent les unes des autres
(dans les composantes connexes des U N Uy ) que par des translations (qui appar-
tiennent 4 27 Z") ; elles forment donc un atlas analytique de A/€, qui a toutes les
propriétés voulues. O

REMARQUE Ladémonstration précédente fournit « en prime » un difffomorphisme
analytique entre A/Q) et le tore standard T" = R" /2 w Z".

2 Soit © un réseau de C = R® iR. Comme les translations de C sont évidem-
ment des diffeomorphismes analytiques complexes, I'atlas de C/€) construit par
le procédé 1 n’est pas seulement un atlas analytique réel (de variété 2 deux di- ~
mensions) : c’est un atlas analytique complexe, qui définit sur C/{) une structure
de variété analytique complexe 2 une dimension, telle que = : C — C/Q soit un
difféomorphisme local de variétés analytiques complexes.
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3 Soient 2 et ' deux réseaux de C se déduisant P'un de I'autre par une similitude
directe. Alors les variétés analytiques complexes C/f) et C/€)’ sont isomorphes.

Preuve
On sait que les similitudes directes du plan envoyant I’origine sur I'origine s’iden-
tifient aux automorphismes C-linéaires de C :

xa

C — C (gech.
F 4 > az

Dire que deux réseaux (1, )’ sont directement semblables c¢’est donc dire quil
existe un tel automorphisme envoyant Q sur ', qui induit donc (par passage au
quotient) une unique bijection a rendant commutatif le diagramme :
c X ¢
ml I T

a
c/Q — Cc/O.

Du fait que g et mg sont des difféomorphismes (analytiques complexes) lo-
caux, on déduit que la bijection a est, comme xa, un difféomorphisme analytique
complexe. O

3* Réciproquement, la condition de similitude directe de 0 et ) est néces-
saire pour que C/ et C/€) soient isomorphes en tant que variétés analytiques
complexes. :
La clef de la démonstration est le résultat de I'étude 4P (probléme B) sur les
automorphismes analytiques de C, complété par un argument topologique que nous
donnerons 2 la fin de I'étude 7.

4 Tout réseau O de C est directement semblable 2 un réseau de laﬁdﬂneli--rz,
oute C, ImT> 0 (pourquoi ?).

A quelle condition sur 7, ¥ les deux réseaux Z +1Z, Z + 7'Z sont-ils directement
semblables ? En déduire I'existence sur le tore T2 d’une infinité continue de
structures analytiques complexes non isomorphes.

Remarquons que, d’aprés 1, les structures analytiques réelles sous-jacentes a ces
structures analytiques complexes sont, quant 2 elles, isomorphes.



Chapitre 5

Tangence

La grande idée du calcul différentiel est d'approcher localement les applications
par des applications linéaires. Le but de ce chapitre est d’apprendre a le faire pour les
morphismes de variéiés différentielles, en définissant P application linéaire tangerie 2
un morphisme de variétés différentielles pointées :

f: M a---—a3Nb

En fait, le morphisme na besoin d'éere donné que dans un voisinage de a (ce que
symbolise notre notation --- —), et Papplication linéaire tangente ne change pas si
Fon remplace f par sa restriction 4 un (couple de) voisinage(s) plus petit(s)'.

Aprés avoir défini 'application linéaire tangente Taf, avec les espaces vectoriels
tangents ToM et TaN qui en sont la source et le but, nous regarderons comment
I'espace tangent Tz M varie quand a parcourt M. Nous obtiendrons ainsi le fibré tangent
(avec son dual, le fibré cotangent), ce gui nous permettra de pader des champs de
vecteurs et des formes différentielles de degré 1.

Pour fg : Ua — Vb jappelle & restriction de fJ au couple d'ouverts (f_}, ?) » (avec

ae UcUbe Vc V) une application fg rendant commutatif le diagrammne -

L4
Ua —s Vb

Comme les propriétés que nous allons érudier sont invadantes par restriction, il est natarel de
considérer comme équivalentes des applications f ; Up,a - Vi, bet o @ Lh,a =5 Vo b
admettant une restriction communcf cUa-o Vb (i} cthnlh. Ve Vi M Vo). Deux relles
applications sont dites définir le méme germe f 1 M. a--- = N, b. Interpréter notre notation - - - —
comme désignant un ¢ germe » (classe d'éguivalence pour la relation d’équivalence d-dessus) est
un mayen de rassurer les puristes qui craindraient que le flou de cette notation ne cache un mangue

de rigueur.
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0. Tangence de deux applications, jets d'applications

Soient (M, a) et (N, b) deux variétés différentielles pointées. Le but de ce paragraphe
est de définir la notion de tangence a Uordre r de deux (germes d)applications f et
f : M.a--- - N.b, oi) r est un entier =1 (en fait nous nous limiterons bientdt au cas
r= 1, mais le cas r quelconque scra I'occasion d’utiles rappels sur les développements
limités). Il s’agira d’'une relation d'équivalence, que nous noterons —2 Elle jouira dec

la propriété fondamentale de compatibilité avec la composition : pour g et g:
Nb..- >FBec,ona:

rr F r -
f~fetg-g = gof-gof.
a b a

00. Casou M=R™, N=R"

En munissant R™ et B de leurs normes d'espaces vectoriels (toutes sont éguiva-
lentes), on conviendra que :

SLF s 00— fooll = o(tx — all) -

C’est évidemment une relation d'équivalence. Vérifier quelle est compatible avec
1a composition est un exercice élémentaire de calcul infinitésimal, qui est 3 1a basc
de la théorie usuelle des développements limités : on dit qu'une fonction admet un
« développement limité 4 I'ordre r au voisinage du point a » si elle est tangente 4
l'ordre r en a 4 un polyndme, de degré total <r. en les variables x; — ay -+, xm — Qm ;
ce polynome est alors unigue, et le théoréme de Taylor-Young garantit son existence
si f est différentiable en a jusqu’a l'ordre r incdus (N.B. : si f a'est pas une fonction
numérique mais une application 4 valeurs dans R", n> 1, on écrit f = (fl T fn) etle
« développement limité » de f est le n-uplet constitué par les développements limités
des ).

La compatibilité de ':i avec la composition est 1a propriété gui permet de substituer
un développement limité dans un autre. Notons bien que cette opération de « sub-
stitution d'un développement limité dans un autre » (comme celle de « produit de
deux développements limités » dans le cas des fonctions numériques) ne s’identifie
pas 4 l'opération correspondante sur les polyndmes mais A cette opération simplifiée
par Uoubli des termes de degré > r : le caleul usuel sur les développements limités
n'est donc pas un calcul dans I'anneau des polyndmes mais dans I'espace guotient de
celui-ci par I'idéal engendré par les monémes de degré > r,

0.1. Cas général : tangence a l'ordre r
pour deux (germes de)} morphismes de M, a vers N.b
Soit x [resp. y] une carte locale de M au voisinage de a [resp. de N au voisinage de b].
Deux morphismes £f de M, a vers N, b (d¢finis au voisinage de a) sont dits tangents
a Vordre r en a (f f-}) si leurs expressions yo fox ! et yo fox~! sont rangentes
o

a l'ordre r au point x{a), c'est-a-dire ont méme développement limit€ 4 'ordre r en
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ce point. La relation © ainsi définie est évidemment une relation d’équivalence. De
a
plus, elle ne dépend pas du choix des cartes (la composition avec des changements
de cartes n'affecte pas la relation < ).
alet)

Les classes d'équivalence pour cetie relation s'appellent des jets d'ordre r de
M, a dans N, b et Pon note ji(f) la classe de f (« jet d’ordre r de f en a »). Les jets
d'ordre r sont donc 'analogue, pour les morphismes de variétés, des développements
limités (auxquels on peut les identifier par le choix de cartes locales) ; la différence
essenticlle avee kes développements limités est qu'on ne dispose pas dans chaque
classe d’un représentant canonique qui serait Fanalogue du polynéme de Taylor (avoirc
une expression polynomiale dans des cartes est une propriété qui dépend du choix
des cartes !). Bien entendu, restreindre f 2 un voisinage plus petit ne change pas son
jeten a.

0.2. L'espace des jets

Lensemble des jets d’ordre r de M, a dans N, b sera noté J5(M. N)y, . Lomission de
Findice a ou b (ou des deux) signifiera qu’on considére 1'union des J3(M, N), pour
toutes les valeurs possibles de e dans M (ou de b dans N, ou des deux).

Le fait que Ia relation d'équivalence ~ soit compatible avec la composition permet
a
de défnir la composition des jets :

JUMNYp x TN, P)e ——  JHM.P): ©
J=jay . F=jled —  foj:=jalgof).

EXERCICE Montrer que Pespace des jets est une variéé différenticlle, et que Pap-
plication (o) cst un morphisme de variéeés.

Tout I'exercice s¢ raméne 3 la remarque évidente que fa substitution d'un dévelop-
pement limité dans un autre donne un développement limité dont les cocfficicnts
dépendent poliynomialement de ceux des développements limités initiaux (quelgqu'un
qui ignore tout des mathématigues sauf Faddition et la muldiplication peut en principe
comprendre I'algorithme de substitution d’un développement limité dans un autre 1).

Les espaces de jets sont ainsi parmi les rares exemples de variétés différentielles
munics d'atlas canonigques dont tous les changements de cartes sont polynomiaux.

0.3. L'espace vectoriel des jets d'ordre 1

J‘}(IR'“,R")O s’identifie canoniquement a I'espace ¥(R™,R") des applications li-
néaires de R™ dans R". De plus, Iapplication {¢) du paragraphe (.2 n’est autre dans
ce cas que la composition des application linéaires :

FRT R x FHR"RP) =, SR, RM
£ , i —> &of

Flle est donc bilinéaire, et il en résulte que I'atlas canonique de JYM. N);, a pour
changements de cartes des awtomorphismes de Pespace vectoriel #(R™, R™). Lidentifi-
cation (via une carte) de JA(M. N)p, 3 SR™, R™) munit ainsi JA(M, ), d’une structure
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d’espace vectoriel 2 m x n dimensions qui ne dépend pas du choix de la carte. JA(M. N),
est donc mieux qu’une variété : ¢’est un espace vectoriel 3 m x n dimensions. De plus,
la composition des jets d’ordre 1 :

[s]
JEM, N, x JEN, P)e —— JL(M, P)¢

est une application linéaire.

EXERCICE Montrer que ce qui précede n’est pas vrai pour les jets d’ordre r> 1
par exemple si Q est une forme quadratique et €, € deux formes linéaires il n'est pas
vrai que OF + €') = () + O(€') dans I'espace des développements limités d’ordre 2 !

1. Foncteurs tangent et cotangent
1.1. Foncteur tangent

On appelle espace tangent @ M en a l'espace vectoriel 2 m' dimensions

TaM = J3(R, M) .
Interprétation Les éléments de TuM, appelés vecteurs tangents a M en a, sont
les jets d’ordre 1 de courbes paramétrées X : R,0--- = M.a ; le jet j3(\), que nous
noterons encore \'(0), est un élément de TaM qu'il est naturel d’appeler vecteur
vitesse au temps t = 0 du point A(t) mobile sur M.

Pour tout morphisme de variétés f : M,a--- — N, b, la composition des jets permet

de définir une application linéaire notée :

Taf : TaM — TpN
v - Tof =ji(ov
appelée application tangente @ f en a : considérant v comme le vecteur vitesse
d’une courbe paramétrée A, Taf(v) est le vecteur vitesse de la courbe f o \.
Evidemment,

TanM = ]I']"OM -

De plus, en composant f avec un morphisme :

g: Nb---—-Pc,

on obtient un morphisme go f dont I'application linéaire tangente est :

Talgof)=Tpgo Taf

(Cest la propriété de composition des jets ja(g o f) = ji(g) o j&(f), agissant 2 gauche sur
les vecteurs tangents).

Autrement dit (cf. chap. 2, § 4.2) la correspondance qui aux variétés pointées (et
2 leurs morphismes) associe leurs espaces tangents (et leurs applications linéaires
tangentes) est un foncteur covariant de la catégorie des variétés pointées dans la
catégorie des espaces vectoriels.
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Coordonnées d'un vecteur tangent dans une carte Une conséquence évidente du carac-
tere fonctoriel de T (« foncteur tangent ») est la suivante.

Si f est un isomorphisme (de variétés différentielles pointées), Taf est aussi un
isomorphisme (d’espaces vectoriels). .
En particulier, A toute carte locale :

x: Ma---- R0
est associé un isomorphisme d’espaces vectoriels :
Tax : TaM = TogR™ = R™.

L'image par cet isomorphisme d'un vecteur v e TgM est un m-uplet de nombres
appelés coordonnées du vecteur v dans la carte x.
Remarque : translations de I'origine des temps

La « translation des temps » t >t — t €tablit un isomorphisme canonique entre
Jé(R. M)q et JJ(R, M)q = TaM. On peut donc encore considérer comme élément de ToM
le vecteur vitesse au temps ty , noté N'(tp), d’'une courbe paramétrée A : R, ip--- -+ M, a.

1.2*. Foncteur cotangent

On appelle espace cotangent @ M en a I'espace vectoriel 2 m dimensions
TaM = JAM.R).

Interprétation Les éléments de T3 M, appelés vecteurs cotangents a M en a, sont
les jets d’ordre 1 de fonctions ¢ : M.a--- — R.0 ; le jet ji(o), que nous noterons
encore doq, est un élément de TgM qu’il est naturel d’appeler différentielle de ¢
ena.

Pour tout morphisme de variétés f : M,a--- — N, b, la composition des jets permet
de définir une application linéaire notée :

Taf : TN — TaM
@ —  Tgflw) :=woj¢1,(f},

appelée application cotangente a f en a : considérant o comme la différentielle en
b d’'une fonction ¢ sur N (v = dgp), Tg f(w) est la différentielle en a de la fonction ¢o f.

Evidemment,
Tallpy = Tgep-

De plus, en composant f avec un morphisme :
g: Nb---2Pc

on obtient un morphisme go f dont I'application linéaire cotangente est :

Ta(gof)=Taf o Tg
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(Notez 'inversion des facteurs ! C’est toujours la propri¢ié de composition des jets
Jllgof) = jzl,(g) o jL(f), mais agissant 4 droite sur les vecteurs cotangents.)

Autrement dit, la correspondance gui aux variétés pointées (et a leurs morphismes)
associe leurs espaces cotangents (et leurs applications lin€aires cotangentes) est un
Joncteur contravariant.

Coordonnées d'un vecteur cotangent dans une carte Comme les foncteurs covariants,
les foncteurs contravariants transforment évidemment les isomorphismes en isomor-
phismes.

En particulier, A toute carte locale :
x: Ma-- 58R"0
est associé un isomorphisme d’espaces vectoriels :
Tax : R™ = TgR™ - ToM.

Limage réciproque d’un « covecteur » (vecteur cotangent) we Tg M par cet isomor-
phisme est un m-uplet de nombres appelés coordonnées du covecteur v dans la
carte x.

Différentielle d’une fonction prenant en o une valeur quelconque La soustraction d'une
constante ¢ aux fonctions établit un isomorphisme canonique entre JL(M,R)c et
JUM, R)y = TAM. On peut done encore considérer comme élément de THM la différen-
tielle en a d'une fonclion ¢ prenant en a une valeur quelcongue : dpa = jh(p — pla).

1.3. Dualité entre espace tangent et espace cotangent

Il résulte de 0.3 que la composition des jets d'ordre 1 :

[+]
SR My x JHMRYy — JHR.R)
I [ l

o
TaM x TaM —_— R

est une forme bilinéaire sur le produit des espaces tangent et cotangent.

On va montrer que cette forme bilinéaire est non dégénérée, ce qui permet d’iden-
tifier I'espace cotangent au dual de 'espace tangent.

Explicitement, 2 v = A"(0) et @ = dpa (o0 R,0--- —h—}M. - —‘p—> R, 0), cette forme
bilinéaire associe le nombre w o v = (p o XY (0), qui mérite d'étre appelé, comme au
chap. 1, § 1.1, dérivée directionnelle de ¢ le long du vecteur v (el qQu'oD pourra
aussi noter vg comme au chap. 3, §1.3).

Pour montrer que la {forme bilinéaire ainsi définie est non dégénérée, il suffu
d’exhiber deux bases, duakles I'une de I'autre, des espaces vearoriels ToM et TgM. Pour
cela on choisit une carte locale x = (x1 xm) de (M, a) (carte locale de M centrée
en a}, et I'on définit 35, (i = 1.---.m) comme le vecteur tangent 4 M en a dont outes
les coordonnées dans la carte x sont nulles sauf la tiéme qui vaut 1 ; dire gu’un
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point mobile \ a 35 pour vecteur vitesse, c’est dire que (x5 0 M)'(0) = 8;; (symbole de
Kronecker), ce qui s’écrit encore :

dxj 0 dx; = By *)

('indice a est sous-entendu dans dy, différentielle en a de la fonction x; : le contexte
indique assez clairement que nous nous plagons en a).
Nous avons ainsi construit, comme annoncé, deux bases duales I'une de l'autre :

axl .---,axm d(_’. TGM
dq ,---.dxn de TgM

Notations Pour suggérer que les vecteurs cotangents s’identifient 2 des formes
linéaires sur I'espace tangent, on note «{(v) ce que nous avons précédemment noté
wo v, En résumé, pour o = dga , v = \'(0), on écrit :

wlv) = (p o NY(0) = vp

]
dea (v).

autant d'écritures différentes pour un méme nombre !
Il faut savoir naviguer a 'aise entre ces diverses notations, et savoir les utiliser
notamment pour écrire les coordonnées d’un (co)vecteur dans une carte : dans la
carte x = (x1.---.xm) (x € Ciig) les coordonnées d’un vecteur v s'écrivent :

dx(v), - - -, dxm(v)
tandis que celles d’un covecteur o s’écrivent :

(l)(axl)p"‘.U)(ax‘.“).

Remarquons que, d’aprés la formule (*), I'identification ainsi obtenue de TaM et
TaM aR™ (via la carte x) transforme la forme bilinéaire étudiée en le produit scalaire
euclidien sur R™.

Notons enfin qu'a cause de la dualité entre espaces tangents et cotangents, tout
énoncé concernant des espaces tangents admet une traduction en termes d’espaces
cotangents et inversement. En pratique, on pourrait dire que I'espace tangent est plus
commode pour les raisonnements géométrigues, et I'espace cotangent pour calculer
(le « calcul différentiel » avec des dx . ---, dxm tel que nous I'avons pratiqué dans la
premiére partie de ce livre, et tel que 'ont pratiqué avant nous des générations de
mathématiciens, est un calcul dans I'espace cotangent).

L'application cotangente, transposée de I'application tangente A tout morphisme de
variétés pointées :

I
M,a---——N,b
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nous avons appris a associer deux applications linéaires :

Taf
TaM —— TpN

*

TaM — TgN.

1l résulte immédiatement des définitions 1.1, 1.1* de ces applications gqu’elles sont
transposées l'une de U'autre, ¢’est-a-dire que :

[(ran)@]wr = o[ (Taf) 03]

Cette « formule de transposition » mérite d'étre méditée. Apres en avoir compris le
« mot 2 mot » et la justification formelle (facile !), on regardera sa traduction dans des
systémes de coordonnées locales x et y des espaces source et but ; on se convaincra
qu’elle ne contient rien de plus que la formule (1.1)' du chapiwe 2, dont elle nous
propose une double lecture.
= Premiére lecture (application tangente) : on pense aux dx; = dxi(v) comme aux co-
ordonnées d'un vecteur v (vecteur tangent 2 la source) ; la formule (1.1)' donne alors
les coordonnées dy; du vecteur image par I'application tangente.
= Deuxiéme lecture (application cotangente) : les dy: sont des vecteurs cotangents au
but, mais I'application cotangente les transforme en vecteurs cotangents 2 la source,
dont la formule (1.1) donne I’expression dans la base constituée par les dx; .

2. Le théoréme des fonctions implicites entre en scéne

A quelles notions de calcul différentiel usuel (dans R") avons-nous fait appel jus-
qu'ici dans cette deuxiéme partie ?

Au chapitre 4, 2 presque rien : seulement au fait que le qualificatif « différentiable »,
accolé au substantif « application », se conserve par composition des applications —
ce que résume le slogan : « les applications différentiables forment une catégorie ».

Au chapitre 5 est intervenue la notion de différentielle d'une application ; mais la
seule chose 2 en retenir était son caractere linéaire, et le fait que la différentielle d’'une
application composée est la composée des différenticlles — ce que résume la notion
de « foncteur tangent ».

Les finesses du calcul différentiel commencent lorsqu’entre en scéne le théoréme
des fonctions implicites, ou sa variante géométrique, le théoréme d'inversion locale.

Théoréme Un morphisme de variétés f : M,a--- — N.b est un difféomorphisme
local siet seulement si Tqf est isomorphisme d’espaces vectoriels.

Ce théoréme, avec toutes ses conséquences (caractérisation des submersions,
immersions, etc.), se démontre exactement comme son analogue pour les sous-
variétés de R" (relire le § 4.4 du chapitre 2, qui a été rédigé de telle sorte qu’il
suffise de gommer le « sous » de « sous-variété » pour obtenir les énoncés qui nous
intéressent maintenant).
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Comme autres conséquences importantes de ce théoréme, il faut mentionner les
diverses caractérisations des sous-variété S d’une variété¢ M (cf. chap. 4, § 2.2) : ca-
ractérisation comme image réciproque d’un point par une submersion locale (« sys-
téme d’équations locales » d’'une sous-variété, en prenant RP comme espace but de la
submersion) ; caractérisation comme image locale d’'une immersion (« paramétrage
local » d'une sous-variété , en prenant R¢ comme espace source de 'immersion) ;
dans le langage du chapitre 4, § 2.2, I'analogue de la proposition du chapitre 2, § 2.3,
peut s’énoncer ainsi :

toute immersion injective et propre est un plongement.
3. Fibré tangent et champs de vecteurs

A partir de maintenant il sera commode de comprendre le mot « différentiabilité »
au sens C*° (ou C°). !

Construire un champ de vecteurs v sur une variété M, c’est associer a2 chaque point
a € M un vecteur tangent 3 M en ce point : v{a) e TaM. Mais nous voudrions que v(a)
« dépende différentiablement de a » : quel sens donner 2 cette expression, alors que
I'espace TaM dépend lui-méme de a ?

Au chapitre 3, nous avons proposé deux réponses (équivalentes) 2 cette question :
la premiére (chap. 3, § 1.4) était formulée en termes de composantes du champ de
vecteurs dans l'espace ambiant R" ol notre variété était censée étre plongée ; la
seconde (chap. 3, § 2.2) utilisait les coordonnées de ce méme champ dans une carte
locale.

Ne disposant pas a priori d’'un plongement de M dans R", nous ne pouvons nous
raccrocher qu'a cette deuxiéme réponse, dont ce qui suit est une reformulation.

3.0. Structure différentielle de I'ensemble des vecteurs tangents

Soit TM := J(}(IR.M ) I'ensemble de tous les vecteurs tangents en tous les points de
M (notation 0.2), et soit m : TM — M l'application qui, a chaque vecteur tangent
va € (TaM c TM), associe son « origine » a.

Pour toute carte x : U - UcR™ d’un ouvert U de M, notons x : « (U) - U x R™
Papplication qui, au vecteur tangent vq € TaM (ae U), associe le 2m-uplet de nombres :

xi(a),- -+, xmla), dxy(va),---, dxm(va)-

Cette application x est évidemment une bijection.
De plus, pour toute autre carte y, le 2m-uplet :

yi{(a).- - - .ymla), dyj(va),- - - . dym(va)
est relié au précédent par une formule de « changement de carte » qui s’écrit :

y = gx) (g=difffomorphisme de changement de carte)

> " 95gilx) dy.
=)

dyi
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Cette formule définit évidemment un difféomorphisme entre ouverts de R™ x R™ (dif-
férentiable en x; .- -+, xm et linéaire en dx, , - - -, dxm), de sorte qu’en faisant parcourir
4 x un atlas de M on obtient un atlas différentiable de T™, dont la classe d’équivalence
différentiable ne dépend que de la structure différentielle qu’on s’était donnée sur M.

L'espace TM est ainsi muni d’une structure canonique de variété différentielle 2 2m
dimensions, telle que la projection = : TM — M soit différentiable. Le couple constitué
par cette variété TM munie de sa projection « est ce qu'on appelle le _fibré tangent
a M. Dans le langage général des « espaces fibrés » (qui sera développé au chapitre
suivant), I’espace M est la base du fibré, TM en est I'espace total et © la projection ;
les espaces 7~ (a) (= TaM) en sont les fibres. Une section du fibré est un morphisme
v : M — TM tel que wov = Ty (ce qui est ici une autre fagon de dire que {a)e TaM 1) :
dans le cas présent ’est exactement ce que nous avons décidé d’appeler un champ
de vecteurs sur M (nous travaillons dans la catégorie des variéiés différentielles, ou
« morphisme » signifie « application différentiable » : dire que v est un morphisme
c’est donc dire que les coordonnées dx;(iAa)), - - - . dxm(1{a)) du vecteur (a) dans une
carte x sont fonctions différentiables de a).

3.1. Courbes intégrales et flot d'un champ de vecteurs

L'usage de cartes locales permet immédiatement de transposer a une variété M ce
qui a été dit au chapitre 3 sur I'intégrabilit¢ locale des champs de vecteurs (chap. 3,
§1) : on obtient ainsi les notions de courbe intégrale et de flot local d’un champ de
vecteurs sur M. Dans le cas d'un champ de vecteurs a support compact, ces notions se
globalisent : les courbes intégrales sont définies pour tout temps, et le flot est défini
globalement sur tout M comme un groupe 2 un parametre d’automorphisme (¢") de
M, c’est-a-dire une application différentiable

$ : RxM - M

ta - ¢ia)
telle que
& = My
¢t' od! = ¢l‘+t"

Un exemple simple de cette situation est fourni par I'étude 5.

3.2. Champs de vecteurs vus comme dérivations

Les champs de vecteurs sur M peuvent étre identifiés localement aux dérivations
qu’ils définissent sur I'algébre des fonctions différentiables sur M : étant donnée une
carte locale x de M au voisinage de q, tout champ de vecteurs sur M au voisinage de a
peut s’écrire :

UV=1D10x +---+UmdXm.

ou les fonctions vi e Cj5, sont les coordonnées du champ de vecteurs v dans la carte x.

3.3. Redressement local des champs de vecteurs non singuliers

Soit v un champ de vecteurs défini au voisinage de a dans M, et tel que va)=0.
Alors il existe une carte locale x de M au voisinage de a, telle que v = 3x, (le travail

a déja ét€ fait au chap. 3, §2.3).
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4. Fibré cotangent et formes différentielles de degré 1

De méme gu’un champ de vecteurs sur une variété est une section du fibré tangeint,
un « champ de covecteurs » (ou « forme différenticlle de degré 1 ») ¢st une section
du « fibré cotangent ». Bien que la définition du fibré cotangent (§ 4.0 ci-aprés) soit
€n tous points analogue 3 celle du fibré tangent, Pémde des formes différentielles
de degré 1 pose des problémes assez différents de I'étude des champs de vecteurs,
problémes que nous comprendrons mieux quand nouws les aurons placés dans le cadre
plus général des formes différentielles de degré quelcongue, en relation avec le calcul
intégral sur les variétés (chap. 8).

4.0. Structure différentielle de I'ensemble des covecteurs

Soit T M = JUM. R)g 'ensemble de fous les vecteurs cotangents en tous les points
de M, et soit w : T°M - M la projection évidente.

Pour toute carte x : U — UcR™ d’un ouvert M, notons w {U) = U x R™
Iapplicarion qui 2 un vecteur cotangent we T M (ae U) associe le 2m-uplet de nombres :

xia),---.xmla), £ = (@), --- . Em = wldx,).

Cette application est évidemment une bijection.

De plus, pour toute autre carte y, le 2m-uplet :
wla),--- . ymla), mp = wl(dy),-- -, nm = oldy,)

est relié av précédent par une formule de ¢ changement de carte » qui peut s’écrire ;

y

g(x) (g = difftomorphisme de changement de carte)
m
3%
ne = Z Ul &

ol (Ei) est une abréviation pour la matrice jacobienne (calculée au point y = g(x))
L

de I'application -
y—x=g w.

Ceue formule définit évidemment un difféomorphisme entre ouverts de R™ x R™
(différentiable en x ,- - -, xm et lin€aire en £, ,-- -, £m), de sorte qu'en faisant parcourir
a x un atlas de M on obtient un atlas différentiable de T*M, dont la classe d’équivalence
différentiable ne dépend que de la structure différentielle qu’on s'était donnée sur M.
L'espace T*M est ainsi muni d'une structure canonigque de variété différentielle 3 2m
dimensions telle que la projection w : T*M — M soit différentiable.

Cette variété T*M, munie de sa projection w sur M, est ce qu'on appelle le_fibré
cotangenta M.



Fibre cotangent et formes différentielies de degré 1 141

4.1. Formes différentielles de degré 1

Une section du fibré cotangent est ce gu'on appelle une _forme différentielle de
degré 1 (ou « champ de covecteurs »). Si x = (x1.- -+, xm) est une carte locale de M
en a, tout champ de covecteurs sur M au voisinage de a peut s’écrire :

w=£& dxg +--- +§{m dm,

o les fonctions & (eCjy,,) sont les coordonnées du champ de covecteurs.

On note ! [resp. Q}“.a] I'ensemble des formes différentielles de degré 1 sur M
[resp. I'ensemble des germes de telles formes au voisinage de a]. C’est évidemment un
espace vectoriel sur R, et méme un module sur 'anneau C°°(M} [resp. Cy7,] (le produit
d’une forme différentielle par une fonction est encore une forme différentielle 1).

De plus, on a une application linéaire :
d : C®(M) [resp. Ci5el = G (M) [resp. 0,]

qui 2 une fonction ¢ associe sa différentielle dyp, dont la valeur en tout point ae M
est do (a) = jil¢) (cf. 1.2*). Cette application vérifie la propriété (bien connue dans
R™) :

diey) = do+¢ di

4.2. Image réciproque d‘une forme différentielle

Soit f : M — N une application différentiable. A toute forme différentielle we Q1N
est associée une forme différentielle f* w e (! (M), appelée image réciprogue de o
par f, définie par :

(wla) = (To N w(fla)

et symbolisée par le diagramme :
af
M — Tf(a)N
(f*Xa) m(f(a)) )

En particulier, si @ = d¢ (p € CWW)), il est clair que o = dip o ) (revoir au
§ 1.1" la déhnition de I'application cotangente). Autrement dit, en notant aussi f*
I'hommomorphisme de I'algébre C°{M) dans I'algébre C°°(N) qui a ¢ associe ¢ o f, on a
un diagramme commutatif d'applications linéaires :
L] f’ O
CHM) +— (W)
id 1 d

al(m) <f— QL.

Bien entendu, ce qui précéde est vrai aussi au niveau local ;

cﬁja — cf%?ﬂﬂ}
i d 1d
ft

S 1
QMJ‘: QN' finh -
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De plus, f* respecte évidemment 1a structure de modute de Q! en ce sens gue pour
ve Cpay - wE Qfl\r,f(a) onafpw ="¢ - f*u.

Ces diverses remarques fournissent une méthode pratique de calcul de Pimage
réciprogue : si w est donnée, dans une carte locale y = (¥ .- -.yn) de N au voisinage

de fla), par :
w=mydiy+--+ndyn  (ni€ CRipay) -

J*w sera donnée au voisinage de a par :

Lo= " dfTyd+- -+ 0 &fyn).

4.3. Différentielles exactes

Une forme différentielle o e Q1(M) est dite exacte s°i] existe une fonction ¢ € C°(M)
telle que w = de, c'est-a-dire w{a) = dpg pour tout a € M.

Le probléme de reconnaitre si une forme différenticlle est exacte peut se décompo-
ser en deux :

i) Probléme local : 3 quelle condition sur we (2}, . peut-on construire au voisinage d’un
point & donné une fonction ¢ e Ci7, telle que w = dyp ?

iiy Probléme global : les conditions locales étant supposées vérifiées partout, peut-on
construire ¢ globalement sur M ?

La réponse au probléme local s'exprime simplement dans une carte locale : écrivant
w=Edag+ - -+Emdxm  (Ei€Cff o), on voit que 'exactitude locale de w signific I'existence
dune fonction ¢ € Cpp, telle que & = dx¢ ; une condition nécessaire évidente est
dx£; = dx;Ei pour tous i et il résulte de Pétude 3 (exercice 2) que cette condition est
suffisante.

La réponse au probléme global est plus difficile ; nous en reparlerons au chapitre 8.

Commentaire Nous retrouvons ici, dans un autre langage, des problémes déja abor-
dés dans I’étude 3 sur les champs de gradients.

Si I'on peut parler de &« champs de gradients » dans R", ¢’est parce que le produit
scalaire euclidien dans R" permet d’identifier espace tangent et espace cotangent. Plus
généralement, on appelle variété riemannienne une variété M dont les espaces tan-
gents ToM ont été munis d’une structure euclidienne (forme bilinéaire définie positive)
variant différentiablement avec a : c’est le cas par exemple de R™ (avec sa structure eu-
didienne canonique), ou de toute sous-variété de R" si on munit ses espaces tangents
de Ia structure euclidienne induite par celle de R". La donnée sur une variété d’une
structure riemannicnne permet d'identifier espace tangent et espace cotangent, et par
conséquent de définir une notion de « champs de gradients » ( <= différentielle
exacte). Mais dans les raisonnements mettant cn jeu la structure riemannienne on
prendra garde i ne pas laire de difféomorphisme ne respectant pas cetie structure.
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ETUDE 5
Familles a un paramétre de droites de plan

Dans toute I'étude, P désignera un plan affine ou projectif, et P 1a variété des droites
de ce plan.

1 Etude de I'espace tangent a P en un point D,

Soit Dy une droite du plan, qu’il s’agit de « mettre en mouvement » . On se
propose de dresser une liste de mouvements simples dont les vecteurs « vitesse
initiale » remplissent tout I'espace tangent Tp, P, C’est-a-dire tels que tout mouvement
soit tangent a I'instant t = 0 2 'un des mouvements de la liste (et a un seul).
Exemple de liste possible (P étant un plan affine euclidien) :

i) Translations rectilignes uniformes (la droite D(t) reste paralléle a Dy, son écart a Dy
étant fonction linéaire du temps ) ;

ii) rotations autour d’un point gp € Dy, avec une vitesse angulaire uniforme w.
Justification Dans des coordonnées cartésiennes (x.y) de P, ou Dy est la droite
d’équation y = 0, toute droite D voisine de Dy est donnée par une équation :

y=px+q-

Le couple (p = p(D),q = g(D)) est un systétme de coordonnées locales de P au
voisinage de Dy . Dans ces coordonnées, un mouvement de type i) s’écrit :

pty = 0
gty = «ct
et un mouvement de type ii) :
pit) = tgot
qt) = —xtgwt

(o0 xg est I'abscisse du point ag € Dp).
Les coordonnées du vecteur « vitesse initiale » D sont pour le mouvement i) :

(dp®) =0 , dq(d) =c)
et pour le mouvement ii) :

(dp(i')]:m , dq(fJ)=—xUm)

En donnant 2 ¢, , x toutes les valeurs possibles on remplit bien tout RZ, donc
tout 'espace tangent 2 P.

Corollaire Caractérisation de la direction du vecteur vitesse

Ce qui précéde permet de classifier tous les mouvements possibles par la direction
de leur vecteur vitesse :
i) mouvemnents tangents a des translations (dp = 0) : leurs vecteurs vitesses sont
tous colinéaires ;
i) mouvements non tangents a des translations : la direction de leur vecteur vitesse
est caractérisée par la donnée du centre ag € Dy de la rotation a laguelle ils sont
tangents. Ce point ay est appelé point caractéristique du mouvement {ou de son
vecteur vitesse) a l'instant t = 0.
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EXERCICE On fait tourner la droite Dy autour d’'un point gy non situé sur Dp.
Montrer que ce mouvement (qui n’est pas tangent a une translation) a pour point
caractéristique le pied de la normale abaissée de ag sur Dy .

Remarque Le fait que nos « rotations » ii) aient été choisies avec une vitesse angulaire
constante o n'est évidemment pas essentiel (seule compte la vitesse initiale ). C'est
seulement par souci du concret que nous avons fait intervenir dans ce qui précede des
notions métriques (« distance », « angle »...). Un travail analogue aurait pu étre fait
aussi bien dans un plan affine non muni d’une structure euclidienne, et aussi par con-
séquent (s'agissant de notions locales) dans un plan projectif. Cavantage de travailler
dans un plan projectif est qu'on n’a pas a distinguer deux types de mouvements : le
point caractéristique est défini pour tout mouvement de vitesse non nulle (les « mou-
vements de translation » du cas affine sont ceux dont le point caractéristique est « a
linfini »).

Résumé Tout mouvement d’une droite du plan est tangent 2 un mouvement au
cours duquel la droite passe par un point fixe, appelé point caractéristique (en
convenant que celui-ci est « a 'infini » dans le cas des translations affines). Ce
point est défini de fagon unique dés lors que le vecteur vitesse D n’est pas nul, et
il caractérise la direction de .

Dans des coordonnées affines (x, y) ou I'équation d’une droite s’écrit :

y=px+aq.
I’abscisse xy du point caractéristique est donnée par la formule :

Xodp +dg =0.

2 Enveloppes

Etant donnée une courbe T c P (famille 2 un paramétre de droites du plan), on
se pose le probléme de trouver une courbe Cc P dont I' constitue 'ensemble des
tangentes.

Une telle courbe C, si elle existe, est appelée enveloppe de la famille de droites.

2.1 Calcul pratique de I'enveloppe

Supposons le probleme résolu, c’est-a-dire que I' soit I'ensemble des tangentes 2
une courbe lisse Cc P. Dans des coordonnées affines (x. y) oui la courbe C est donnée
par une équation y = f(x), la pente de la tangente s'écrit p = f'(x), d’oti 'on tire
q=f(x) — xf'(x).

Différentiant ces formules on obtient dg = —x dp, d’oti la conclusion : quand le
point a = a(t) parcourt C, le mouvement de la tangente D(t) 2 C en a admet pour point
caractéristique a chaque instant le point a(t).

Nous disposons ainsi d’'une méthode pratique de calcul de I’enveloppe :

l'enveloppe d’'une_famille a un paramétre de droites est le lieu des points caractéris-
tiques de cette _famille.
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2.2 Exemples

Le lecteur est fortement encouragé a essayer d'appliquer la méthode précédente 2
la famille des normales & un cercle, puis 2 la famille des normales 4 unc parabole (ce

deuxieme exemple donne un joli dessin).

2.3 (Critéres de lissité

Les exemples du paragraphe 2.2 montrent que la notion d’enveloppe n'est pas
tout 2 fait aussi claire que semble le suggérer le paragraphe 2.1. Allons-nous encore
parler d'enveloppe si fe licu des points caractéristiques n'est pas une courbe, ou si
c’'est une courbe non lisse ? Inversement, le fait qu'une courbe C soit lisse entraine-t-il
automatiquement que 'ensemble I de ses tangentes soit une courbe lisse de P, et ne
serait-il pas raisonnable de chercher i définir une notion d’enveloppe d'une famille T’
non lisse ?

Si 'on wenvisage que I'aspect locad du probléme, les deux guestions suivantes
(symétriqucs 'une de I'autre) sont les premiéres 4 se poser naturellement.

Question C: étant donnée une courbe lisse Cc P, 4 quelle condition I'application :

v : C= P,

qui 2 a associe la tangente 4 C ¢n q, est-elle une immersion ?
Question I : éant doanée une courbe lisse M'c £, 2 quelle condition application :

o:I'=P

qui A D associe le point caractéristique du mouvement de D le long de T, est-elle une
immersion ?

Réponse i la question C : avec les notations du paragraphe 2.1, munissons C
de la coordonnée locale x, et P des coordonnées locales (p, g). Dans ces coordonnées

I'application v¢ s’exprime par :

x— (p=1'), g=fl)— xf(x).

et son application tangente par :
(dp = f"1x) dx, dg=—x dp]

Cette application tangente est donc injective  si ¢t seulement si dip| C) 0, Cest-a-
dire f"(x)20, ce qui signifie géométriquement que la courbe €a un contact quadratigue
avec 5a tangente.

Commentaire explicatif : une courbe lisse d'un plan affine (ou projectif) est dite
avoir un contact quadratique avec sa tangente [resp. une tangente d'inflexion ordinaire)
si dans des coordonnées affines (x, y) centrées au point considéré et telles que la
tangente ait pour éguation y = 0, la courbe peut 5'écrire localement y = glx) avec o~cx’
fresp. ¢ ~ cx3] (c=0).

Une caractérisation équivalente est la suivante : dans des coordonnées affines
quelconques ol la courbe estlocalement le graphe d’une fonction y = f(x), I'abscisse xg
du point considéré n'est pas un point critique [resp. est un point crifigue quadratique)
de la fonction x — p{x) = f'(x) (pente de la tangeatc).
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Réponse a la question T : toujours avec les notations du paragraphe 2.1 et en
supposant I' non tangente a une translation, on peut prendre p comme coordonnée
locale sur la courbe I, dont I’équation peut s’écrire g = g(p).

En prenant (x, y) comme coordonnées locales sur P, I'application ¢ s’exprime par :
p— (x=—4d'(p). y=—pdp) +gp),
et son application tangente par :
(ax=-d"(p) dp.dy = p dx).

Cette application tangente est donc injective si et seulement si d(x|TI') # 0, c’est-a-
dire ¢’ (p)20, ce qui signifie géométriquement que la courbe I a un contact quadratique
avec sa tangente (rappelons que (p, g) est une carte affine d’un ouvert du plan projectif :
cf. Chap. 4, exercice 9).

Conclusion : dans le cas (et seulement dans le cas) ol C [resp. I'] est une courbe
lisse ayant un contact quadratique avec la tangente, I'application yc [resp. Cr] est
une immersion — dont I'image locale T [resp. C] a aussi un contact quadratique
avec sa tangente.
2.4 Singularités génériques
« En général », une courbe lisse choisie « au hasard » n’aura pas partout un con-
tact quadratique avec sa tangente : en certains points isolés elle aura une tangente
d'inflexion ordinaire.
Supposons par exemple que la courbe lisse I'c P ait au point p = g = 0 une tangente
d’inflexion ordinaire d’équation g = 0.
Alors, avec les notations ci-dessus, la fonction g est de la forme :

gp) = 6p3 + O(ps).

ou c est une constante #0 (disons c = 1 pour alléger les notations).

L'application ¢ s’exprime alors par :

p (x= —-3p% + olp?). y=—2p° +0(pa)).

et son image C a un point de rebroussement a I'origine (Fig. 1).

C .
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Ce résultat permet de comprendre pourquoi les enveloppes des familles 2 un
parameétre de droites du plan ont en général des points de rebroussement (cf. par
exemple le deuxiéme exemple du paragraphe 2.2), impossibles a éliminer par petites
déformations de la famille (observer, dans un bol de café au lait dont on fera varier
I'inclinaison, la « caustique » de réflexion de la lumiére le long des parois du bol ; la
« caustique » est 'enveloppe des rayons lumineux : cf. Fig. 2).

En effet, il est facile de démontrer que la propriété pour une courbe plane d’avoir
une tangente d'inflexion ordinaire est préservée par toutes déformations assez petites
de la courbe (utiliser I'exercice 3 de I'étude 1).

Lectures recommandées

Une excellente initiation aux enveloppes (niveau lycée !) est le petit livre de V.C.
Boltyanskii (trad. anglaise : Envelopes, Pergamon 1964).

Je recommande aussi, pour la culture, 'introduction de I'article de R. Thom, « Sur
la théorie des enveloppes » (J. Maths Pures Appl. XLI, 2 (1962)) (reproduite ci-aprés ;
les théorémes 4 et 5 du paragraphe Il se lisent également trés bien).

n

Figure 2. Caustique de réflexion dans un bol de café au lait.

Suite suggérée
Le lecteur peut dés maintenant lire I'introduction de I'étude 6 (enveloppes des
familles de courbes), et faire I'® exercice recommandé ».

3 Récréation : centre instantané de rotation
On fait se mouvoir une feuille de papier posée sur une table, sans la soulever de
la table.

Probléme Montrer qu’a chaque instant son mouvement (supposé différentiable)

¢st tangent soit 2 un mouvement de translation rectiligne uniforme, soit a un

mouvement de rotation (2 vitesse angulaire uniforme) autour d’un point du plan.
Commentaire Ce point, qui peut varier avec le temps, est appelé centre instantané
de rotation. On pourra trouver des exemples concrets dans le livre de Boltyanskii
déja cité.
Indication Montrer que I'ensemble M de toutes les positions possibles de la feuille
de papier est une variété, et imiter la démarche décrite au paragraphe 1.

Pour définir la structure de variété de M, on pourra imaginer qu'on a marqué un

point de la feuille (par exemple I'un de ses coins) ainsi qu'une demi-droite issue de ce
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point (par exemple I'un des bords de la feuille) ; se donner une position de la feuille
équivaut donc 2 se donner, dans le plan de la table, la position du point marqué et la
direction de la demi-droite marquée. Un choix de coordonnées cartésiennes dans le
plan de la table nous fournit ainsi une bijection entre M et R% x S!, bijection qui permet
de « transposer » sur M la structure de variété différentielle de RZxS! (exercice : vérifier
que deux choix différents de « marquage » de la feuille donnent deux bijections qui
se déduisent I'une de I'autre par un difféomorphisme de R? x S!, de sorte que la
structure différentielle ainsi définie sur M « ne dépend pas du marquage »).

4 Introduction a la géométrie de contact

Le lecteur aura sans doute remarqué que les calculs du paragraphe 2 n'ont fait
intervenir qu’un trés petit nombre de formules, trés simples et n'utilisant que trés peu
de lettres (x, y, p, q, - - -), mais que les mémes formules se retrouvent 2 divers endroits
du texte avec des significations différentes, la méme lettre pouvant désigner selon le
contexte soit une fonction sur P ou P, soit la restriction de cette fonction 2 Cou T,
soit la composée de cette fonction avec I'une des applications yc ou ¢cr.

Une bonne fagon de comprendre pourquoi ce sont toujours les mémes formules
qui reviennent est de ne pas travailler dans P ou P mais dans la variété des éléments
de contact, que nous noterons P : c’est I'ensemble des couples (a,D) € P x P tels
que a € D. Cet ensemble est une sous-variété 2 trois dimensions de P x P : dans les
coordonnées locales (x.y; p.q) de P x P, le sous-ensemble P est défini par I'équation
Y = px + q, et peut donc étre vu comme le graphe d'une application (x. p, g)— y, ou si
I’on préfere comme le graphe d’une application (x, y, p)— g (de sorte que (x, p, g) aussi
bien que (x, y, p) peut étre pris comme systéme de coordonnées locales sur P).

4.1 Le champ de contact sur P

Notons 7 [resp. 7] la projection canonique de P sur P [resp. P]. A tout vecteur
tangent v e Ta'ﬁ (a = (a, D)) I'application linéaire tangente a =« [resp. 4] associe un
vecteur ve TqP [resp. De TpP).

Lemme Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
i) vesttangentaDena ;
ii) b admet le point a comme point caractéristique {avec la convention que st b = 0

tout point de D est caractéristique).
L'ensemble des vecteurs e Ta? vérifiant ces propriétés est un sous-espace vectoriel

a deux dimensions de TEF‘.

Preuve
L'une comme I'autre des deux propriétés équivaut a dire que w(v) = 0, ol w désigne
le covecteur :

w=dy—-pdx=xdp+dgq.

Autrement dit, v € Ker w(a), plan vectoriel défini par I'annulation de la forme
linéaire w(a). ()
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Conclusion A chaque point @ de notre variété 2 trois dimensions P est ainsi asso-
cié, de fagon canonique, un sous-espace vectoriel 2 deux dimensions de I'espace
tangent en a 2 cette variété.

On I'appelle le plan de contact en &, et I'on dit que la variété P est munie
d’un « champ de plans tangents », le champ des plans de contact.

4.2 Courbes legendriennes

Une courbe lisse Ac P est dite legendrienne i elle est partout tangente au champ
des plans de contact, c’est-a-dire si sa tangente en tout point est incluse dans le plan
de contact en ce point. Avec les notations de la preuve du lemme du paragraphe 4.1,
cela équivaut 2 dire que o] A = 0, ce qui donne une fagon simple de vérifier qu'une
courbe est legendrienne.

On en déduit immédiatement que les courbes suivantes sont legendriennes :

i) m Ya) (aeP);

i)y # (D) (De P);

iii) I'ensemble C* des éléments de contact « attachés » a une courbe lisse Cc P : nous
entendons par la les couples (a, D) tels que a e C et tels que D soit tangentea Cen a ;
iv) I'ensemble *T" des éléments de contact « attachés » 2 une courbe lisse I'c P :
nous entendons par la les couples (a. D) tels que De I' ¢t tels que a soit le point
caractéristique des vecteurs tangents 4 I' en D.

4.3 Courbes legendriennes « en position générale »
par rapport aux projections ,

Soit A c P une courbe legendrienne, et soit & = (ag. Dp) un point de A. D'aprés
I'exercice 6 du chapitre 2. dire que 7| A [resp. 4| A] est une immersion (locale en ap)
équivaut 2 dire que A n’est pas tangente en Gy 2w~ Nap) [resp. 2 & ~1(Dp)], condition
que nous traduirons par I’expression : « A est en position générale (en ag) par rapport
a  [resp. qr] ».

En notant C [resp. I'] le germe de courbe lisse en qp [resp. Dy), image locale de
cette immersion, on voit immédiatement que A coincide alors, au voisinage de ag.
avec I'ensemble C* [resp. *T'] des éléments de contact attachés a C [resp. I']. En
d’autres termes, sous I'hypothése de position générale il n'y a pas d'autres courbes
legendriennes que celles des exemples 4.2 iii) et iv).

Compte tenu de la conclusion de 2.3, nous en déduisons que la propriété pour A
d’étre en position générale a la fois par rapport a 7 et a 4 équivaut a I'une comme a
I'autre des deux conditions suivantes :

i) A = C*. ou C est un germe de courbe lisse de P en contact quadratique avec sa
tangente ;

ii) A = *T, ot [ est un germe de courbe lisse de P en contact quadratique avec sa
tangente.

4.4 Courbes legendriennes en position non générale

Remarquons d’abord que 7~ '(ay) et i ~!(Dy) ne sont jamais tangentes, de sorte
que la perte de position générale ne peut jamais avoir licu simultanément par rapport
amwet .

Considérons par exemple le cas ou1 A est tangente 2 w7~ (ag). N'étant pas tangente
a % ~1(Dy), elle est donc localement de la forme A = *T, o I est une courbe lisse de P.
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Exemple type Soit [ la courbe de P donnée dans les coordonnées p, g par I'équation
g = p° (cas le plus simpe de courbe ayant une tangente d'infliexion). On déduit de
I'éguation xdp +dg = 0 que ki coordonnée x d'un élément de contact attaché a T vérifie
x =—38p%, de sorte que ka coordonnée y vérific y(= px + q) = —2p°.

Dans la carte (x, p, g} [resp. (x.y. p)] la courbe A = "T apparait ainsi comme une
courbe gauche de R3, tangente a I'axe des p.

La figure 3 i) [resp. 3 ii)] représente cette courbe ainsi que sa projection sur le
plan des (p, @) |resp. sur le plan des (x, y)], projection qui présente comme prévu unc
tangente d'inflexion ordinaire [resp. un point de rebroussement ordinaire] : voir le
paragraphe 2.4.

X

siscmad |maana

-
[

Figure 3. Restrictions des projections # et w a la courbe A. Sur chacune de ces deux
figures Ia direction de projection a élé choisie verlicale, de sorte que fe plan de contact en
chague point a e A est le plan vertical langent & A {ayant comme projection sur le plan
horizontal fa tangente a la courbe T ou C).
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Conclusion provisoire Lexemple précédent se généralise immédiatement a
q =0 +op®), avec essentiellement les mémes résultats. La propriété conjointe pour T’
[resp. C| d’avoir une tangente d'inflexion ordinaire [resp. un point de rebroussement
ordinaire] admet une traduction {gue nous donnerons plus tard) en termes de géomé-
trie de la courbe A (position de A par rapport au champ de directions @~ =1 ( T (Ei)),
représenté par les segments verticaux de la figure 3 ii). Cette propriété est stable par
petites déformations legendriennes de 1a courbe A, mais elle cesse de I'étre si I'on ou-
blie de demander a la courbe déformée de rester legendrienne (exemple : les courbes
pr (x = =3p%. y = —2p° + £p) sont, pour tous £ # 0, partout en position générale par
rapport 2 la projection ).

Nowus reviendrons plus tard sur ces questions, que nous généraliserons aux familles
de courbes sur les surfaces (étude 6). Voici maintenant I'introduction de I'article de
René Thom annoncée ci-dessus.
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Sur la théorie des enveloppes
par M. René THOM
(Université de Strasbourg)?

Introduction La récente réforme des études de licence en mathéma-
tiques a complétement évincé des programmes la théorie des enveloppes.
Sans vouloir discuter ici d'une réforme i beauccup d'égards bénéfique,
je ne puis que trouver cette disparition tres regrettable ; rappelons, pour
mémoire, le role des enveloppes dans la théorie des équations différen-
tielles (intégrales singuli¢res), et des équations aux dérivées partielles ;
mais est-il concevable qu'un professeur de lycée ait quelgue usage des
problémes de Géométrie élémentaire, sans connaitre — ne fiit-ce qu’ap-
proximativement — les phénoménes généraux de cette théorie ? Méme
d’un point de vue pratigque, la théorie des enveloppes rend compte de
phénoménes familiers, sans elle inexpligués ; pour s’en convaincre, il
suffit d’observer, i l'intéricur d’un bol hémisphérique de café au lait con-
venablement éclairé, la structure cuspidale des caustiques de réflexion,
et leur variation lorsque I'éclairage se modifie.

A vrai dire, l'origine de cette condamnation se discerne aisément ;
c’est le caractere insuffisant, non rigoureux, de la théorie classigue, gu'on
doit mettre en cause. Pour tout professeur épris de clarté et de précision,
I'exposé des enveloppes, avec sa longuce liste de phénoménes exception-
nels : poins hixes, points singuliers, courbes stationnaires, etc., tourne
rapidement au martyre : car rien nassure que tous les phénoménes
pathologiques ont ét€ effectivement catalogués. Ainsi la théorie, par sa ri-
chesse méme, refuse de se plier aux cancns d’une pédagogic rigourcuse :
il faut sans doute voir 11 une des raisons majeures de son exclusion des
pr()grammt‘:s.

Larticle qui suit, dans sa premiére partie, a pour but de donner i la
théorie des enveloppes les fondemems théorigues dont elle a jusgu'a
présent manqué. A cet effet, le probléme est envisagé avec la plus grande
généralité possible : on est ainsi amené 2 replacer la théorie dans le cadre
plus général de la théorie des singularités dapplications différentiables,
gue divers auteurs ont récemment développée ([3], [6]). Deux idées
centrales se dégagent de cetie ¢wde ;

1° Distinguer parmi les singularités que peuvent présenter les en-
veloppes, deux grands types : les singularités « stables » (ou « généri-
ques 1), qui subsistent lorsqu’on déforme suffisamment peuw 1a famille
de sous-variéiés dont on prend 'enveloppe, et les singularités instables
(* non génériques ») qu'une déformation arbitrairement petite de 1a fa-
mille fait disparaitre. Une pédagogie saine devra se borner i la deserip-
tion des singularités stables, qgui sont (A ce gqu’on peut supposer) en
nombre fini, en délaissant provisoirement les singularités instables, qui

2 J. Maths Pues Appl. XL1, 2 (1962). Reproduit avec Faimable autodisation des Editions Gauthier-
Villars.
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ne pourront de toute fagon pas faire I'objet d'une description exhaustive,
parce qu’il y en a une infinité.

2° Alors que la pédagogie classique s’efforce (au prix de quedles dif
ficultés 1) d'isoler 'enveloppe géométrique au sens classique de compo-
santes telles que variétés stationnaires, etc., usuellement considérées
comme parasites, on verra que cete distinction est tout 4 fai arbitraire, et
devrait étre rejetée. En effet, I'existence d’une enveloppe au sens large est
un phénomeéne trés général ; au contraire, lenveloppe géométrique au
sens classique ne se présente que si des inégalités portant sur le nombre
r des paramétres sont vérifiées (en fait, si la dimension r de la famille
n’est pas trop différente de la codimension m des sous-variétés gu'on fait
varier).

Bien entendu, les considérations qui vont suivre ne pourront pas
étre wransplantées telles quelles dans Penseignement ; mais du moins,
je l'espére, elles indiguent la voie a suivre pour sortir 1a théorie du
chaos o elle se débat encore actuellement. Dans une deuxiéme partie,
j'applique la théorie des singularités des applications différentiables au
cas d’enveloppe le plus simple : famille compacte 2 un paramétre de
droites dans le plan projectif. On retrouve ainsi des résultats connus de
Géométrie hnie [2] ; leur généralisation aux dimensions supérieures ne
manguerait pas d’intérét.



154 Chapitre 5 : Tangence

ETUDE 5bis
Champs de vecteurs constants sur les tores

1 Nous avons défini dans P'étude 4% Patlas des « systtmes de coordonnées
angulaires » sur le tore T" = R" /27 Z". Comme deux systémes de coordonnées angu-
laires sur T" ne different que par une translation :
(61.---.6n) > (61427 ky .-, 0n +2 7 kn),

il est clair que le champ de vecteurs dg, (ainsi d’ailleurs que la forme différentielle d6;)
ne dépend pas du choix du systéme. Le tore T" est ainsi muni canoniquement de n
champs de vecteurs dg, ,---,dp, (et de n formes différentielles do, ,---,dbn) linéaire-
ment indépendants en tout point.

On appellera champ de vecteurs constant sur T" toute combinaison linéaire 2
coefficients constants de ces « champs de vecteurs de base ».

La notion de « champ de vecteurs constant » peut aussi étre présentée de fagon
plus intrinséque, sans privilégier une base. Soit 7 : A = A/} I'application canonique
de passage au quotient d’un espace affine A de dimension n par un réseau Q de
translations de A (cf. étude 4'", § 1).

Sur A, les « champs de vecteurs constants » sont les champs de vecteurs invariants
par translation. Ils forment un espace vectoriel 2 n dimensions. Etant invariants en
particulier par I'action de £, ils définissent donc (via le diffomorphisme local 7) des
champs de vecteurs sur le tore A/(), que nous appelons champs de vecteurs constants
sur le tore.

Sur A, le flot d’un champ de vecteurs constant est un groupe A un paramétre de
translations de A. Toute translation 7 de A induit par passage au quotient un difféomor-
phisme 7 du tore appelé translation du tore, qui rend commutatif le diagramme :

A —s A
1l 7
A/Q — A/Q.

Le flot d’'un champ de vecteurs constant sur le tore est ainsi un groupe a un
parametre de « translations » du tore.

Travaux pratiques

i) En figurant le tore T2 par un carré dont les cOtés opposés sont identifiés, on
dessinera les trajectoires intégrales d’un champ de vecteurs constant v = a; ay, +agdg, ,
pour des valeurs simples de a; , az . On constatera que I'allure des trajectoires dépend
de fagon cruciale des propriétés arithmétiques du couple (g , ap), chaque trajectoire
recoupant d’autant moins souvent les bords du carré que a; et az sont dans des
rapports rationnels simples ; s’ils sont dans un rapport irrationnel, chaque trajectoire
intégrale est dense sur le tore !

Question : existe-t-il un difféomorphisme du tore dans lui-méme qui transforme le
champ de vecteurs 9g, en g, + dp, ? Essayer de trouver un énoncé général dont ceci
soit un cas particulier.
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ii) En considérant le tore comme surface plongée dans R?, on cherchera a redessiner
les trajectoires intégrales trouvées en i). Il sera commode d’adopter la convention
graphique de la figure 6 ii) de I'étude 2 (« tore vu de face »). Certains de vos dessins
ne font-ils pas penser 1 la figure 5 de I'étude 3" (précession du périhélie des orbites
planétaires) ?

2 Lien avec I'étude 3bis

2.1 Le paragraphe 1 de I'étude 3P nous a montré que sous certaines hypothéses les
courbes intégrales A d’un oscillateur a2 une dimension sont des courbes périodigues,
ayant pour images dans le « plan des phases » (p, g) les courbes d'énergie constante Cg .

EXERCICE Sous les hypotheses de I'étude 3P, paragraphe 1, montrer que la courbe
d'énergie constante Cg est diffeomorphe au cercle S! = R/2 7 Z, par un difféomor-
phisme qui transforme le champ de vecteurs vy | Cg €n un champ de vecteurs constant
sur S! (idée : paramétrer la courbe Cg par le temps).

2.2 Dans le cas du probléme de Kepler 2 deux dimensions (cf. étude 3°%, § 2), le
méme raisonnement appliqué au mouvement radial donne dans le « plan des phases
radial » (r, py) une courbe Cg . qui pour de « bonnes » valeurs de (E, k) (énergie et mo-
ment argulaire) sera aussi difftfomorphe a un cercle. Il en résulte grice a I'invariance
par rotation que dans le plan des phases R? x R? la surface :

TEk = {(p. Qe R? x Rle(p. Q@ =E, K(p.q)= k}

est difffomorphe 2 un tore, puisque c’est le produit du « cercle » Cgy par le cercle
trigonométrique du plan des g (paramétré par I'angle ¢ € R/2 7w Z). La figure 5 de
Pétude 3P peut donc étre considérée comme représentant, en projection sur le plan
des g, une trajectoire intégrale du champ vy sur ce tore.

Nous monrtrerons dans I'étude 8 un résultat analogue i celui de I'exercice ci-dessus
et qui se généralise en dimension supérieure :

le difféfomorphisme entre la variété T et le tore standard peut étre choisi de
fagon a transformer le champ de vecteurs vy en un champ de vecteurs constant
sur le tore (ce choix est d"ailleurs canonique).
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Espaces fibrés

En définissant la notion de champ de vecteurs [resp. champ de covecteurs| sur une
variété M, nous avons été amenés a considérer la famille, paramétrée par ae M, de
1ous les espaces tangents TaM [resp. espaces cotangents Tg M), 4 mettre une structure
différentielle sur I'« espace total » de cette familfe (cf. chap. 5, §3 et 4). Nous avons
obtenu ainsi la notion de fibré tangent [resp. fibré cotangent).

Nous aurons maintes fois I'occasion de rencontrer des situations analogues, ol
I'on « recolle » une famille (Eg) d'espaces, paramétrée par un point a d’une variété M,
pour obtenir ce quwon appelle un fibré sur M.

Lorsgue les espaces que I'on recolle sont des espaces vectoriels, on obtient (sous
certaines hypothéses sur la fagon de les recoller) ce qu’on appelle un fibré vectoriel.
§'il s’agit d’espaces affines, ou projectifs, etc., on parle de fibré affine, de fibré projeciif,
etc. (par exemple, I'éude des enveloppes de familles de droites du plan conduit 2
étudier des « fibrés en droites affines »_..).

Ce chapitre présente les notions de base de la théorie des espaces fibrés, d’abord
dans le cadre trés général de la catégorie des espaces topologiques, puis en restrei-
gnant i la catégorie des variéeés différentielles.

Comme souvent en mathématiques, 'bypergénéralité de la présentation est mo-
tivée d'une part par la grande diversité des sitvations ol les notions étudiées ont
vocation A intervenir, d’autre part par un souci de clarté conceptuelle (comprendre
quel endroit telle hypothese intervient...).

En contrepoint a cette présentation hypergénérale, le theme d'étude qui suit (¢ en-
veloppes de familles de courbes ») nous offrira I'occasion de manipuler ces notions
sous toutes leurs facettes, dans un contexte concret ol elles n'apparaitront pas gra-
tuites (du moins, je l'espére !). .

En guise de « mise en train », commengons par un exemple simple, peut-éure
rexemple le plus simple de fibré en droites non trivial.

Exemple introductif Soit Q la variété des droites affines de &% (ou d'un plan
affine A). C’est une variété différentielle a deux dimensions, et en associant a toute
droite D e {1 sa direction on obtient une application différentiable :

R Y 1

ot P! est la droite projective, ensemble des directions de droites de B2 |resp. A].
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Pour tout 8 e P!, 7w1(8) est I'’ensemble des droites affines de direction 8 : c’est
donc une droite vectorielle [resp. affine] :

n1(3)=R%/5 [resp. A/?),

ou /8 désigne le quotient par la relation d’équivalence qui identifie deux points du
plan situés sur une méme droite de direction 8.

La variété ), munie de sa projection « sur P!, est ce qu’on appelle un fibré en
droites sur P. Les « droites » 7~ 1(3) sont les fibres de ce fibré. En choisissant dans le
plan un « point marqué » O (par exemple I'origine dans le cas A = IR2), on peut définir
une section remarquable yo : P! — €, a savoir I'application qui a 8 associe la droite
de direction & passant par O.

Affirmation Toute section (continue) vy du fibré Q rencontre vy en au moins un
point 3.

Supposons en effet qu’il existe une section vy telle que () # () pour tout de P
La fibre 7~ 1(3) est partagée par le point vo(5) en deux demi-droites, dont I'une est
distinguée par le fait qu’elle contient le point y(8) (cf. Fig.1, o0 cette demi-droite
distinguée a été symbolisée par une fleche).

Comme la section vy est continue, on doit pouvoir suivre continiment avec &
I'évolution de la demi-droite ainsi distinguée dans =~ (3). Or, quand & parcourt tout P!
(son argument augmentant de ), la fleche de la figure 1 fait un demi-tour, de sorte
que la demi-droite que nous avons distinguée sur la figure est transformée en son
opposée : il n’est donc pas possible de « distinguer », continiiment avec 8, une demi-
droite de 7~ 1(3).

Figure 1. La fibre n~(8) (ensemble des droites paralléles & 5) est partagée en deux par le
point yo(8).
Remarque $'il avait été possible de distinguer continiment une demi-droite de la
fibre, notre fibré en droites aurait été ce qu’on appelle un fibré trivial, difffomorphe a
un cylindre 2 base circulaire (S! x R, muni de la projection canonique sur sa base S :
rappelons que P! est difféomorphe 2 S'). Un modeéle en papier de ce cylindre se
construit en recollant les deux bords d’une bande infinie [0, 1] x R selon le schéma de
recollement (0, y) ~ (1, y) (cf. Fig. 2 i)).

En fait, le fibré {2 qui nous intéresse ici est représentable par un modeéle analogue,
ol le schéma de recollement serait (0, y) ~ (1, —y) (cf. Fig. 2 ii)). Pratiquement, un tel
recollement n'est pas réalisable sans déchirer le papier, mais il devient réalisable si,
au lieu de vouloir représenter tout (), on se contente de représenter un voisinage
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de la courbe Iy, image de vy (bande hachurée de la Fig. 2 i)} ; le recollement des
bords verticaux de la bande selon le schéma 2 ii) est alors réalisable pratiquement par
simple torsion de la bande de papier, et I'on obtient Ia surface célébre appelée ruban

de Mdobius,
ANA A NN AN NN

Vs
77/

7

e
N
=

Y

4

AANAANAAN AANAANAAN

)] ii}
Figure 2.

0. De la notion de famille d’espaces a celle d’espace fibré

Dans ce paragraphe nous oublions provisoirement les structures différentielles
pour nous placer dans la catégorie des espaces topologiques : le mot « espace »
[resp. « application »] signifiera donc ¢ espace topologique » [resp. « application
continue »].

0.0. Espaces projetés

Etant donné un espace B, on appelie espace au-dessus de B (ou espace projeté
sur B) la donnée :
E= ( |E]. ':ITE)

d’'un espace |E| et d'une application wg : |E| - B. Cette application 7 est appelée la
projection de E ; B en est la base et |[E| I'espace total.

Pour be B, I'espace Ep = =g L(h) est appelé fibre de E au-dessus de b.
On appelle section de E une application

c: B |El telleque wgoo=I1g.

DFun point de vue purement ensembliste (en oubliant la topologie€), la donnée de
E équivaut i la doanée de la famille (Egp ). p ('espace total |E| étant Punion disjointe
des Ep). On pourra donc penser 2 un espace au-dessus de B comme 2 une famille
d’espaces topologiques (Ep )y g, dont I'espace total |E| aurait lui-méme €€ muni d'une
topologie telle que la projection #g soit continue, la topologie des E;, étant la topologie
induite par linclusion Ey, c |E|.
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0.1. Morphismes d’espaces projetés

Etant donnée une application k : B— B, on appelle morphisme au-dessus de \
la donnée, notée
f:ESE
d'un espace E = (|E|, ng} au-dessus de B, d'un espace E' = (|E'|. ng} au-dessus de
B, et d’une application f : |E] - |&'| telle que le diagramme

I

g —— |E|
17E 17

Y
B —» F

soit commautatif,
D’un point de vue ensembliste, cela équivaut A se donner une famille d applica-
tions :
Ub : Ep = E)'\(b})bEB *

mais le fait que f soit continue signific non seulement que les f;, sont continues mais
encore gu’elles « dépendent continiment de b »,

Un cas particufier important est celui oh tous les espaces considérés ont méme base B.
On appelle morphisme d'espaces au-dessus de B un morphisme au-dessus de 1ig,
c’est-A-dire la donnée d'un diagramme commucadif :

I
[ ol
N TE N
B

En termes imagés, il s°agit donc d'une famille d'applications (f, : Ep — Ep), o
« se recollant de fagon continue »,

Bien entendu, les espaces projetés, munis des morphismes définis ci-dessus, for-
ment une catégorie, et 'on appelle isomorphismes d’espaces profetés les mor-
phismes admettant un morphisme inverse. Cette phrase peut se¢ comprendre soit
dans la catégorie de tous les espaces projetés soit, si la base B est fixée par le contexte,
dans la catégoric des espaces au-dessus de B, en convenant alors de ne considérer
que les morphismes au-dessus de .

0.2. Produits fibrés

Soient E; = (IE;‘I,T:E‘). i = 1,2, deux espaces au-dessus de B. Considérant chacun
d’entre eux comme une famille (E; ). 5 , nous allons consuruire un espace au-lessus
de B dont 1a famille des fibres sera (El.b x Ez-b)beB .

Cet espace, gue 'on note E; x E; , sera muni de morphismes canoniques :
B

pra pre
Ej+—EyxEy—— E5.
B
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On I'appellera produit fibré de E, par Es.

Pour le construire, on définit

Ey ; E2| comme le sous-espace de |Ej| x |Ez| constitué
par les couples (x; . xp) tels que g, () = 7g, (). L'application g, 5 E, €St celle qui, a
B

un tel couple, associe la valeur commune de wg, (x) et g, (xp). Enfin, I'application pr;
(i = 1, 2) est celle qui a un tel couple associe x; .

Propriété universelle du produit fibré
Pour tout couple de morphismes d’espaces au-dessus de B :

fi: E=E (i=12)
; il existe un unique morphisme :
f1§fz : E-—tEl;Ez
te!que_ﬁ=pno(_ﬁg_ﬁ) (i=1.2).

Preuve
Ce morphisme est défini par :

(ﬁ g,@) (x) = (100, fo(x))

(remarquer que g, (f1(x)) = 7, (f(x2)) puisque f; et f sont des morphismes d’es-

paces au-dessus de B). (]
IMlustration diagrammatique
|E|
/ | ﬁh\&
"B
pry ¢
Ey| «———— [E1 3Bl ———> |B

e

0.3. Changements de base

Soit E = (|E|.mg) un espace au-dessus de B, et soit A : B' - B une application.

Considérant E comme une famille (Ep)pe g, nous allons construire un espace au-
dessus de B' dont la famille des fibres sera (Exp)) . - Cet €space, qui sera noté \*E,
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sera muni d'un morphisme canonique au-dessus de A :

E
NE| —— |E]|

Mg l7g

A
B —— B

Nous I'appellerons espace induit de E par le changement de base \ (en anglais,
pull back of E by \, parfois traduit plaisamment par « rétrotirette de E par A »).

Pour le construire, on définit |]\* E| comme le sous-ensemble de B' x |E| constitué
par les couples (1, x) tels que Mb') = mg(x). Lapplication my. g [resp. AF] est celle qui
a tout couple (b, x) associe b' [resp. x].

Section induite A toute section ¢ de E est associée une unique section A\*c de \*E
(dite « induite de ¢ par le changement de base A ») rendant commutatif le diagramme :

E
NE] ——— [E|

120 to

A
B —— B

(exercice : la construire).
Remarque Il saute aux yeux que |[A*E|, muni de la projection évidente sur B, n'est
autre que le produit fibré de B' = (B'.\) par E ; mais ce n’est pas de cette projection-la
qu’'on le munit.

En relisant, dans cette nouvelle optique, la propriété universelle du produit fibré,
on obtient la propriété suivante.

Propriété universelle du changement de base

Tout morphisme f : E' — E au-dessus de \ se factorise de fagon unique 2
travers un morphisme fg, au-dessus de B' :

f=RE0fBl

T
12| R > |E]

.

B ——> B

Cas particulier ; restriction au-dessus d’un sous-espace de labase Si B’ est un sous-espace
de B, \ étant I'inclusion canonique, I'espace A" E est noté Ep et appelé restriction de
E au-dessus de B ; I'application AE est alors, comme )\, une inclusion canonique.
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Dans l'interprétation des espaces projetés comme familles d’espaces, I'opéra-
tion de restriction consiste simplement a remplacer la famille (Ep)p.p par la sous-
famille (Ey; )y pr (B’ c B).

Remarque La notation Eg est parfois utilisée au lieu de M\*E lorsque ), sans étre
nécessairement une inclusion, est une application canonique de B’ dans B (c’est-3-
dire lorsque la donnée de B' ne laisse aucun doute sur ce qu’est ), vu le contexte).
Exemple Etant donnés deux espaces B et F, on note Fg I'espace au-dessus de B défini
par |Fg| = B x F, mp, = pry (premiére projection).

Cette notation est bien conforme a la remarque précédente, A condition de considé-
rer F comme « espace au-dessus d’un seul point {*} » (7r étant I'application constante
de F sur {x}). Fp est alors I'espace au-dessus de B induit de F par le changement de
base constant B — {} !

0.4. La notion générale d’espace fibré

On appelle fibré trivial, de base B et de fibre F, tout espace E au-dessus de B qui
est isomorphe 2 Fp (cf. exemple précédent).
Un tel isomorphisme f : E — Fg, qui se traduit par un diagramme :

5 —L > BxF

SN

B

est appelé trivialisation du fibré E. Sa restriction a chaque fibre E;, définit un isomor-
phisme entre celle-ci et la « fibre modéle » F.

Plus généralement, on appelle espace fibré de base B et de fibre F un espace E
au-dessus de B vérifiant la propriété de trivialité locale suivante :

Tout point be B admet un voisinage U tel que Ey soit un fibré trivial de base U et
de fibre F.
1l est facile de voir que les opérations de produit fibré et de changement de base,
appliqués a des espaces fibrés, donnent encore des espaces fibrés. Plus précisément :

. i) Si E; et E; sont deux espaces fibrés de méme base B et de fibres respectives
F.F.E EEJ est un espace fibré de fibre F} x F;.
ii) Si E est un espace fibré de base B et de fibre F, I'espace \*E induit de E par
tout changement de base A : B' - B est un espace fibré de base B’ et de méme
_ fibre F.
De plus, les propriétés universelles du produit fibré et du changement de base
s’énoncent pour les espaces fibrés comme pour les espaces projetés.
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1. Fibrés vectoriels
1.0. La catégorie des fibrés vectoriels

Relisons tout le paragraphe 0 avec les restrictions suivantes :

i) les fibres E, de tous les espaces projetés sont des espaces vectoriels de dimen-
sion finie (sur un corps K qui pourra éwre R ou C) ;

ii) lesmorphismes, en restriction a chaque fibre, sont des applications I-linéaires
entre ces espaces vectoriels.

On obtient ainsi la catégorie des espaces projetés a fibres vectorielles, et I'on re-
marque que les opérations de produit fibré et de changement de base ne font pas
sortir de cette catégorie.

En relisant de la méme fagon le paragraphe 0.4, on obtient la notion de « fibré
vectoriel trivial », puis celle de fibré vectoriel. La « fibre modéle » d un fibré vectoriel E
est un K-espace vectoriel F de dimension finie (disons, F = K"), dont la dimension n
est appelée rang du fibré vectoriel.

Bien entendu, les opérations de produit fibré et de changement de base opérent 4
I'intérieur de la catégorie des fibrés vectoriels.

1.1. Caractérisation des isomorphismes de fibrés vectoriels

PROPOSITION Soit f : E — E' un morphisme (au-dessus de 1g) de fibrés
vectoriels de méme base B. Alors f est un isomorphisme si et seulement si , pour
tout be B, I'application linéaire f, est de rang n = rang E = rang E'.

Preuve
La nécessité est évidente, puisqu’un isomorphisme de fibré vectoriel donne, en
restriction aux fibres, des isomorphismes d’espaces vectoriels.

Réciproquement, supposons que pour tout be B I'application f;, soit un isomor-
phisme d’espaces vectoriels. La famille d’applications (gp = (fp)~ l) pep St la candi-
date évidente au titre de « morphisme inverse » de f, le seul probléeme étant de
démontrer que ces applications « dépendent continiment de b ».

Comme la continuité est une propriété locale, on peut se ramener, par triviali-
sation de E et E', a travailler sur le fibré trivial :

pr
K’,}=(le}€"—-1—>u)

(U ouvert de B). La famille d’applications (f) est ainsi représentée pour be U par
une famille (a(b)) de matrices n x n dépendant continiment de b. et tout se raméne
au lemme ci-apres. O

Lemme Une matrice a(b), inversible pour tout b et dépendant continiiment de b, a
pour inverse une matrice qui dépend continiment de b.
Ce lemme est évident : les coefficients de la matrice inverse sont des fonctions
rationnelles des q;j(b) ayant pour dénominateur deta(b) ; or Uinverse d’une fonction
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continue qui ne s’annule pas est une fonction continue (je souligne cette évidence pour
faire observer qu’on peut, dans tout ce qui précéde, remplacer I’adjectif « continu » par
« différentiable » ou « analytique », par exemple). O

Corollaire (caractérisation des trivialisations d’un fibré vectoriel)

i) Se donner une trivialisation d’un_fibré vectoriel E de rang n, c’est se donner sur |E|
n _fonctions x .- -+, Xn @ valeurs dans I, linéaires et linéairement indépendantes en
restriction a chaque fibre.

En effet, un morphisme du fibré vectoriel E dans le fibré vectoriel KJ est une

ME X X
application continue de la forme |[E] —— B x ", ot x : |E] = K" est linéaire en

restriction a chaque fibre. Dire que ce morphisme est un isomorphisme équivaut,
d’apres la proposition, a dire que pour tout b I'application linéaire x| E;, est de rang n.

- if) Sedonner une trivialisation d’un fibré vectoriel E de rang n équivaut a s’en donner
n sections s .- - -, sn partout linéairement indépendantes.

En effet la donnée d’un morphisme s du fibré vectoriel K3 dans E équivaut de
fagcon évidente a la donnée de n sections s;,---,sn de E, qui définissent s par la
formule s(b, x) = x351(b) + - - - + xnsn(b). Dire que ce morphisme est un isomorphisme
équivaut, d’aprés la proposition, 4 dire que pour tout b les vecteurs s;(b),-- -, sn(b)
sont linéairement indépendants.

Commentaire Par définition d’un fibré vectoriel, un tel n-uplet de sections sy ,---, sn
[resp. de fonctions x , - - -, xn comme dans i) ] existe toujours localement, c’est-a-dire sur
les ouverts assez petits de B.

C’est I'analogue pour les fibrés vectoriels de ce gu’est une base [resp. un systéme

de coordonnées linéaires] pour un espace vectoriel.

EXERCICE TEST Les fibrés vectoriels suivants sont-ils triviaux ?
Ts'  (fibré tangent au cercle) ;

TS?  (fibré tangent 2 la spheére) ;

TT" (fibré tangent au tore T" = 8! x --- x S1).

1.2. Opérations sur les fibrés vectoriels
La base B étant fixée, on peut faire sur les fibrés vectoriels toutes les opérations que

I’on fait habituellement sur les espaces vectoriels.
i) Somme directe: EQE' = ExE' (la fibre F x F' = F® F' est la somme directe des_
B

espaces vectoriels fibres).
ii) Quotient par un sous-fibré vectoriel : on dit que E' est un sous-fibré vectoriel
de E (notation : E' c E) si son espace total ]E’ | est un sous-espace de |E|, I'inclusion
|E’| < |E| définissant un morphisme de fibrés vectoriels (de sorte que chaque fibre E},
est un sous-espace vectoriel de Ep).

Considérons alors sur |E| la relation d’équivalence :

x~¥ < @wlx)=7(N=: b)
x—x € E,
Le quotient de |E| par cette relation d’équivalence, muni de la projection évidente
sur B, est un fibré vectoriel de fibre modéle F/F' (espace vectoriel quotient des fibres
de EetE").
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iii) Fibré des homomorphismes : on note Hom(E, E'), ou encore (E. E’), I'ensemble
des morphismes de E dans E', au sens de la catégorie des fibrés vectoriels sur B ;
c’est un fibré vectoriel, de fibre « modéle » Homy(F. F') (ensemble des applications
K-linéaires de I'espace vectoriel F dans I’espace vectoriel F').
iv) Fibré vectoriel dual : c’est un cas particulier de la notion précédente. A tout fibré
vectoriel E de base B est associé le fibré vectoriel E* = Hom(E, Kg), ou Kg est le fibré
vectoriel trivial déduit de K (corps de base) par le changement de base constant (cf.
la notation introduite 2 la fin du paragraphe 0.3).

Bien entendu, la fibre modéle de E* est I'espace vectoriel F*, dual de la fibre de E.
1.3. Morphismes de rang constant entre fibrés vectoriels

PROPOSITION Soit f : E - E' un morphisme (au-dessus de 1ig) de fibrés
vectoriels de méme base B. Supposons que I'application linéaire f;, soit de rang r
indépendant de b.

Alors, la famille de sous-espaces vectoriels (Ker fi, € Eplpe g [resp. (Imfyc E), ]
constitue la famille des fibres d'un sous-fibré vectoriel de E [resp. E'] noté Ker f

[resp. Im f] et est appelé noyau [resp. image] de f.
On appelle conoyau de f le fibré vectoriel quotient :

Coker f = E'/Im f

(dont les fibres sont Coker f;, = E}, / Im f).

Preuve

Comme on I'a fait pour prouver la proposition du paragraphe 1.1, on se raméne
par trivialisation locale au cas d’un morphisme de Kfj dans K{, (n = rang E,
p = rang E'), qu’on peut écrire sous la forme :

n
y‘=zaf.i(b)"5' i=1,---,p, ™)
J1

ot (a;j(b)) est une matrice dépendant contintiment de b, de rang constant r.

Soit by € U. Quitte 2 permuter les coordonnées x; .- - -, xn On peut supposer que
les r premiéres colonnes de la matrice a(b) sont linéairement indépendantes pour
b = by, donc aussi pour b assez proche de by par raison de continuité. Quitte a
restreindre U on peut donc supposer cette condition vérifiée sur U tout entier. Le
(n — r)-uplet (x,.+1 yoe- xn) est alors pour tout be U un systéme de coordonnées
linéaires sur Ker f;,, et définit une trivialisation locale (sur U) de Kerf.

D’autre part, les r premiéres colonnes de la matrice a(b) forment, pour tout
b e U, une base de I'image de I'application linéaire (*), et I'on en déduit une
famille de sections de Ey;, linéairement indépendantes et engendrant Im f;, pour
tout be U. (]}
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2. Espaces fibrés, dans le contexte différentiel

2.1. La différentiabilité rentre en scéne

Comme le contexte qui nous intéresse est celui des variétés différentielles, il est na-
turel de se demander ce qui reste des considérations précédentes quand on remplace
la catégorie des espaces topologiques par celle des variétés différentielles. Relisons
dans cet esprit le paragraphe 0.

[0.0] : la projection wg : |E| — B est maintenant supposée €tre un morphisme de
variétés différentielles. Mais on aimerait que les fibres E;, soient non seulement des
sous-espaces topologiques mais des sous-variétés de |E|.

La fagon la plus simple d’en étre sir est d’'imposer a g d’étre une submersion, ce
que nous ferons désormais.

En résumé, nous appellerons variété au-dessus de B une famille de variétés
(Ep)pe g dont I'espace total |E| a été muni d’une structure de variété différenticlle telle
que la projection wg soit une submersion, la structure de variété des Ep, étant induite
par leur statut de sous-variétés de |E|.

[0.1] : Rien a changer dans la définition des morphismes, si ce n’est que les applications
doivent étre supposées différentiables au lieu d’étre seulement continues.

[0.2] Produits fibrés
} : pour démontrer que la catégorie des variétés proje-

[0.3] Changements de base
tées est stable par ces deux types d'opérations, il suffit de démontrer la proposition

suivante, ce qui est un excellent exercice d’application du théoréme des fonctions
implicites.

PROPOSITION Soient i : |E| - B (i = 1.2) deux morphismes de varié-
tés différentielles tels que I'un des deux soit une submersion. Alors, en notant

Ei = (|Ed.mi) les deux espaces projetés correspondants, ElgEz
variété€ de |E;| x |Es), et m :-:rg&tune submersion.

€st une sous-

[0.4] : aucune difficulté d’adaptation. On obtient ainsi 1a notion de variété fibrée de
base B et de fibre F, ou B et F sont des variétés différentielles.

En adaptant de Ia méme fagon le paragraphe 1, on obtient la catégorie des _fibrés
vectoriels sur une variété différentielle : les morphismes de cette catégorie sont
des applications différentiables, dont la restriction aux fibres est linéaire.

Comme exemples importants de fibrés vectoriels sur une variété différentielle,
regardons ceux qu’on peut construire 2 partir du fibré tangent.

2.2. Fibrés et morphismes liés au fibré tangent

Au chapitre 5, nous avons appris 4 construire, sur toute variété différentielle M, un
fibré vectoriel TM de rang n = dim M, le fibré tangent (chap. 5, § 3). Son dual est le
[fibré cotangent T*M (chap. 5, § 4).
Remarque sur les notations Dans les exemples qui suivent, nous nous conformons
a l'usage courant consistant a désigner par la méme notation un espace fibré et son
espace total (abandonnant donc la notation | | pour I'espace total, notation introduite
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dans ce cours uniquement dans un but pédagogique). Cette identilication du fibré
4 son espace total est sans danger pour les espaces fibrés dont la projection est
« canonique » (c’est-a-dire évidente par le contexte).

Morphismes tangent et cotangent

A tout morphisme f

M — N de variéiés différentielles nous savons associer
(cf. chap. 5) une famille d'applications linéaires :

(qu r TaM — Tf(a]N)aeM .
les applications tangentes a f aux différents points de M. 11 est clair, d'aprés leurs

expressions en coordonnées locales, que ces applications « se recollent » différentia-
blement pour former un morphisme de_fibrés vectoriels :

T
™ — TN
4 3
I
M — N
(¢« morphisme au-dessus de f »), ou — ce qui revient au méme d’aprés la propriété
universclle du changement de base — un morphisme de fibrés vectoriels de base M -

™ LTSN FHT

M

lecteur expliciter).

De méme le recollement des applications cotangentes aux différents points de
M fournit un morphisme transposé du précédent (en un sens que nous laissons le

M <L M e
M

rentielle de degré 1 (chap. 5, §4.2).

A titre d'illustration de fa « machine » des fibrés vectoriels, faisons I'exercice d'ex-
primer dans les notations précédentes la notion d’image réciprogue d'une forme diffé-

La réponse est résumée par le diagramme suivant :

™ T™N
DL P

L

ci
E

M' £

N



168 Chapitre 6 : Espaces hbres

Commentaire explicatif A toute section o du fibré T*N est associée une section
S*w du fibré f*(T*N), définie par (f*w)a) = (a.«(f(a)) (cf. § 0.3, « section induite »).
L'image réciproque de w par f est la section de T*M déhnie par f*o = T*fiu(f*w).
(L'usage de la notation f pour I'image réciproque de o — notée f*w au chapitre 5 —
est une « ruse typographique pour ne pas la confondre avec la section induite f*w ;
aimant trop la notation f* les mathématiciens I'utilisent a tout bout de champ, et seul
le contexte permet de s’y retrouver !)

2.3. Fibrés normal et conormal a une sous-variété Sc M

Soit S une sous-variété de M. TS est alors un sous-fibré vectoriel de TMg (restriction
a Sde ™). On note TsM, et I'on appelle fibré normal a S dans M, le fibré vectoriel
quotient :
TsM = TMg/TS.

Le dual du fibré normal est appelé fibré conormal a S dans M, et noté TSM.
Par transposition de I’égalité :

TsM = coker Tj,
ol j : S— M désigne I'inclusion canonique, on obtient I'égalité :
TgM = Ker Tj’s .

selon laquelle le fibré conormal est I'ensemble des covecteurs (cotangents 2 M aux
points de S) qui s’annulent en restriction a TS.

Interprétation en termes d'équations locales Pour tout a € S, TqS est un sous-espace
vectoriel de TaM, défini par I'annulation de p covecteurs dsyq .-+ . dspa (OO (s7 -, Sp)
est un systeme d’équations locales de S dans M) ; s’annulant sur 7S, ces p covecteurs
peuvent étre considérés comme un p-uplet de formes linéaires sur I’espace vectoriel
TaM/TaS (donc un systeme de coordonnées linéaires sur cet espace puisque celui-ci est
de dimension p et que les p formes sont linéairement indépendantes). Autrement dit
(dsiq .- --.dspa) €st une base de I'espace vectoriel conormal, dual de I'espace normal.

De cette discussion on pourra retenir la conclusion pratique suivante : la
variété TsM (espace total du fibré normal) admet un systéme de coordonnées
locales de la forme :

(x]_-"'.xt ; dSI,"‘.dsp)
coordonnées coordonnées linéaires
dans la base dans les fibres

ou (x.---.x) est un systtme de coordonnées locales de S et (s;,---,sp) un
systeme d’équations locales de S dans M ; dans ces coordonnées la projection de
TsM sur sa base S s’exprime tout simplement par la premiére projection sur R¢
(I'espace des xq ,--- ., x).

Pourquoi les notations TsM, T¢M ? Dans le cas particulier d’une sous-variété réduite
a un point (S = {a}), TMg se réduit 2 ToM, et TS 2 {0} (espace vectoriel nul) ; le
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« fibré » normal 2 un point {e} s’identifie donc a TaM (muni de Ia projection constante
sur a 1), ce qui explique pourquoi on a choisi la notation TsM pour désigner, plus
généralement, le fibré norma!l 3 une sous-variéé S.

La méme remarque s’applique au fibré conormal, celui-ci s’identifiant A T4M dans
le cas S = {a}.

EXERCICE TEST Quelle relation logique y a-t-il entre les deux propriétés suivantes
d'une sous-variété Sc M ?

i) S est détinie dans M par un systéme d’équations globales ;

ii} le fibré normal TsM est trivial.

Exemple (cf introduction du chapitre) Soit {2 la variété des droites affines de R",
et soit Iy c {1 la sous-variété constituée par les droites passant par I'origine. Cette
sous-variété peut-elle éwre définie dans {} par une équation globale ?

2.4. Fibrés projectifs et fibrés en grassmanniennes

Soit E un hbré vectoriel de rang r sur upe vari¢té différentielle M. Pour tout
p=12-..r—1, [a consteuction du chapitre 4, § 1.3, appliquée aux fibres de E,
fournit une famille paramétrée par ac M de variétés grassmanniennes Gp(Eg) (variété
des p-plans vectoriels de I'espace vectoriel Eg).

Par une adaptation évidente de la construction faite au chapicre 4, on munit P'espace
total de cette famille d’vne structure de variété différentielle gui en fait une variété
librée de base M, le fibré en grassmanniennes BGp(E).

Cas particuliers importants
p=1 : Gy(E) est par déhnition le _fibré projectif P (E)
p=r—1 : G, _(E)=E")

ETUDE 6
Enveloppes des familles de courbes

La notion d’enveloppe est un magnifique exemple de notion géoméerigue tres
concrite, directement accessible 4 I'imagination mais extrémement délicate 3 cerner
avec précision. Depuis les débuts du calcul infinitésimal, les géométres n'ont cessé
de s'y intéresser ; et pourtant il a fallu attendre 1962 (trois siécles aprés Huygens 1)
pour voir se dessiner une théorie générale rigoureuse (R. Thom, article déja cité dans
I'étude 5).

Les exemples tres simples de la figure 3 suffisent 2 situer le probléme. Tous ces
exemples représentent des familles 3 un paramétre de courbes planes, en'occurrence
des cercles ou des droites (en pointillé sur la figure). Les courbes en trait plein sont les
enveloppes de ces familles (courbes fixes auxquelles toutes les courbes en pointillé
sont tangentes).

La famille de cercles de Ia figure 3 i) a pour enveloppe deux cercles concentriques.
Dans le cas de la figure 3 ii), le plus petit de ces deux cercles « dégénére » en un
point. La figure 3 iii) est également un exemple dégénéré d’enveloppe, cette fois
pour une famille de droites. On a représenté sur la figure 3 iv) une fagon possible de
faire disparaitre la dégénérescence, par une déformation aussi petite qu’on veut de la
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famille de droites ; I'enveloppe est maintenant une courbe, mais cette courbe n’est
pas lisse : elle a trois points de rebroussement.

Figure 3.

Un mathématicien aime 2 ne se poser de probléemes que sur des objets préala-
blement définis avec précision. La premiére question est donc : qu’est-ce qu’une en-
veloppe ? Nous avons eu I'air d’en formuler une définition quelques lignes plus haut
quand nous avons écrit : « une courbe fixe i laquelle toutes nos courbes variables
sont tangentes ». Cette définition nous interdit donc de parler d’enveloppe dans les
cas dégénérés 3 ii) et 3 iii), puisqu’un point n’est pas une courbe ! Quant au cas 3 iv),
si I'on veut appeler enveloppe la courbe en traits pleins il faudra expliquer ce que
signifie « étre tangente A une courbe » lorsque cette courbe n’est pas lisse ! Supposant
que nous ayions trouvé une telle définition, se posera alors le probléeme de savoir si
les cas « dégénérés » (comme ceux des figures 3 ii) et iii)) sont bien exceptionnels, en
ce sens qu'on peut toujours les faire disparaitre par une déformation arbitrairement
petite de la famille. Et les singularités de la courbe enveloppe, comme les trois points
de rebroussement de la figure 3 iv), peut-on eux aussi les faire disparaitre ? L'étude 5
suggere que non, du moins dans le cas des familles de droites. Mais qu’en est-il des
familles de courbes plus générales ?

C’est a toute cette série de questions gque nous allons essayer de répondre. Mais
avant de commencer, voici une « devinette »,

~ Devinette Parmi les cinq courbes suivantes (Fig. 4), trois ne sont pas des en-
. veloppes de familles de droites proches de celle de Ia figure 2 iii). Lesquelles ?

O A X X X

Figure 4.
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Apres cette devinette qui ne fait appel gqu'a I'intuition, voici un exercice qui peut
étre résolu rigoureusement, a condition d’avoir bien compris I'étude 5 sur les familles
de droites du plan.

EXERCICE recommandé Donner des équations explicites de familles de droites
du plan arbitrairement proches de celle de la figure 3 iii), et dom P'enveloppe est
une courbe comme celle de Ia figure 3 iv). Pouvez-vous construire d autres exemples
analogues, ayant un nombre différent de points de rebroussement ? Ce nombre de
points de rebroussement peut-il étre prescrit arbitrairement a I'avance ?

(N.B. : Par « point de rebroussement » nous entendons évidemment « point de re-
broussement ordinaire », au sens de I'étude 5.)

0 Familles de courbes

Notre objectif est d’approfondir, en la généralisant aux familles de courbes, I'étude 5
sur les enveloppes de familles de droites du plan. N'ayant plus affaire a des droites
nous n'avons plus de raisons de supposer que I’'espace ambiant est un plan (affine
ou projectif} : ce sera, plus généralement, une « surface », c'est-a-dire une pariété
a deux dimensions, que nous noterons M. Notre objet d’étude sera donc une fa-
mille de courbes lisses de M, famille a un paramerre, c'est-a-dire ayant comme espace
des paramétres une variété 3 une dimension. Mais pour pouvoir faire disparattre les
« dégénérescences » éventuelles de cette famille, nous voulons nous réserver la pos-
sibilité de la déformer a I'intérieur d’une « grande » famille que nous appellerons
% famille universelle », paramétrée par une variété ) de dimension plus grande ; par
exemple, dans un probléeme d’enveloppe d'une famille de droites, on pourra prendre
pour (} la variété¢ de toutes les droites du plan ; dans un probléme d’enveloppe d’une
famille de cercles la variété de tous les cercles du plan, etc.

0.1 Famille de courbes lisses Prenant donc comme espace des paramétres une
variété () de dimension quelconque, définissons ce qu’est pour nous une _famille de
courbes lisses de M, paramétrée par () : c'est une famille (S(u))u_eﬂ' on les S(u)
sont des courbes lisses de M vérifiant I'hypothése suivante : soit

S={(auwe MxQ|ae S}

I'e espace total » de la famille ; alors S est une hypersurface lisse de M x (), et la
projecuon :
s =pr|S: SO

est une submersion {(dans beaucoup d’'exemples intéressants ce sera méme une fibra-
tiory).

Les fibres wgl(u) de cette submersion (évidemment isomorphes 2 S{u) par la pro-
jection canonique g = pn | S) seront notées Sy, .

MxQ
VRN

e =
g s

M s ~01
(W v v
Su) Su {u}

1
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0.2 Famille induite Muni de la projection =g, 'espace S est un « espace au-dessus
de ) », dont I'espace induit par tout changement de base différentiable :

y: I'-Q
définit une famille paramétrée par I' de courbes lisses de M (famille 2 un parametre si
I’ est une variété a une dimension).
Exemples
i) Prenons pour S la famille de tous les cercles de R? de rayon donné ; la position d'un
cercle de la famille peut étre repérée par la position de son centre ue Q = R? ; espace
projeté S est alors un fibré trivial de base R? et de fibre S!. En astreignant le centre
des cercles 2 rester sur une courbe I' c (), on obtient une famille 2 un parametre de
cercles, qui est un fibré (trivial) de base I" (le « fibré induit » Sr) : cf. par exemple les
figures 3 i) et ii), ou la courbe T est un cercle.
ii) Prenons maintenant pour S la famille de toutes les droites affines de R2. () est

maintenant la variété (2 deux dimensions) de toutes les droites affines de R?, et S est
un fibré en droites sur () (dit « fibré tautologique », car la fibre Sy = S(u) au-dessus
d’un « point » u € Q est u lui-méme, considéré comme sous-ensemble de R? : un
« point » de Q est une « droite » de R? 1).

La figure 3 iii) [resp. iv)] représente une sous-famille 2 un paramétre de S, que
I'on peut paramétrer par P!, et qui est induite par le plongement yo : P! o Q
[resp. un plongement voisin y : P! — Q] : cf. les notations de l'introduction du
chapitre 6. Remarquons que la famille ainsi induite y5S [resp. ¥*S] est un fibré en
droites non trivial sur P! (pourquoi ?) — ce qui, au passage, démontre que S était un
fibré en droites non trivial sur ().

On peut remarquer aussi que I'espace total du fibré S n'est autre que la variété des
éléments de contact de M = R?, notée M 1 la fin de 'étude 5.

1 Points caractéristiques

1.1 Dérive le long d'un vecteur 3,, € T,, ()

Donnons-nous un vecteur 8y, € Ty} (vitesse du « point mobile » u), et essayons de
« mettre en mouvement » le couple (a. u) dans la variété S avec une vitesse initiale
(va. 8u) dont la seconde composante soit précisément le vecteur &, donné.

PROPOSITION
La premiére composante vg est alors définie de fagon unique modulo TaS(u). Sa
classe modulo TaS(u) définit donc un vecteur « normal » a2 S(u) en a, que nous
noterons

aﬂ(ﬂ) € TaM/TaS(u)
et que nous appellerons dérive de S(u) en a le long de &, (Fig. 5)

S(u)

TaSw)

Figure 5. La dérive de S(u) en a est la classe de va modulo TaS(u).
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{N.B. : Le mot « dérive » cst choisi pour suggérer 'idée d’un batcau qui dérive,
poussé par le courant : la dérive de S(u) en a mesure la fagon dont la courbe S(u),
considérée au voisinage de a, s'écarte de sa position initiale quand u évolue avec la
vitesse 8, .)

Expression de la dérive en coordonnée normale On rrouvera au début du paragraphe 1.3
une preuve géométrique de la proposition ci-dessus. Voici, en attendant, une preuve
par le calcul, qui a I'avantage de fournir une expression de la dérive « en coordonnée
normale ».

Soit F une équation locale de '’hypersurface ScM x (), et soit Fy - Ma--- 5 R
le germe de fonction sur M défini par restriction de F a4 M x {u} : C'est une équation
locale de S{u}; sa différenticlle dFg peut dong étre considérée comme une coordonnée
normale de Sen a.

Dire que (ve,8u) est tangent A S, c'est-a-dire que dF(va,8:) = 0, ou encore que
dF (ve, 0) = —dF(0.5u).

Cette équation pewt encore s'écrire :

dF¥(va) = — 4 F, *)

ol nous avons noté &.F la dérivée directionnelle de F le long du vecteur 3, (ou
plutde (0. 8,)). Il s’agit d'une éguation linéaire, dont la solution vg est unique modulo
KerdFg = TaS(u), comme annoncé par la proposition. Cette solution définit donc
un unigue vecteur normal en a i S(u) (la « dérive »), dont I'éguation (*) donne
I'expression « en coordonnée locale ».

Dans des coordonnées locales (x, y) de M ou dx | TS(w)#0 (C’est-a-dire ol 'axe des y
€st transverse a S(u)), on peut supposer que I'équation locale F de S est « résolue par
rapport a y », autrement dit de la forme :

F=y-—flxu).
E'expression (¥) de la dérive s’écrit alors :
dFé(ba) = — By F = duf (xa). u} .

1.2 Points caractéristiques dans une direction 8,

Supposons choisi un vecteur non nol 8, € TLQ. Quand a parcourt S(uw), la dé-
rive 85(a) dépend différentiablement de o, en ce sens quelle définit une section
(différentiable) du fibré normal a S(u) :

85 ¢ S(w) = TguM

(en effec la fonction x — &, f{x, u), qui d’aprés ce qu’on vient de voir donne I'expres-
sion locale de 52 en coordonnée normale, est fonction différentiable de x ; cf aussi
paragraphe 1.3 pour une preuve géométrique).

DEFINITION  On dit que le point a de la courbe $(u) est un point caractéristique
pour la famille S, dans la direction 5y, si 5{(a) = 0.
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C’est un point caractéristique simple si c’cst un zéro simple de la section 8%,
c’est-a-dire si la courbe image de cette section est transverse en a 4 1a section nulle du
fibré Tg, M.

Traduction en coordennées locales Dans des coordonnées locales (x. ) de M on S est
donnée par I'équation résolue en y

y=flxu},

le point de S(u) de coordonnées (x, y) est caractéristique dans la direction 8 si et

seulement si
Suflxy)=0;

il est caractéristique simple si et seulement si , de plus,
Ox 5uf(x, u=0.

Remarque Comme la section 8 dépend linéairement de 5y, , la propriété pour un
point a d’étre caraceéristique [resp. caractéristique simple] ne dépend gque de la
direction dans TuQ du vecteur &, ,

Exemple i) : familles de droites Reprenons I'exemple 0.2 ii) (famille de toutes les
droites du plan). Dans les coordonnées locales ((x. y ; p. q) de M x {2 ot S est donnée
par I'équation y = px + q (= f(x, p, ¢)), la dérive le long d'un vecteur § € T} s’exprime
en coordonnée normale par :

8f = x dptB) + dgfd).

Un point caractéristique (dans la direction 8) est un point o0 cette expression
s'annule, ce qui n’est possible que si dp(8) =0 (4 moins que dg(8) ne s’annule aussi, ce
qui voudrait dire que & est le vecieur nul).

Conclusion Si &= 0, la droite S(u) contient un unique point caractéristique ; celui-ci
cst simple (8x & f = dp(8) 2 0), et son abscisse est donnée par x = —dg(8) /dp{8).
Exemple 1i) : familles de cercles de rayon constant Prenons pour S la {famille de
tous les cercles de R? de rayon donné r, chaque cercle S{u) étant repéré par la position
de son centre ue R? (= {}). On peut alors prendre pour éguation de S (dans R? x k%)
la fonction :

Pla,u) = — 12,
ot @ = - T (¢ carré scalaire » du vecteur iid). Appliquant a cette fonction 1'opéra-
teur de dérivation directionnelle le long de &, (vecteur vitesse de u) on trouve pour
expression de la dérive en a :

—8u F=2ud- 8y

(on a utilisé te Fait que bu(id) = — 8¢ (al) = —8u).

Le point a du cercle $(u:) est donc caractéristique dans la direction 8y, si et seulement
si ud | 8, . Il est toujours caractéristique simple (pourvu que 5, #0) : en effet il est clair
que la fonction a— x{a) = ud - b est une coordonnée locale de S(u) au voisinage d’un
point caractéristique ag (cf. Fig. 6).
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Figure 6.

Exemple iii) : translation rectiligne uniforme d'une courbe plane Dans le plan
M = R? muni des coordonnées (x,y), on considere unc famille de courbes lisses
(S( t)) <R telles que S(t) soit déduite de S(0) par la translation de vecteur (£ 0). Alors
un point (x; ., y) de S(8) est caraceéristique (dans la direction 3;) si et seulement si la
tangente 4 S(t) en ce point est paralléle a I'axe des x ; il est caractéristigque simple siet
seulement si S(¢) est en contact gquadratique avec sa tangente en ce point (exercice :
le démontrer). La figure 7 illustre géométriquement ces affirmations pour une courbe
S(0) de la forme y = f(x) (cas auguel on peut toujours se ramener au voisinage d'un
point caractéristique) ; on y a représenté de deux maniéres le champ des dérives :

1° par le champ (horizontal) des vitesses de translation (schémas de gauche) ;

2° par le champ ornthogonal 4 S(0) qui est équivalemt au précédent modulo TS(0) (sché-
mas de droite) : cette seconde représentation permet de visualiser la transversalité ou
non-transversalité de la dérive.

S0 =22

flar=x8

SO =53 —ex

Figure 7. Reconnailre les points caractéristiques simples.
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1.3 Compléments sur la dérive

Nous nous proposons ici de retrouver et de préciser les propriétés de la dérive
par des méthodes purement géométriques. Aucune hypothése sur 1a dimension de la
variété M, ou sur la codimension de S, n’est utilisée, de sorte qu’on pourra appliquer ce
qui suit a I’étude des enveloppes de variétés de dimension (et codimension) arbitraire.

Preuve de la proposition du paragraphe 1.1
(cf. diagramme final du paragraphe 0.1). Pour tout s = (a, u) € S, I'application tan-
gente Tsg induit un isomorphisme entre TsSy, et TaS(u), et passe donc au quotient
par ces sous-espaces. Or TsS/TsSy est isomorphe a Tu{) (par Tswg).

On obtient ainsi une application linéaire :

VS : TuQ = TaM/TaS(u)

que nous appellerons dérive en s de la famille (S, ng). Le vecteur normal noté 55(a)
dans la proposition 1.1 n’est autre que V(5. O

EXERCICE Vérifier que la surjectivité [resp. I'injectivité] de V5 équivaut 2 celle
de ng

Dépendance différentiable en s Nous nous proposons de montrer que la dérive V3
dépend différentiablement de s = (i, a). Comme il s’agit d’une application lin€aire dont
I’espace source et I'espace but dépendent de s, dire qu’elle dépend différentiablement
de s n'a de sens que si nous pouvons considérer la source, ainsi que le but, comme la
fibre d’un fibré vectoriel de base S.

Pour la source, c’est facile : la famille des (TuQ)s(q ) s €st la famille des fibres du
fibré TQg, fibré induit de TQ par le changement de base g : S — {).

Pour le but, le recollement des espaces normaux (TaM/TaS( u))tau)e g va se faire
grice au lemme suivant.

Lemme L'inclusion TaM— Ts(M x 1) (s = (a, u)) induil par passage au quotient un
isomorphisme TaM/TaS(u) — 3 Ts(M x )/TsS.

Preuve
Le conoyau de cette inclusion n’est autre que Tu{l ; or, il en est de méme du
conoyau de l'inclusion TgS(u) —+ TsS. O

Corollaire Les espaces normaux TaM/ToSu) s'identifient aux fibres de
Ts(M x (). Avec cette identification, la dérive en a le long de &, s'identifie a la
classe de 0 € (—8y) modulo TsS.

Preuve
Dire que (va,8u) € TsS, c’est dire que vqa © 0 = 0 ®(—5,) modulo TsS. O

Conclusion Définissons le morphisme de fibrés vectoriels

VS TOQg - Ts(M x Q)
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par
VS: —qroi,

ou i et 7 sont respectivement I'inclusion et la projection canonique :

i : TQg— T(M x Q)s=TMs® TQg
wm @ T(M x Q)g = Ts(M x Q) = T(M x Q)s/TS.

Alors la dérive VS s’identifie 2 la restriction, au-dessus de se S, de ce morphisme V5.
C'est donc bien ce qu'on peut appeler une famille différentiable (par rapport a s)
d’applications linéaires.

2 Enveloppes

Dans tout ce paragraphe, S sera une famille 2 un parameétre de courbes de la
surface M. Nous en noterons I' (au lieu de ) I'espace de base.

Comme Tyl sera de dimension 1, nous omettrons désormais la mention « dans la
direction &y » quand nous parlerons de points caractéristiques.

2.1 Etude « a la source » du lieu caractéristique

Le point de vue du paragraphe 1.3 conduit naturellement 2 étudier les points
caractéristiques a la source, c’est-a-dire dans S, plutdt qu’au but, c’est-a-dire dans M.

Au lieu de dire que le point a de S(u) est caractéristique pour S, nous dirons
donc désormais que s = (a, u) est un point caractéristique de S. Nous appellerons lieu
caractéristique le sous-ensemble Cg c S formé par les points caractéristiques.

PROPOSITION
Le lieu caractéristique Cg coincide avec I'ensemble critique deg : S— M.

Preuve

N’oublions pas que g| Sy est un plongement (ayant pour image S(u)), de sorte

que pour tout s e S I'application tangente Tsg est de rang au moins égal a 1.

Le lieu caractéristique, ensemble des points s ou I'image de Tsg coincide avec

TaS(u) (a = g(s)), est donc précisément I’ensemble des points ot Tsg est de rang 1.

O
Conséquences de I'hypothése de caractéristique simple Il résulte immédiatement de
I’hypothése de caractéristique simple (Déf. 1.2) que :
i) le lieu caractéristique Cg est une courbe lisse ;
if) 'application wg|Cs : Cg — I est un difféomorphisme local.

Autrement dit, les points caractéristiques sont isolés dans chaque fibre S, , et dé-
pendent différentiablement de ue T'.

Sous cette hypothése, dont nous verrons plus loin qu’elle est « générique » (§ 3),
la courbe lisse Cg est ce que Thom appelle enveloppe a la source de la famille de
courbes (S(w) .-

Son image par g,

C=g(Cs).

qui n’est autre que le « contour apparent » de la surface S par la projection g (cf. fin du
chap. 2), est ce que Thom appelle enveloppe au but. Mais les exemples de la figure 3
(cas ii) et iiii)) montrent que I’enveloppe au but n’est pas toujours une enveloppe au
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sens géométrique que nous avons donné a ce mot dans 'introdudtion (¢ enveloppe
géométrique » dans la terminologic de Thom).

EXERCICE TEST Décrire I'enveloppe i la source et I'enveloppe au but de chacun
des exemnples de la figure 3 (tous a caractéristique simple d’aprés le paragraphe 1.2,
cxemples i) et ii)).
Remarque En fait, Thom travaille avec une hypothése plus faible que celle de carac-
téristique simple, qu'on peut formuler de 'une des deux fagons suivantes.
i} Lapplication :

s—>Tsge EE(TSS. Tg{s)M)

est transverse dans #(TS, TMg) au sous-fibré constitué par les applications linéaires de
rang exactement égal a1 ;

i)’ (formulation équivalente) : application % : 5§ —» To(M x I), dérive de S le long
de 8, champ de vecteurs non nul de I', est transverse a |0] = image de la section nulle
du fibré To(M x T,

EXERCICE Vérifier I'équivalence de ces deux hypothéses (on pourra les traduire
en coordonnées locales). En quoi sont-elles plus faibles que Uhypothése de caracté-
ristique simple (donner un exempile), et quelle information nous donnent-elles sur le
licu caractéristique Cs ?

2.2 Hypothése générique,
garantissant F'existence de I'enveloppe géométrique

Quand s parcourt Cs, Papplication tangente Tsg est de rang constant égal 2 1,
de sorte que son image Im Tsg est une droite vectorielle de ToM (a = g(s) que l'on
peut considérer comme la fibre d'un fibeé vectoriel de rang 1, de base Cg : nous
noterons LCg ce fibré, qui n'est autre que le fibré vectoriel image par Tyc, du fibré
vectoricl TSy, (cf. chap. 6, Prop. 1.3).

Supposons que S soit A caractéristique simple, de sorte que Cg est une courbe lisse.
En composant Tge, avec linclusion TCs © TS¢g, on obtient un morphisme de fibrés
en droites de base Cg :

og 1 TCg = LCs.

Innuitivement, og est Papplication qui au vecteur vitesse d'un point s = (a. u) mobile
le long de Cg associe le vecteur vitesse du point image a, vecteur dont on sait qu'il est
porté par la droite LCs s = Im Tsg.

Dans des coordonnées locales (x, y;6) de M x [ ol la surface S est définie par
I’équation y = f(x, t} (et admet donc (x, t} comme systeme de conrdonnées locales), la
courbe caractéristique Cg 8'obtient en résolvant I'équation implicite ;f(x. t) = 0, dont
nous noterons x = x°(t) la solution. La fibre en s de LCs est alors la droite vectorielle
de TaM d’équation dy = pdx, ol p = pli) := 3xf (x°*(¢), t). Le fibré LCs peut donc étre
muni des coordonnées -

(t . dx)
coordonnée locale coordonnée
de la base de la fibre

et 'application og est celle qui, au vecteur 3; € TCg, assode le vecteur de LCg 5 de
coordonnées ;
dx( o5 (3)) = dx“¥(t)/dt.
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Hypothese (EG) (« enveloppe géométrique ») Le morphisme os n'a que des
zéros simples. c’est-G-dire que l'image par g d'un champ de vecteurs non nul de Cg
définit une courbe de LCg transverse a la section nulle.

Dans les coordonnées locales ci-dessus cela signifie que la fonction dx® /dt n’a
que des zéros simples, autrement dit que la fonction x*” n’a que des points critiques
quadratiques (cf. Fig. 8).

X y

i) iii)
Figure 8. i) La courbe caractéristique, avec le champ de droites s— Ker Tsg. ii) L'enveloppe
au but, avec ses tangentes (les droites LCs s = Im Tsg).

EXERCICE : points de rebroussement des enveloppes Soit sy = (ag.up) un
point de S ol og s'annule simplement. Montrer qu'avec un choix de coordonnées
locales (x, y) de M, centrées en qg, tels que Tg, S(1y) ait pour équation dy = 0, la courbe
Cs est définie dans M x I' par des équations de la forme :

at?+o(t?)  (a»0)
b +o(t®)  (b20)

x(t)
y(t)

de sorte que son image dans M a un point de rebroussement en qg .
Idée : posant y = f(x.t), p(x, t) = dxf(x. 1), on commencera par démontrer que la
fonction ¢+ p(x“*(t), t) a un zéro simple en t = 0.

Conclusion : singularités génériques des enveloppes Sous les hypothéses
(CS) (¢« caractéristique simple ») et (EG) ci-dessus, I'application g|Cs est partout
une immersion sauf en des points isolés ou elle est du type de I'exercice précédent.
Son image C est donc une courbe de M dont les seules singularités sont des points
de rebroussement ou des points de « selfintersection » (points ou se rencontrent
les images de segments disjoints de la courbe Cg).

Cette courbe C est appelée enveloppe de la famille de courbes considérée.

2.3 lllustration « a la maniére de Huygens »

La figure 9 représente I'enveloppe d’une famille de cercles de rayon constant r dont
les centres u parcourent la parabole I' d’équation y = x?/2. Pour r < 1, I'enveloppe
se compose de deux courbes lisses disjointes (Fig. 9 i)). Pour r> 1 I'une des deux
composantes de I'enveloppe acquiert deux points de rebroussement (Fig. 9 ii)). Le
« cas limite » r = 1 est dégénéré : bien que rien ne le distingue visuellement ducasr<1,
ce cas ne vérifie pas ’hypothése (EG) au point (ag = (0.1) ;up = (0,0)), et 'enveloppe
au point gy est seulement de classe C!.
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i) r=1/2

Figure 9.

Quand on dessine le schéma pour diverses valcurs de r> 1, on voit les deux points
de rebroussement parcourir une courbe qui n’est autre que I'enveloppe des normales
a la parabole (Fig. 10). Il est intéressant de comprendre géométriquement pourquoi il
en est ainsi : d’apres 1.2 (exemple ii)), les deux points caractéristiques du cercle S(u)
se trouvent sur la droite D(u) perpendiculaire 2 I' en u ; quand u parcourt I' chacun de
ces points a(u) parcourt I’enveloppe avec un vecteur vitesse qui, comme celui de u, est
perpendiculaire a D{u) (car la distance r de u a a(u) reste constante) ; comme le point
mobile a(u) reste sur la droite mobile D(u), son vecteur vitesse est donc le représentant
orthogonal 2 D(u) de la dérive de la famille de droites (D(w),_. ; dire que ce vecteur
vitesse s'annule, c’est donc dire que a(u) est un point caractéristique de cette famille
de droites.

r

‘ap
Up

Figure 10.

Affirmation Pour r# 1 la famille S vérifie lhypothése (EG).

La vérification par le calcul ne présente aucune difficulté mais il est plus instructif
de raisonner géométriquement.

Désignons par (D, p) le fibré en droites de base I' défini par la famille (D(w)) er”
Chaque D(u) porte un unique point caractéristique que nous noterons c(u). Quand u
parcourt I' de gauche a droite avec une vitesse non nulle, le vecteur vitesse du point c{u)
(toujours porté par la droite D(u)) commence par pointer vers le bas (autrement dit
vers u), puis pointe vers le haut apres franchissement de la valeur u, (ol il s’annule
« simplement », car la famille (D, =) vérifie I’hypothése (EG)). La fonction distance
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de u 4 oy} a donc un minimum quadratique en u = 1y, de sorte gue la courbe
caractéristique Cp (enveloppe 4 la source) de la famille (D, np) a la forme représentée
sur la figure 11,

Par ailleurs, la courbe caractéristique Cg de S ;

Cs=DnS

est la courbe de D définie dans les coordonnées (z. t) de la igure 11 par z = +r.
Pour r < 1, cette courbe ne rencontre pas Cp .

Pour r> 1, elle la rencontre transversalement (dans D) en deux points.
Cp

(composante z = r)

o t

Figure 11. Aflure des courbes caractéristiques Cp, et Cs, dans le systéme de coordonnées
(= t) de D ainsi défini :

» t est une coordonnée de la base T (par exemple I'abscisse x(u)) ;

» 2 est une coordonnée le long des fibres D(u), définie par la distance du point u au point
considéré de D u), compltée positivement vers le hatt.

Cette propriété de transversalité justifie notre affirmation : plus précisément, elle

montre gue I'application og : TCg = LCg définie en 2.2 ne s’annule jamais pour r< 1,
et a deux zéros simples pour r> 1.
En effet, on a vu que la vitesse du point a(u) ecst donnée par la dérive de la fa-
mille (D. wp), exprimée cn coordonnée normale ; or I'expression de cette dérive est
une fonction sur D qui s'annule simplement le long de la courbe Cp, car (D, wp) est
a caraciéristique simple (de fagon précise, siv : D — R est la fonction définie par
la coordonnée normale de 8P, dérive de D Ie long du champ de vecteurs & de I, on
a Cp = v~ 1(0) avec dvs #0 pour tout s€ Cp).

3 Généricité des hypothéses du paragraphe 2

Le probleme que nous nous posons maintenant est de démontrer le caractére
« générique », pour les familles 4 un parameétre de courbes, des deux propriétés
prises comme hypothéses au paragraphe 2 :

& C8 » : propriété de caractéristigue simpie ;

« EG » : propriété garantissant I'existence de I'enveloppe géométrigue.

Que ces propridétés soient & génériques » signifie deux choses :
() elles sont « robustes », c'est-d-dire que si une famille de courbes les vérifie, toute
famille suffisamment proche les vérifie aussi ;
(I) elles sont vérifiées par « presque toute famille », en ce sens que pour toute
famille on peut trouver une famille qui en est aussi proche que I'on veut et qui vérifie
ces propriéiés.
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La « robustesse » de (CS), (EG) est 2 peu pros évidente, car la propriété de trans-
versalité de deux sous-variétés (CS), (EG) se conserve par petites déformations de ces
SOUS-VALiEtés,

Laffirmation (IT) est plus problématique, ne serait-ce que dans sa signification :
comme il y est question de « trouver une famille qui... », le sens (et la véracité 1) de
I'affirmation dépendent de fagon cruciale des restrictions éventuelles qu'on a décidé
d'imposer a la famille cherchée (cf. introduction du § 0).

Ayant fixé une fois pour toutes une famille S = (S(u)) wen appelée famille uri-
verselle, nous conviendrons désormais de ne nous intéresser qu'aux familles 4 un
paramétre ¥* S induites de S par des changements de base y : T = Q (o I est
une variété 2 une dimension). Notre probléme est de choisir a famille universelle S
« assez grande » pour que les propriétés (CS) (EG) soient cffectivement génériques
dans 'ensemble des familles ainsi induites.

En fait nous nous contenterons de résoudre ce probleme localement dans S, c'est-
a-dire qu'au lieu de démontrer I'existence, arbitrairement pres de toute famille in-
duite v S, d'une famille v*S vérifiant partout les propriétés (CS) (EG) (comme dans
I'exercice recommandé en introduction}, nous montrerons seulement comment défor-
mer un germe de changement de base yy @ I ip--- = Q, up de facon que la famille
induite 4*S vérifie les propriéiés (CS) (EG) au voisinage d'un point donné de S{uy).
3.1 L'bypothése locale d'universalité

Imaginons que nous observions i la loupe un voisinage d'un point a e M. La
courbe ${u), dont nous supposerons qu’elle passe par a, nous apparaitra pratiguement
rectiligne (Fig. 12). Si le point u s¢ met en mouvement dans {}, nous verrons la
« droite » S(u) se mettre en mouvement dans le champ de notre loupe (supposée
immobile), et la question est de décrire ce mouvement,

L N~]

Figure 12. La courbe S(u) « vue & la loupe ».

Il est clair que méme d’un point de vue infinitésimal (c’est-a-dire pour un observa-
teur idéal dont la loupe serait infiniment grossissante), la notion de dérive ne décrit
qu’incomplétement le mouvement, car elle ne nous renscigne pas sur la fagon dont
la droite tourne dans le champ de 1a loupe : nous retrouvons ici le fait que les mou-
vements infinitésimaux d’une droite dans un plan sont décrits par deux parameétres,
alors que la dérive de § dans M n'en fournit qu'un seul.

Pour obtenir une description plus compléte, nous allons remplacer la surface M
par la variété de ses éléments de contact : un élément de contact dans une surface M
consiste en la donnée, en un point ae M, d'une droite vectorielle ac ToM (on trouvera
en appendice la définition générale d'un élément de coniact dans une variété de
dimension guelconyque). L'ensemble M des éléments de contact de M est une variété



Etude 6 : Enveloppes des familles de courbes 183

a trois dimensions, munie d’'une projection ®# : M — M (définie par 7@ = a)
qui en fait un fibré en droites projectives : la fibre 7~ (a) n’est autre que P(TaM),
ensemble des droites vectorielles de ToM. Pour tout systéme de coordonnées locales
(x. y) sur M au voisinage de a, les coordonnées (dx, dy) de TaM fournissent un systéme
de coordonnées homogénes de P(TqM) ; en posant p = dy/dx on obtient un systéme
de coordonnées locales (x,y, p) de M, défini sur I'ouvert des éléments de contact a
pour lesquels dx|a=0.

Revenons a notre courbe lisse S{u) c M. En associant a chaque point a € S(u) la
tangente TaS(u) en ce point (idéalisation mathématique de « ce que voit I'observateur
dans sa loupe »), on obtient une section du fibré Mgy, . L'image de cette section est une
courbe lisse de M que nous noterons 3(u) : si S(u) est donnée dans les coordonnées x, y
de M par y = f(x, u), la courbe Z(u) est donnée dans les coordonnées x, y, p de M par

flx, u)
Ixflx, u)

1]

3(w) : {:

En faisant varier u dans Q on obtient ainsi une famille (% (w)__,, de courbes lisses
de M dépendamt différentiablement de u, donc un « espace au-dessus de O » dont
nous noterons X l'espace total et %, les fibres (difféomorphes a 2(u)) ; le schéma
suivant résume nos notations :

g my
M +— 3 — Q
] _ u ]

S(u) —— Sy —— {u}.

En appliquant 4 cette famille de courbes la construction du paragraphe 1.3, on
obtient une « dérive » :
Vi TuQ - BM/T 3 (w)
a,u a a

(notez que cette fois la dérive est a valeurs dans un espace vectoriel a2 deux dimen-
sions).

Nous pouvons maintenant formuler ’hypothése fondamentale que notre famille
(S. wg) devra vérifier pour mériter son qualificatif d’« universelle » .

Hypothése d’universalité Pour tout (a,u) € 2, I'application linéaire V%_ , est
surjective.
D’aprés I'exercice du paragraphe 1.3, on peut donner de cette hypothése la for-
mulation équivalente suivante :

I'application g est une submersion.
Traduction en coordonnées locales : si les coordonnées locales (x, y) ont été choisies
de fagon que xia) = y(a) = 0 et dy|a = 0, on vérifiera que I'hypothése d’universalité au
point (a, u) équivaut a demander a la matrice :

{=

( By f(0. 1), - - . By, (O, 1) )
6xBu,f((].u).---,é‘xamf(ﬁ.u)
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d’ére de rang 2 (0n a noté y = flx.u) I'équation de S dans M x , et dy, .- .9y,
désignent les dérivées partielles par rapport a un systeme de coordonnées locales
de ).

EXERCICE Tester I'hypothése d'universalité sur quelques familles explicites,
comme :

= la famille de toutes les droites du plan ;

= celle de tous les cercles du plan ;

= celle de tous les cercles du plan de rayon donné ; etc.

La fin du paragraphe va étre consacré 2 montrer que, sous ’hypothése d'universa-
lité, les propriétés (CS), (EG) sont génériques localement, pour les familles induites
par les changements de base y : R — () (comme il ne s’agira que d’'une étude locale,
paramétrer les familles induites par R ne restreint pas la généralité).

3.2 Généricité locale de la propriété (CS) (« caractéristique simple »)
Il résulte de sa définition méme que cette propriété peut s’exprimer en termes de
vecteurs tangents 8 = y'(t).
i) Dire que ae S(vy(1) est caractéristique pour S, Cest dire que V5 ,,(8) = 0, o1 u = (1)
Dans les coordonnées locales utilisées a la fin du paragraphe 3.2, ou S(u) est
donnée par I'équation y = f(x, u), cette condition peut s’écrire :

€x(3)=0

ou x = x{a), et ol €x = duf(x, u) désigne la forme linéaire sur Ty} définie par la
différentielle de f considérée comme fonction de u, 2 x fixé.
ii) Dire que a est caractéristique simple, c’est adjoindre 2 la condition précédente la
condition :

6(8) 0.

ou &, désigne la dérivée de €x par rapport A x.

Soit donc y¢ : R,0--- = O, up un changement de base tel que le point gy de
coordonnée x = 0 dans S(uy) soit caractéristique non simple pour S*™, ce qui se traduit
par la condition suivante sur 8 = y5(0) :

0
0.

{ €y(39)
(50

1]

Notre probléme de généricité locale se raméne 2 démontrer I'affirmation suivante.

Affirmation Dans tout voisinage de 8y on peut trouver des vecteurs 3 tels que le
systéme

{fxlﬁ) = 0

aqs) = 0

ne soit vérifié en aucun x dans un voisinage de 0.

En effet, en remplagant alors I'application vy par une application « voisine »
v : RO-- 5 Q yy dont le vecteur vitesse y'(0) = & soit choisi comme dans Paf-
firmation précédente, on obtient une famille induite SY aussi voisine qu’on veut de
S (au voisinage de S(ug)), et qui n'a dans S(uy), au voisinage de ay, que des points
caractéristiques simples (zéros simples de x+ €x(3)). Comme le fait pour une fonction
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d’avoir des zéros simples est préservé par petites déformations, cela restera vrai dans
S(vt) pour tout ¢ assez proche de 0.

Preuve de I'affirmation
Pour tout x voisin de 0, considérons I'application linéaire :

€ = (tx.6)  TuQ > RE.

Daprés 'hypothése d'oniversalité, cette application est de rang 2. Son noyau
Ker { , définit donc un sous-espace vectoriel de codimension 2 de 7y, (), dépendant
différentiablement de x et contenant le vecteur 8g pour x = 0. Choisissons dans
Tuodt un 2-plan affine A passant par § et transverse 3 Ker{, . Pour tout x proche
de 0, Ker{, rencontre A en un sevl point 8(x), qui dépend différentiablement
de x (avec 5(0) = 8g). Autrement dit, l1a currespondance x — 8(x) est une courbe
paramétrée de A passant par §g au temps x = 0. Tout se raméne donc 4 'affirmation
intuitivement évidente que 'image locale d'une courbe paramétrée dans un plan ne
peut pas remplir tout un voisinage d'un point de ce plan {exercice : démontrer cette
affirmation). ]

3.3 Généricité locale de la propriété (EG) (« enveloppe géométrique »)

Supposons que la familie induite par le changement de base v : R.O--. = {},
uy vérific (C8) mais pas (EG). Plus précisément, supposons (que le point gy € Sug)
de coordonnée x{ay) = 0 soit caractéristigue simple pour la famille §*, mais que la
solution x(¢) de I'équation implicite en x

WM 0=0 (ohfM(x.t)=F{xyt)})

admette en t = 0 un point critique ron quadratique.

En perturbant aussi peu qu'on veut la fonction t— x{t), on peut construire unc
fonction n'ayant au voisinage de t = 0 gue des points critiques quadratiques (exertice :
le démontrer, en raisonnant sur la fonction x' : dans la mesure ou I'on ne veut la
construire que localement, it suffira par exemple de cyjouter 4 x(¢) un terme linéaire =t,
avec £ aussi petit gqu'on veut).

Soit xe(t) la fonction ainsi obtenue. Notre probléme de généricité locale sera résolu
si nous savons résoudre le probléme suivant.

Probléme Construire une application y- . proche de vg . telle que x:() soit la solufion de
l'équation implicite en x :
afrt=0.

Remarques préparateires Remarquant que tout changement de base vy assez
pruche de vy vérifie, comme g, I'hypothése de caractéristigue simple, on notera
xY(8) la solution de I'équation implicite en x :

M Mx =0
Notant pix. 1) 1a fonction p(x. 1) = 3x f(x. 1), on posera :

(XY, 8
p(x¥0.4(D) .

yie)
et p¥t)
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On notera
'R M

Papplication définie dans les coordonnées (x, y) de M par
x=xWt) . y=y¥o)
(c’est un paramétrage de 'enveloppe 2 la source Cgv) ; et
TR M
Iapplication définie dans les coordonnées (x, y, p) de M par
x=x¥ty . y=y¥t) . p=p¥D

(c’est un paramétrage de la « courbe legendrienne » Cg, , ensemble des ¢« éléments de
contact attachés 4 Cgy » : of. Appendice).

Enfin k¥ : R - S [resp. k¥ : R = S| désignera l'application qui 2 ¢ associe :

KY(e)
[resp. kYo

(). Wt} e ScM x )
(Eerv()} e ZcM x 0.

Remarquons que d’apres 'hypothése de caractéristique simple, dpY ne s’annule
pas auw voisinage du point éwudi€. Rien n’empéche donc de reparamértrer v de fagon
que pY(f) =t

Solution du probléme : la donnée de notre probléme est une fonction x(t),
proche de x™{f). Notant y.(f) une primitive de £ (1), proche de y*°(1), on obtient un
paramétrage de courbe legendrienne de M, proche de @ :

s R M
t> (x=xlt) . y=uyelt) . p=t)

{cette courbe est legendrienne par construction, parce que dy,. = p(t) dx).

Comme g : 3 - M estune submersion (hypothése d’universalité 3.2), cette courbe
de M est localement 'image d’une courbe de 3 : il existe une application ke : R 3,
proche de k0, welle que 6 = go ke .

Posant v, = s o k. nous obtenons une solution de notre probléme (la vérification
est laisséc au lecreur).
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APPENDICE
Eléments de contact sur une variété
et condition d’intégrabilité de Legendre

Bien que motivé par le theme d’étude précédent (fin du § 3), cet appendice peut
aussi étre étudié indépendamment. Pour des raisons de clarté conceptuelle nous ne
nous sommes pas limités au cas de la dimension 2 : M désignera ici une variété de
dimension n quelconque.

0 Définition
Un élément de contact sur une variété M a n dimensions consiste en la donnée
d'un hyperplan vectoriel a de I'espace tangent 2 M en un point a :

acTaM (codima =1).

Dans le cas n = 2, un élément de contact est donc une droite vectorielle d’'un plan
tangent 2 M (Fig. 13).

Figure 13. Eléments de contact sur une surface.

Proposition L'ensemble M des éléments de contacts sur M est muni naturelle-
ment d’une structure de variété différentielle de dimension 2n — 1. Cette variété,
munie de la projection évidente & : M — M (qui 2 un hyperplan vectoriel dcTaM
associe a) est un fibré de base M.

Preuve

L'équation d'un hyperplan vectoriel a c TaM est un covecteur non nul a € TgM,
unique 2 multiplication par un scalaire pres. Uespace Ma = 7~ a) s’identifie donc
a I'espace projectif P(TM), et le couple (M, 7) au fibré projectif P*M := P(T*M). O

1 Eléments de contact attachés 3 une sous-variété de M

Soit V M une sous-variété de codimension =1. Un élément de contact a e Mg est
dit attaché a V siae V et anTaV. La figure 14 représente, dans le cas n = 2, I'ensemble
des éléments de contact attachés 3 une sous-variété V de codimension 1 ou 2.
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r.._'_'_,_,_,—-—'—__-_—‘—--.
] a
codimv=1 V— V = {a}
Figure 14. Ensemble des €léments de contact attachés a une sous-variété v, dans le cas

dimM =2.

PROPOSITION Lensemble V* des éléments de contact attachés 4 V est une
sous-variété de M, de dimension n— 1.

EXERCICE Le démontrer ; on vérifiera que V* = P(TyM) = Py M, fibré projectif
associé au fibré conormal a V.

2 Condition d'intégrabilité et champ de contact sur M

Etant donné dans M une sous-variété A de dimension n — 1, il est naturel de se
demander a quelle condition il existe une sous-variété¢ V de M telle que A = V*.
Nous allons donner une condition nécessaire portant sur les espaces tangents 2 A, la
« condition d’intégrabilité de Legendre ».

Supposons donc que A = V*, et soit a(t) un point de A mobile avec le temps. Son
image a(t) par 7 est un point mobile de V, dont le vecteur vitesse vit) 2 chaque instant
est tangent a V, et appartient donc a 'hyperplan a(t) :

vE a.

Pour tout @e M, notons x(@) I'ensemble des vecteurs o de ;M dont I'image v par 77
vérifie la condition ve a ci-dessus.

Etant I'image réciproque d’un hyperplan @ par une application linéaire surjective,
(@) est un hyperplan de T;M, autrement dit un élément de contact sur M ! La variété
M est ainsi munie canoniquement d’un champ d'éléments de contact k (section k du
fibré P*M des éléments de contact sur M). Ce champ « est appelé champ de contact
sur M, et les x(a) sont les hyperplans de contact (plans de contact dans le cas ot M est
de dimension 2, de sorte que M est de dimension 3).

La facon dont nous avons introduit ce champ motive la définition suivante.

DEFINITION  Une sous-variété AcM de dimension n— 1 est dite vérifier la condition

d’intégrabilité de Legendre si elle est partout tangente au champ de contact k (en ce
sens que pour tout ac A. T; Acx(a)). On appelle variété legendrienne une sous-variété
de dimension n — 1 vérifiant la condition d’intégrabilité de Legendre.

Exemple A =V"* (V sous-variété de M).
Remarque Soit A une variété legendrienne telle que 7| A soit une immersion. Pour
étudier A au voisinage d’'un point donné, on peut toujours se restreindre a un voisinage
U assez petit pour que 7| A nU soit un plongement. Alors, en désignant par Vi
I’hypersurface image de ce plongement, il est facile de voir que AnU = V'L:J . Cette
situation est illustrée par la figure 15.
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T T T

.

M \V\

Figure 15. Exemple de courbe legendrienne A (dim M = 2} telie que | A soit une immer-
sion : on a noté v la courbe image de celte immersion.

EXERCICE TEST Donner, dans le cas n = 2, un exemple de courbe legendrienne
qui n'est pas du type de la hgure 14, méme localement (I'exernple de la figure 15 est
localement dans M du type de la figure 14).

Pour en savoir plus

V Arnold, A. Varchenko, S. Goussein-Zadé, Singularités des Applications différentiobles,
premiére partie (trad. francaise éd. Mir, 1986).

V. Arnold, Singularities of Caustics and Wave Fronts (Mathematics and its applications,
vol. 62, Kluwer, 1990).



Chapitre 7

Homotopie et revétements

Nous abordons ici les premiers rudiments de la topologie algébrigue, branche des
mathématiques qui a pris son plein essor a l'orée du siécle (avec les travaux de H.
Poincaré, notamment). En abordant ce chapitre on fera bien de garder présentes a
I'esprit les considérations sur les « indices » présentées a la fin de la premiére partie
(Intermede) : réussir 4 rendre rigoureuses ces considérations est un excellent objectif
a se fixer en lisant ce qui suit.

Sauf quelques rares références 2 la structure différentielle des variétés (§ 2 et 3),
toutes les notions de ce chapitre sont purement topologiques.

0. La catégorie d’homotopie

0.0. Familles continues d’applications

D’un point de vue purement ensembliste (en oubliant la topologie), se donner
une famille d’applications (F; : X — Y),T équivaut évidemment a se donner une
application F : XxT — Y (écrire F(x, t) = Fi(x)). Si X, Y, T sont des espaces topologiques
et si F est une application continue, il en est évidemment de méme des Fy, et I'on dira
que F = (F)e 7 €st une famille continue d'applications de X dans Y, paramétrée
surT.

11 est souvent utile d’'imposer aux F; d’envoyer un sous-espace donné de X dans
un sous-espace donné de Y. Au lieu de travailler dans la catégorie des espaces topolo-
giques, on travaille alors dans la catégorie des paires d'espaces topologiques : un
objet de cette catégorie (¢ paire d’espaces topologiques ») est un couple constitué d'un
espace topologique X et d'un sous-espace A c X ; un morphisme f : (X.A) - (Y,B)
(« application de paires ») consiste en la donnée des paires (X, A),(Y, B) et d’'une appli-
cation continue f : X — Y telle que f(A) c B. Une famille continue d'applications
de (X. A) dans (Y. B), paramétrée sur T, est une application de paires :

F:(XxTAxT)—=(Y,B);

on peut y penser comme 2 une famille d’applications continues (F; : (X, A) - (Y. B) teT
« dépendant continiment de te T ».
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Le cas particulier A = B = & redonne la notion précédente de famille continue
d’applications de X dans Y.

0.1. La relation d’homotopie

Soient fp et f : (X, A) — (Y, B) deux applications de paires.

Une homotopie entre fy et f; consiste en la donnée d’une famille continue F
d’applications de (X, A) dans (Y, B), paramétrée sur [0. 1], telles que Fy =fp, F1 =f -

§’il existe une telle homotopie, on dit que les applications f; et f; sont homotopes,
C€e qu'on note ainsi :

Jo~n -

PROPOSITION La relation d’homotopie (entre applications d’une paire donnée
(X, A) dans une paire donnée (Y, B) est une relation d’équivalence.

Preuve

Elle est facile ; par exemple pour démontrer la transitivité : f~g,g~h = f~h
il suffit de « mettre bout a bout » les deux homotopies F : f~g, G : g~hen
« reparamétrant » la premiére sur [0, 1/2] et la seconde sur [1/2,1]. (|

Les classes d’équivalence pour cette relation sont appelées classes d’homotopie
de (X, A) dans (Y, B). Uensemble de ces classes est noté :

[(x a).v.B).

On note [f]€ [(X. A), (Y, B)] la classe d’homotopie de I'application f : (X, A) - (Y. B).
Exemple : classe d’homotopie de lacets Un lacet d'un espace topologique X est
une application continue k : [0, 1] = X telle que A(0) = A(1). On peut donc considérer
qu’il s’agit d’'une application de paires :

A : (LaD > (X {a})

ou I =[0,1],9I = {0} L {1}, le point a étant le point de base du lacet (a = M0) = M(1)).
Le point de base a étant fixé, une homotopie entre lacets de (X, a) est une famille
continue, paramétrée par t € [0,1], de lacets A; ayant tous le méme point de base a.

Lensemble [(L oD, (X, {a})] des classes d’homotopie de lacets de (X, a) est Ie « groupe
fondamental » (X, a), dont I’étude fera I'objet du paragraphe 1.

0.2. Composition des classes d’homotopie

PROPOSITION La relation d’homotopie est préservée par composition des ap-
plications :
si fo~h : (XA = (V.B)
et go~aq1 1 (YB)—(Z0)
alors goofp~q1ofi : (XA (Z0)
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Preuve
Soit (F)eo,) [ resp. (Goieo.y] vne homotopie entre f et f; [resp. entre go €1 g1].
Alors (Gy o Fy)ic (0.1 €5t évidemment une homotopie entre gpofy €t grofy . a

La catégorie d’homotopie

La proposition précédente permet de définir la composée de deux classes d’homoto-
pie : 2 toute [fle [(X,A).(Y, B)] et Igl € [(Y. B).(Z ©)] est associé :

ol =lgefle [(X.A.ZO).

On appelle catégorie d'homotopie la catégorie dont les objets sont les paires
d’espaces topologiques et dont les morphismes sont les classes d’homotopie d appli-
cations de paires, munies de la loi de composition ci-dessus.

0.3. Equivalence d’homotopie

Les isomorphismes de la catégorie d’homotopie sont appelées équivalences d*ho-
motopie : explicitement, se donner une équivalence d’homotopie entre (X, A) et (Y, b)
signifie se donner deux applications de paires f : (X A) = (Y.Bletg : (,B) (X A)
qui soient « inverses d’homotopie Pune de 'autre », en ce sens que :

gof~Mxa . fog~lyp

ot Iy 4 désigne l'application identique de la paire (X, A) dans elle-méme (un exemple
important d’équivalence d’homotopie est la « rétraction par déformation » d'un es-
pace X sur un spus-espace Y : cf. le paragraphe 0.4).

Deux objets isomorphes dans la cacégorie d’homotopie sont dits avoir méme
type d’homotopie. 1l est clair que pour calculer I'ensemble [(X. ALY, B)] des classes
d’homotopie de morphismes d'un objet dans un autre on peut toujours remplacer
I’objet source (X, A}, ou I'objet but (Y, B), par un objet ayant méme type d’homotopie.

0.4. Rétractions — déformations

Soit ¥ un sous-espace d'un espace topologique X, et soit i : Y = X l'inclusion
canonique. On appelle rétraction de X sur ¥ une application r : X — Y wlle que
roi = Iy . On appelle rétraction par déformation une rétraction r telle que ior~1y .
§’il existe une telle rétraction [resp. rétraction par déformation] on dit que I'espace X
est rétractile sur Y [resp. rétractile par déformation sur Y], ou encore gue Y est
un rétracteé [resp. un rétracté par déformation] de X.

On déhnirait de méme la notion de rétraction [resp. rétraction par déformation)
d’une paire (X, A) sur une « sous-paire » (Y, B) (paire telle que Y X. Bc A).
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Espaces contractiles Tout espace est évidemment rétractile sur n’importe lequel de ses
points {a} (I'application constante X —+ {a} est une rétraction !). On dit que X est
contractile s’il est rétractile par déformation sur I'un de ses points.
Exemple i) Toute partie « étoilée » de R™ est contractile. Un sous-espace X c R" est
dit étoilé de centre 0 si xe X = txe X pour tout te [0,1] (Fig. 1).

Notons r : X — {0} la rétraction évidente, de sorte que io r est I'application nulle
de X dans lui-méme. On obtient une homotopie F entre ior et Iy en posant Fy(x) = tx.

Figure 1. Partie étoilée de R?.

Bien entendu, ce qui préceéde s’applique aussi aux parties étoilées d’'un espace
affine, le centre de I'étoile étant un point quelconque de cet espace.
Exemple i) X = R™! \ {0} est rétractile par déformation sur la sphére S™.

EXERCICE r désignant la rétraction évidente définie par r(x) = x/|| x ||, on construira
une homotopie entre ioret k.

EXERCICE TEST 1 Soit X un espace contractile. Montrer 2 I'aide de 0.3 que toute
application f : X — Y est homotope 2 une application constante (qui envoie tout X
sur un méme point de Y). Si de plus Y est connexe par arcs, montrer que toutes les
applications de X dans Y sont homotopes entre elles.

EXERCICE TEST 2 Montrer les égalités suivantes :

[ R% \{0}.R? \ {0}] [s'.R% \ {0}]
= [R%\{0}.8'] = [s'.s]

Remarque On verra au paragraphe 2.2 que
[s'.s"']=7 :

les classes d’homotopie d’applications du cercle dans lui-méme sont caractérisées par
un entier relatif, leur « indice ».
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1. Groupe fondamental

Soit X un espace topologique muni d’un point marqué a. Le but de ce paragraphe
est de définir une loi de groupe sur I'ensemble des classes d’homotopie de lacets de
(X. a). Ce groupe (définition 1.1) est appelé groupe fondamental de X (de point-base a),
et noté m{X, a).

Pour comprendre dans quelle mesure ce groupe dépend du choix de q, il sera
commode de faire un travail préparatoire sur les classes d’homotopie de chemins
d’origine et d'extrémité quelconques.

1.0. Composition de chemins sur un espace topologique
On appelle chemin sur un espace opologique X une application continue :

A:I=[01-5X.

Le point M0) [resp. M 1)] est appelé origine [resp. extrémité] de a.

En se fixant I'ocdigine a et I'extrémité b des chemins on obtienr la notion d"homo-
topie de chemins d’origine a et d’extrémité b (famille continue (s : I — X)¢ o telle
que hs(0) = a, hs(1) = b pour tout s [0, 1).

C’est évidemment une relation d’équivalence, et nous noterons [, X] 4, I'ensemble
des classes d’homotopie de chemins d'origine a et d’extrémité b.

Considérons maintenant deux chemins k et p tels que 'exirémité b de A coincide
avec lorigine de p (Fig. 2).

[
g
’b/\’/
T

Figure 2.

On définit alors le chemin ph par :

_Ja2n si te[0.1/2]
(“"X‘}‘{mm—l) si te[1/2,1]

(penscr 4 un point mobile effectuant d'abord le parcours & puis de parcours p, chacun
a une vitesse double de fagon que le temps mis 3 effectuer le parcours total soit égal
al).

(N.B. : Beaucoup d’auteurs notent hp ce que nous notons ph. Notre convention de
notation est inspirée par 'analogie avec la composée de deux applications : de méme
qu'une application est noté¢e comme une « fleche » allant de I'espace « source » 4 'es-
pace « but », un chemin peut étre vu comme une fléche altant du point « origine » au
point « extrémité ».

Avec les notations de la figure 2, ol a désigne l'origine de ¢t € lextrémié de p,
on voit facilement gue la classe d’homatopie de pX dans (1 X]q ne dépend que des
classes d’homotopie respectives de h et de p. dans [, X] 4, et (], X]p - . Nous la noterons :

[kl(A] = [pA).
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PROPOSITION La loi de composition ainsi définie sur la famille d’ensembles
(1, X)op, ((a. b) € X?) est une loi de groupoide : autrement dit elle vérifie les trois
propri€tés d’associativité, existence d’éléments neutres, existence des inverses,
énoncées (et démontrées) ci-apreés.

Associativité : [vl|p] = [vpl[N] (si A(1) = p(0), (1) = W0)).

Preuve
Définissons le chemin vp \ par :

(vp Xt) = \30) si te[0,1/3]
pBt—1) si te[1/3.2/3]
3t—2) si te[2/3.1]

Alors v(p) [resp. (vp)A] est 'application de [0, 1] dans X obtenue en composant
v p A avec l'application de [0, 1] dans lui-méme dont le graphe est représenté en
trait plein [resp. en tirets] sur la figure 3.

2/3; . 7

'1/4 1/2 3/41

o)

Figure 3.

Il est clair que ces deux applications de (1, 1) dans lui-méme sont homotopes,
de sorte que :
v(pA) ~ (vp) \ .

Eléments neutres : Soit [eq] € [I, X]qq la classe du chemin constant eq(t) = a ; pour
tout chemin A d’origine a [resp. d’extrémité a] on a :

[Alleal
[resp. leallN]

1Y |
N].

Preuve
Aeq [resp. eqh] est I'application de [0, 1] dans X obtenue en composant A avec
I'application de [0, 1] dans lui-méme dont le graphe est représenté en trait plein



196 Chapitre 7 : Homolopie et revétements

[resp. en tirets] sur la figure 4.

1 7

c" -
r e

!’ -

/ -

7
/.
x
’,', .
0 1/2 1
Figure 4.

Il est clair que cette application de (I, 8I) dans lui-méme est homotope a celle
représentée en pointillés, de sorte que heg ~ \ [resp. ea \ ~A]. O

Inverse d'une dasse [\] d’origine a et d’extrémité b : c’est la classe du chemin A1
- d'origine b et d’extrémité a défini par A\~ 1(t) = A(1—t) (c’est le chemin \ « parcouru
€n sens inverse »). o
Le chemin A~\ [resp. AA 1) est donc I'application de [0, 1] dans X obtenue en
composant k avec I'application de [0, 1] dans lui-méme dont le graphe est représenté
en trait plein [resp. en tirets] sur la figure 5.

1 s
AY :'l
5 _."'
A
\ S
\/
0 1 12 1
Figure 5.

Cette application de (I, 8I) dans lui-méme est évidemment homotope a I'application
constante qui prend la valeur 0 [resp. 1], de sorte que I’'on a bien :

R_l A ~€q dans u. X]a,a

et kh_l ~€p dans [I'X]b.b‘

Parenthése terminologique : « groupoides », « monoides » et « catégories »

Si, dans la définition de la notion de groupoide, on oublie P'existence de I'inverse,
on obtient la notion de monoide. On remarquera I’étroite ressemblance de cette no-
tion avec celle de catégorie (cf. chap. 2, § 3.2) : dans les deux cas on a des ensembles
de « fleches » (les morphismes de la catégorie), chacun de ces ensembles étant dou-
blement indexé (par I« origine » et I'« extrémité » dans le cas qui nous occupe ici, par
I'« objet-source » et I'« objet-but » dans le cas d’une catégorie), avec une loi permet-
tant de composer deux fleches si 'extrémité de la premiére coincide avec I'origine de
la seconde.
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La seule différence est de nature syntaxique : alors que les indices des ensembles de
fleches d’un monoide sont eux-mémes éléments d’un ensemble (I'ensemble X dans le
cas qui nous occupe ici), on ne peut en général pas parler de « 'ensemble » des objets
d’'une catégorie (par exemple la « catégorie des ensembles » a pour objets « tous les
ensembles », et des paradoxes célebres ont conduit les fondateurs de la théorie des
ensembles a s’interdire de parler de « I'ensemble de tous les ensembles »... ).

1.1. Définition du groupe fondamental

Choisissons dans I'espace topologique X un « point de base » a. En restreignant
la construction du paragraphe 1.0 aux classes d’homotopie de lacets de base a, on
obtient une loi de composition interne partout définie sur [, X]laa (= [(L3D, (X a)]
dans les notations du paragraphe 0). Il résulte de 1.0 qu’il s’agit d’une loi de groupe.
Le groupe ainsi défini est noté (X, a) et appelé groupe fondamental de X basé
ena.

Attention ! Ce groupe n’est généralement pas commutatif.
Par exemple, si X est le plan privé de deux points :

X:Rz \{al.ﬂz} (0.1#02).

on démontre que le groupe (X, a) est engendré par les classes [\;], [\2] de deux lacets
comme ceux de la figure 6 i), ces classes n’étant sujettes i aucune relation (autres que
celles qui résultent des axiomes d’un groupe) : on résume cette affirmation en disant
que (X, a) est le groupe libre (non commutatif) engendré par [A1] et [A].

Le lecteur qui soupgonnerait m1(X. a) d’étre commutatif peut toujours essayer
d’'imaginer une homotopie entre le lacet de la figure 6 ii) (qui représente la classe
[\2] [\1]) et celui de la figure G iii) (qui représente la classe [\] \3]) !

[’lzhl [)\1)\2]
||1)
Figure 6.

Changement de point-base Pour comparer (X, a) et (X, b), supposons X connexe par
arcs et donnons-nous un chemin p. d’origine a et d’extrémité b. Alors la « conjugaison
par [p] » définit évidemment un isomorphisme de groupes :

mXa) —s m(Xb)
[A] — [eap™]

qui est illustré par la figure 7.
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(1Y} 0] (Mt |

a b a

Figure 7. Changement de point-base.

Remarque m(X, a) = [(S', w).(X. a)].

Envoyant 0 et 1 sur le méme point a € X, tout lacet A de base a se factorise a travers
I'espace topologique quotient de [0, 1] par la relation consistant a identifier le point 0
au point 1. Choméomorphisme évident entre cet espace quotient et le cercle s éeablit
donc une bijection entre I'ensemble des [classes d’homotopie de] lacets de X, de base
a, et ’ensemble des [classes d’homotopie d’Japplications de (S!, uy) dans (X, a), ou
1y = (1.0) est le « point-base » du cercle trigonomérrique.

Plus généralement, I'ensemble des classes d’homotopie d’applications de (S", ug)
dans (X, a) (o0l uy est un point marqué de la sphére S™) peut étre muni d'une loi
de composition interne qui en fait un groupe noté mn(X, a), appelé n-iéme groupe
d’homotopie de X, de point-base a. Pour n > 1, ce groupe est commutatif.

1.2. Propriétés fonctorielles de 7,

Soit f : (X, a) - (Y.b) une application continue d’espaces topologiques pointés.
L'image par [ d'un lacet A de (X, a) est un lacet f o\ de (Y, b) dont la classe d’homotopie
dans m(Y. b) ne dépend que de la classe A dans m(X, a) (cf. § 0.2). On obtient ainsi

une application :
m(f) : mXa) — m(Y.b)
Al —  [fonl

(fréquemment notée f, pour alléger Pécriture).

PROPOSITION m,(f) est un homorphisme de groupes.

Preuve
Ceci est évident. O

Il résulte encore de 0.2 que f. ne dépend que de la classe d’homotopie de f
dans [(X. a).(Y. b)], et que la correspondance [~ fi = m(f) vérifie les propriétés
« fonctorielles » :

(gofr = oufs
(jl-xaﬂ)‘ ]I1T|(X.ﬂ) *

Autrement dit, cette correspondance définit un foncteur covariant de la catégorie
des espaces topologiques pointés (ou, si I'on préfere, de la catégorie d’homotopie
correspondante) dans la catégorie des groupes.
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Corollaire i).— Toute équivalence d’homotopie (entre deux espaces topologiques
pointés (X, a). (Y, b)) induit un isomorphisme de leurs groupes fondamentaux :
m(X a)=m(Y.b).

Exemple (R \ {0}.a) = m(S!,a)
(= Z si I'on en croit la remarque finale de 0.4).

Corollaire ii).— Toute rétraction r : X — Y induit un épimorphisme
r : m(X.a) = m(Y,a) foiiae Y cX).

En effet, la définition d’une rétraction (r o i = 1y) implique par fonctiorialité
neis = Yy (vq) , de sorte que r, est surjectif.

EXERCICE TEST Existe-t-il une rétraction du disque unité D sur son bord S! ?

1.3. Simple connexité

Un espace topologique X est dit simplement connexe si tout couple de points
a; , az de X peut étre « joint » par un chemin A (d’origine q; et d’extrémité ay) unigue
a homotopie prés. Cela implique deux choses :
i) X est connexe par arcs (existence de \) ;
ii) m1(X, a) est trivial (unicité, 3 homotopie prés, du chemin joignant a a a !).

Réciproquement, on voit facilement que i) et ii) impliquent la simple connexité :
s’il existait, dans X supposé connexe par arcs, deux chemins non homotopes A, N
d’origine q; et d’extrémité ay, le choix de chemins p; , pg joignant un point a 2 aq;
et ap respectivement (Fig. 8) permettrait de construire deux lacets non homotopes
de base a, i savoir p.2_1 Apy et |.|.2_1 \' p1 (ici intervient 2 nouveau, comme pour le
changement de point-base, le fait que les classes d’homotopie de chemins forment un
« groupoide »).

A

-
-

H a
[N g
M2 4 . u,,/ /
:
: 7
i e
4 e
[ "/
l.‘ L
5 e
“.'J
a
Figure 8.

Exemples d’espaces simplement connexes

i) Tout espace contractile est simplement connexe (cela résulte immédiatement
de 1.2).

ii) La sphére S, pour n= 2, est simplement connexe.
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EXERCICE Ledémontrer, en utilisant le fait que S" \{1p} est homéomorphe 2 R" (par
projection stéréographique de centre yy). Comme R" est contractile, tout lacet de S"
dont I'image évite un point uy est donc homotope au lacet constant. Malheureusement,
il existe des applications continues de I dans S (par exemple) qui sont surjectives
(courbes de Peano) ! Pour éviter cette pathologie on pourra démontrer le lemme

suivant.

Lemme Tout chemin d'une variété de dimension n = 2 est homotope 2 un chemin
qui évite un ensemble fini de points donnés a I'avance (en décomposant le chemin
donné en une succession finie de « trongons » inclus dans des domaines de cartes, on
se rameéne a démontrer le lemme dans les ouverts de R™, n = 2).

Remarque L'exemple ii) est un exemple d’espace simplement connexe qui n'est pas
contractile. Pour n=2, le fait que S" ne soit pas contractile peut se démontrer, comme
dans le cas n = 1, ¢n exhibant un « invariant d’homotopie » non trivial — mais il ne
peut pas s’agir dans ce cas du groupe fondamental (cf. chap. 7, § 4.6).

2. Revétements

Un revétement d’un espace topologique X est un espace fibré de base X a fibre
discréte. Le nombre de points de la fibre (si celui-ci est fini) est appelé degré du
revétement.

2.0. Exemples de revétements de degré fini

Proposition i) Soit P : € — C une application polynomiale de degré m= 1.
Notons Cp = {z| P'(2) = 0} I'ensemble (évidemment fini) des points critiques de P,
et Vp = P(Cp) I'ensemble des valeurs critiques.
Posons X = C \ Vp. Alors la restriction 2 Z := P~1(X) de I'application P définit une
application :
p:Z-X
qui est un revétement de degré m.

Preuve
Pour tout u€ X, Z, := p~'(u) est 'ensemble des racines de I'équation P(z) = u.

Lemme Le nombre d’éléments de l'ensemble Z, est égal a m.
(c’est clair d’aprés d’Alembert, car par construction de X I’équation P(Z) = u pour ue X
n’a que des racines simples).
Pour construire une trivialisation de (Z, p) au voisinage d'un point uy € X, nu-
mérotons les éléments de Z,, :

Z‘u = {Ztl}."'-zrqn} .
Comme Z est un espace topologique séparé, les points 2 ,---, 2z, admettent m

voisinages disjoints Vj ,---, Vm, qui d’aprés le théoréme d’inversion locale peuvent
étre choisis assez petits pour que p envoie chaque Vi difféomorphiquement sur un
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ouvert U; de X. Quitte 2 remplacer chaque U; par U = nUj;, et chaque V; par son
L

intersection avec p~1(U), on obtient ainsi des difféomorphismes :

pi=p|Vi: Vi U.

Pour tout u e U, la fibre Z, contient les m points zu) = p; H(u) (i = 1,2,---,m), et
n’en contient pas d’autres d’aprés le lemme. L'application :

U x {1,2.---,m} = Zy=p L)
u |, i —  z(U)

est donc bijective, et définit la trivialisation cherchée de Z; : c’est en effet un dif-
féomorphisme, commutant avec les projections évidentes, entre Zy et Ux {1,2,---, m}
(union disjointe de m « copies » de U). O
Cas particulier P(z) = 2™ : on obtient dans ce cas un revétement de degré m de
C*=C\{0}:

La fibre au-dessus de u est 'ensemble des racines m-iemes de u. Ces racines se
permutent circulairement quand u fait un tour autour de 0.

En restreignant cet exemple a I'ensemble des nombres complexes de module 1, on
obtient un revétement de degré m du cercle trigonométrigue s!, ayant st pour espace

total :
st 5 s
eiB — e(mﬁ

Digression topologique : homéomorphismes locaux et revétements Une lecture attentive
de la démonstration précédente montre que nous avons démontré un résultat plus
général :

- PROPOSITION i)’ Soit p : Z = X un homéomorphisme local tel que Z soit
séparé, et tel que le nombre d’éléments de I'ensemble p~(u) soit un nombre fini
m indépendant de u e X. Alors p est un revétement de degré m.

La figure 9 montre un exemple simple d’homéomorphisme local qui n’est pas un
revétement. Pour x> 0, la fibre Zy consiste en un seul point, mais ce point tend vers
linfini quand x = 0, et pour x < 0.Zx = &.

y

Z={(xy)e R%xy=1,x>0}

Figure 9. Exemple d’homéomorphisme local qui n'est pas un revétement.
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Le fait qu’un point de la fibre puisse tendre vers I'infini alors que x reste dans un
compact signifie que U'application p n'est pas propre (rappelons qu'une application est
dite « propre » si 'image réciproque de tout compact est compacte). La proposition
suivante montre que la « non-propreté » est la principale raison qui puisse empécher
un homéomorphisme local d’étre un revétement (de degré fini).

PROPOSITION ii) Soit p : Z = X un homéomorphisme local propre tel que Z
soit séparé. Supposons de plus que X soit localement compact, et connexe. Alors
p est un revétement (de degré fini).

Preuve
1l s'agit d’adapter la preuve de la proposition i)', sans savoir 2 I'avance que le
nombre d’éléments de p~1(u) est constant. Pour 1, € X, notons z? Lo, 2o les élé-

ments de Z,, (en nombre fini par hypothése de propret€). On construit comme
précédemment les homéomorphismes pi : Vi = U, i=12,---,m, et le probléeme
est de démontrer que si U a été choisi assez petit, p~{(U) coincide avec Y Vi. Com-
mencons par choisir U assez petit pour que U soit compact (C’est 2 cette fin que nous
avons supposé X localement compact). p~ (D) est alors compact par hypothése de
propreté. En lui enlevant I'ouvert Y Vi on obtient un compact K = p~ () \LEJ Vi, et

il ne reste qu’a remplacer U par U’ = U \ plK). O

EXERCICE Terminer la démonstration ; 2 quoi sert I’hypothése de connexité de x ?

Ou I'on retrouve le théoréme de d’Alembert : tout polynéme P de degré m = 1
admet au moins une racine complexe.

La proposition ii) nous donne un moyen de redémontrer la proposition i) sans
utiliser le théoréme de d’Alembert, en remarquant que P'application P : C — C est
propre (ce qui se vérifie par majorations directes, ou bien ¢n invoguant le fait que P
s’étend en une application holomorphe donc continue de la sphére de Riemann dans
elle-méme, envoyant Pinfini sur I'infini : cf. étude 4°%).

On obtient « en prime » une preuve du théoréme de d’Alembert, sous la forme
suivante : toute application polynomiale non constante P : C — C est surjective.

En effet, de deux choses I'une : ou bien u € Vp (ensemble des valeurs critiques
de P), et alors P~1(u) n’est pas vide ; ou bien u¢ Vp et alors la propositon ii) montre
que le nombre d’éléments de P~(u) ne dépend pas de u ; ce nombre n’est donc jamais
nul, sinon P~ 1(X) serait vide, ce qui est impossible pour un polynéme non constant
(P n’étant pas identiquement nul, il est impossible que tous les points de C soient
critiques !).

[Lidée de cette démonstration est empruntée au livre de J. Milnor : Topology from
the differentiable Viewpoint, The University Press of Virginia, 1965.]

3
QUESTION TEST Soit p : C\{+1,-1} = C lapplication z+> u = % — z. Est-ce un
diffeomorphisme local ? Est-ce un revétement ?
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2.0*. Exemple de revétement de degré infini :
« la surface de Riemann » du logarithme complexe

Soitexp : C — C* = C \ {0} I'application qui a z associe e”.

PROPOSITION exp est un revétement, de fibre Z.
(La preuve, facile, est laissée au lecteur.)
Pour tout ue C*, la fibre exp~(u) s¢ compose d’une infinité de points de C (les
« déterminations du logarithme complexe ») : notant Logu un point arbitraire de
exp Yu),ona:
exp Nw={Llogu+2iwk|ke Z}.

Quand u tourne autour de 0, les différentes déterminations du logarithme s’échan-
gent (k— k + 1), de sorte qu'il est impossible de définir la fonction Log globalement
sur C*.

En restreignant ce revétement au-dessus du cercle trigonométrique, on obtient un
revétement de degré infini du cercle qui, par un changement de variable évident (z = if).
s’identifie au paramétrage usuel du cercle par I'angle :

p R - st

La fibre p~1(u) est I'infinité des « déterminations de I'argument argu » :

p lw= {argu+2wk|ke Z}.

2.1. Relévement des chemins et des homotopies,
avec application au calcul de 77, (s!)

Soit py : (Y.yp) = (X 1) un « revétement pointé », c’est-a-dire un revétement dont
I'espace total est muni d’un point-base yg , d’'image py(yg) = yp. « Relever » dans (Y, yg)
une application A : (B.C) = (X, ). Cest trouver une application de paires A rendant
commutatif le diagramme :

(Y.yp)
A

N Py

(B.C) - M (X up)

Bien entendu, nous travaillons dans la catégorie des (paires d’)espaces topolo-
giques, et « application » signific application continue.

Théoreme de relévement des chemins.—
Toute application A : (I.0) = (X, yg) (o I = [0,1]) se reléve de facon unique dans
(Y. yo).
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Théoréme de relevement des homotopies.—
Toute application A : (I x 1,0 x I) = (X, ug) se reléve de fagon unique dans (Y, yg)-

Corollaire L'extrémité du chemin X qui reléve A ne dépend que de la classe
d’homotopie de A dans [I, X]yy,uy (0t uy = N1)). .

En effet, le relevement d’'une homotopie s)scpo) 2 extrémités fixes
(As(0) = up . As(1) = 1y) définit une famille continue (\s) de chemins de Y dont les ex-
trémités se projettent sur un méme point y; ; ces extrémités sont donc indépendantes
de s par raison de continuité.

Il résulte de ce corollaire que tout revétement est muni canoniquement d'une
famille de bijections ¢, entre ses fibres, indexées par les classes d’homotopie de
chemins : pour tout A€ [1, X]u,.uy , $py est application de Yy, dans Yy, qui, a yo, associe
Iextrémité du chemin d’origine yy qui releve A ; le fait qu’il s’agisse d’une bijection
résulte de ce que $p-1) = (d?m] _l, conséquence du faitque ¢ est un « homomorphisme
de groupoides » :

dnam = dngodn
dle,) = Wy, -

Application au calcul de m;(S!) Soit p : R — S! (8 e®) le revétement de degré
infini du cercle trigonométrique (cf. § 2.0") ; munissons-le du point-base 65 = 0,
d’image uy = 1.

D’aprés le théoréme i), tout lacet :
A (LA (S' up)
se releve de facon unique en un chemin :
X : I Rtel que N0)=0.

Comme Pextrémité N(1) vérifie e™® = 1, elle peut s’écrire X(1) = 27 n, o1 ne Z est
un entier appelé indice de A, qui d’apres le corollaire du théoréme ii) ne dépend que

de la classe d’homotopie de A.

Or tout chemin de R est évidemment homotope 2 un « mouvement rectiligne
uniforme ». Le relevé X d’un lacet A d'indice n est donc homotope 2 I'application
lin€aire ¢t— 2wint (cf. Fig. 10), de sorte que A est homotope au lacet An(t) = ezﬂi"‘, qui
parcourt le cercle i vitesse angulaire constante.

I en résulte que I'application
ind : my(S", 1) 2 Z

(qui a toute classe de lacet associe son indice) est bijective, et Pon vérifie immédiate-
ment que c’est un isomorphisme de groupes.
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Y

Figure 10. Relevé d’'un lacet d'indice 2.

Conclusion m,(S!)=27.
N.B. : Lorsque le groupe fondamental est commutatif, omettre de noter le point-base

ne peut conduire a aucune ambiguité (cf. en 1.1 le commentaire illustré par la figure 7).

Preuve des théorémes de relévement

En remplacant le revétement Y par Z = A*Y [resp. A*Y] (relevement de base B= 1
[resp. I x I] induit par le changement de base A [resp. A]) on raméne le probléme
2 un probléme d’extension de section : posant C = {0} [resp. {0} x I], il s’agit de
construire une section ¢ : B — Z prenant sur C une valeur assignée a I'avance.

On commencera par remarquer que de tels probléemes d’extension de section

sont évidents 2 résoudre dans le cas d’'un revétement trivial.

Lemme Soit Z un revétement trivial de base B connexe, et soit C une partie connexe
de B. Alors toute section de Z (restriction du revétement Z au-dessus de C) s’étend
de fagon unique en une section de Z.

Preuve du lemme
C’est évident apres trivialisation, car les sections de Z=B x F [resp. Zc=C x F)
s'identifient aux applications continues de B [resp. C] dans F, nécessairement

constantes puisque la source est connexe et le but discret. O

Revenons a notre probléme, avec Z = A*Y [resp. A*Y). Comme Z est localement
trivial et que sa base B est compacte, on peut subdiviser celle-ci en un nombre fini
de « cellules » (segments dans le cas B = I, carrés dans le cas B = I x I) au-dessus
de chacune desquelles Z est un revétement trivial. En appliquant le lemme « de
proche en proche » aux cellules prises dans un ordre convenable (cf. Fig. 11), on
étend i B la section donnée initialement sur {0} [resp. sur {0} x I1.
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1 2 3 4

B=1
4 | 8 |12 16
3|7 (11|15

B=IxI
2 16 (1014
1 (5|9 |13 |

Figure 11. Ordre de succession des cellules de B. O

2.2. Principe de monodromie, et revétement universel

La démonstration précédente des théorémes de relevement s’étendrait facilement
4 des espaces tels que Phypercube I x - - - x I, par exemple. Mais il est plus intéressant
de déduire des théorémes 2.1 i) et ii) le « principe » trés général que voici.

= Premier énoncé : si B est simplement connexe, toute application :
A :(B.by) = (X, up)
se reléve de fagon unique dans (Y, yp) (revétement dont X est la base).
s Deuxiéme énoncé : tout revétement Z dont la base B est simplement connexe est
trivial.
Ces deux énoncés sont manifestement équivalents (le premier se déduit du second
par changement de base). Prouvons le second.

Preuve
Appliguant au revétement Z le corollaire des théorémes de reléevement, on obtient
une famille de bijections entre ses fibres :

bbby Zoy = Zy -

ot I'on a noté [by by 'unique classe d’homotopie de chemins d’origine by et d’ex-
trémité b; dans I'espace B (simplement connexe). Fixant I'origine by et faisant varier
I'extrémité b, on vérifie facilement que la bijection ¢, « dépend contintiment
de b », en ce sens que Papplication ¢ : B x Z, — Z définie par §(b. 2p) = dypp,)(20)
est une application continue (grice 2 la loi « d’homomorphisme de groupoides »,
il suffit de le vérifier pour b assez proche de by, ce qui permet d'utiliser une trivia-
lisation locale de Z).

Il s’ensuit facilement que ¢ est un isomorphisme de revétements de base B, ce
qui prouve notre énoncé. O

L’énoncé qui va étre formulé maintenant est une simple paraphrase du principe
de monodromie (premier énoncé).
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Propriété universelle des revétements simplement connexes
Soit (zao)L(X,uo) un revétement pointé dont I'espace total Z est simplement

connexe. Alors pour tout revétement pointé (Y. w)ﬂwx ) il existe un unique
morphisme de revétements :

S

(Z, )——>(me
™

(X, up)

EXERCICE Expliciter ce morphisme dans le cas ou Y [resp. Z] est le revétement de
degré m [resp. de degré oo] de C* ou de S! introduit en 2.0 [resp. 2.0’]. Pourquoi
est-il nécessaire de « pointer » les revétements pour avoir unicité ?

Corollaire Un revétement pointé simplement connexe est unique éa isomorphisme
pres.

DEFINITION On appelle revétement universel de (X, 1) un revétement pointé sim-
plement connexe de (X, up).

Lexistence du revétement universel (sous des hypothéses trés générales) sera
démontrée en 2.3 ci-apres.

2.3. Classification des revétements de base X
par les sous-groupes de 7; (X.ug)

Soit X un espace topologique connexe par arcs, et soit Y — %, X un revétement de
X. Particularisant aux lacets d’origine uy le corollaire des théorémes de relevement du
paragraphe 2.1, on obtient une action du groupe (X, 1) sur Yy, . Il résulte immédia-
tement de sa définition que cette action est transitive si et seulement si Y est connexe
par arcs, ce que nous supposerons désormais.
Etudions le stabilisateur d’un point yg € Yy, : c'est par définition le sous-groupe :

Hy, = {IN € m1(X. up) | dpy (yo) = w0} ;

autrement dit, c’est I’ensemble des classes d’homotopic de lacets de (X ) dont les
relevés d’origine yy sont des lacets de Y : c’est donc I'image de I’homomorphisme
canonique p. = my(p) :

Hy, =Im (pa : m(Yyp) = mi(X. ug)) .

Remarquons que cet homomorphisme est injectif : en effet si un lacet X de Y a
pour image dans X un lacet A homotope au lacet constant, il résulte du théoréme de
relevement des homotopies que X est homotope au lacet constant.

Nous avons prouvé que (Y, yg) s’identifie (par p«) a un sous-groupe de (X, 1),
qui n’est autre que le stabilisateur Hy, de yg.
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Il en résulte notamment que 'action de (X, yp) sur Yy, est simplement transitive
(trivialité de Hy) si et seulement si Y est simplement connexe (trivialité de (Y, yo)),
c’est-a-dire si Y est un revétement universel.

Exemple : calcul du groupe fondamental du plan projectif Considérons I'ap-
plication canonique de la sphére S" sur I'espace projectif réel P" :

s L, pn

qui au point x de S" = {xe R™!|x¢ +xf +---+x3 =1} associe la droite vectorielle
de R™! passant par x. Il est clair qu'il s’agit d’'un revétement de degré 2 (deux points
diamétralement opposés de la sphére sont envoyés sur le méme point de P"). Pour
n=2, on sait que S" est simplement connexe (cf. § 1.3 b)), de sorte que ce revétement
est universel.

Conclusion =;(P")=Z/2Z (pour n= 2).
En effet Z/27Z est le seul groupe qui agisse de fagon simplement transitive sur un
ensemble 2 deux éléments.

EXERCICE Dessiner ce qui se passe dans le cas du plan projectif (n = 2) : représenter
un lacet A dont la classe engendre m(P?), et « dessiner une homotopie » entre A\ et
le lacet constant.

Remarque fondamentale Revenons au cas général d'un revétement Y connexe par
arcs, muni d’un point-base yy . Tout point ye Y peut alors s’écrire y = ¢py(yp), olt [A] est
une classe de chemins d’origine vy = plyg) qui est déterminée par y 2 multiplication
a droite prés par Hy, (dire que &p(yo) = dpej(yo), c’est dire que X et ' ont méme
extrémité et que N1\ € Hy,).

Cette simple remarque est lourde de conséquences. Tout d'abord, elle suggére une
méthode générale de construction d’un revétement pointé ayant pour stabilisateur un
sous-groupe H c m(X, up) quelconque donné a I'avance : il suffit de définir Y comme
I'ensemble des « classes a droite », modulo Hy, , de classes d’homotopie de chemins
d’origine et d’extrémité quelconque dans X ; bien entendu il faudrait s’assurer que
cet ensemble, muni d'une topologie convenable, est bien un revétement ayant la
propriété annoncée... ce qui sera vrai sous I'hypothése trés générale que voici.

DEFINITION Un espace topologique X est dit localement simplement connexe
si tout point admet un systéme fondamental de voisinages simplement connexes (par
exemple toute variété topologique est localement simplement connexe, car localement
contractile).

Détaillons le cas du revétement universel (le cas général s’en déduit facilement par
passage au quotient par la relation d’équivalence « multiplication 4 droite par H »).

PROPOSITION Soit X un espace topologique connexe et localement simplement
connexe. Alors X admet un revétement universel, dont I’espace total peut étre
défini comme I'ensemble des classes d’homotopie de chemins d’origine up et
d’extrémité fixée quelconque dans X.
Remarque La construction fait intervenir un « point marqué » yy de X, et le revéte-
ment universel ainsi construit aura pour point marqué la classe du chemin constant

égal a ug.
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Preuve de la proposition

Pour tout u € X, posons X = [I,Xly.u, €t X% = H XM . On obtient ainsi un
ueX

ensemble projeté X0 —p>X. dont il reste a construire la topologie. Pour tout

ouvert simplement connexe U c X, considérons sur 3'([‘}" = p~}(U) la relation de

« U-proximité » suivante : [\'] est « U-proche » de [A] si [\'] = [pA], o0 p est un

chemin de U (Fig. 12).

h'

Figure 12. Chemins « U-proches ».

1l s’agit évidemment d’une relation d’équivalence, qui partage 3"{5" ¢n « classes
de U-proximité » dont chacune est mise en bijection avec U par la projection p.
En appelant « ouverts » de X0 les unions quelconques et intersections finies de
classes de U-proximité (U parcourant ’ensemble de tous les ouverts simplement
connexes de X), on vérifie — grace a 'hypothese de simple connexité locale de X
— qu’on obtient bien une topologie qui fait de X un revétement simplement
connexe de X. O
Nous en avons assez dit pour rendre vraisemblable le théoréme suivant, qui résume

et compléte toute la discussion précédente.

Théoréme Soit X un espace topologique connexe, localement simplement con-
nexe, avec point-base uy. Alors les revétements pointés de base (X, uy) peuvent
étre classifiés. a isomorphisme de revétements pointés prés. par les sous-groupes
de 11'1()(, uo).

Plus précisément, pour tout sous-groupe H c m1(X, up) on peut construire un reveé-
tement pointé (Y, yp) ayant H pour stabilisateur. De plus, ce revétement est unique 2
isomorphisme (de revétements pointés) pres : plus généralement, pour tout couple de
revétements pointés (Y, yp), (Y, y) dont les stabilisateurs sont inclus I'un dans P'autre
(H < H", il existe un unique morphisme de revétements pointés f : (Y, yo) = (Y. yp).
Exemple C* (ou S') n'admet pas d’autres revétements connexes (2 isomorphisme
pres) que ceux déja introduits en 2.0, 2.0’ : en effet wy(C*) = m(sh=Zna pas d’autres
sous-groupes que mZ (m=1,2,---) ou le groupe nul (qui correspond au revétement
universel).

EXERCICE Expliciter tous les morphismes entre ces revétements.
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2.4. Revétements galoisiens

Soit Y -—p—¥ X un revétement dont I'espace total et la base sont connexes par arcs.
On sait alors que pour tout uy € X, 71(X, ug) agit transitivement sur Yy, , de sorte
que « par changement de point-base » g les stabilisateurs Hy, (yp € Yu,) sont tous
conjugués. S’ils sont tous égaux, c'est-a-dire si H := Hy, est un sous-groupe distingué
de 71(X, up), le revétement est dit galoisien.

Considérons alors, dans le groupoide des classes d’homotopie de chemins de X,
I'action a droite de (X, ug) sur 'ensemble X*° des classes d’homotopie de¢ chemins
d’origine y; et d’extrémité quelconque.

Comme H est un sous-groupe distingué, cette action est compatible avec la relation
d’équivalence « multiplication a droite par H » dans X',

La remarque fondamentale 2.3, qui nous permet d'identifier Y a I’ensemble des
classes 2 droite de X modulo H, nous fournit ainsi une action de (X, uy) comme
groupe d'automorphismes du revétement. Le noyau de cette action est évidemment H,
de sorte que les revétements galoisiens jouissent de la propriété fondamentale sui-
vante, dont on montre qu’elle les caractérise.

Propriété caractéristique des revétements galoisiens

Un revétement est galoisien si et seulement s’il est muni d*un groupe d’automor-
phismes G qui agit de fagon simplement transitive sur chacune de ses fibres.

Ce groupe, isomorphe au quotient de (X, up) par le sous-groupe distingué H,
est appelé groupe de Galois du revétement.

Exemples : tout revétement universel est galoisien, de groupe de Galois m; (X. yp).

Si m1(X, up) est commutatif, tout revétement de X est galoisien : par exemple le re-
vétement de degré m de C" oude S! admet comme groupe de Galois le groupe cyclique
Z/mZ, agissant comme groupe de permutations circulaires des racines
m-iemes.

Exemple de revétement non galoisien Effectuons la construction 2.0 dans le cas
3

du polynéme P(z) = z — %
Ona :

Cp {+1,-1}

2 2
VP = {—grg} .

p:Z=C\P Y(Vp)+X=C\Vp.

Prenons pour point-base de X le point yy = 0. La fibre Z, se compose de trois
points, qui pour u = i sont zg = 0, z, = +/3, z_ = —/3. La figure 13 permet de suivre
I’évolution des points de la fibre quand u reste réel : quand u se rapproche d'une des
valeurs critiques +2/3, deux des points de la fibre tendent 'un vers I'autre ; de plus
ces deux points s’échangent quand u décrit un petit cercle autour de la valeur critique
(en effet, comme le point critique est quadratique, tout se passe localement comme
pour I'application z+> u = 2%).
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N

&

=273

[ T

Figure 13.

w1{X, up) est le groupe libre (non commutatif) engendré par les deux lacets ks . A
de la figure 14.

-2/3 /0 2/3

Figure 14,

Son action peut étre décrite ainsi :
A+ échange z, et z, | et laisse z_ invariant ;
A_ échange » et z_ |, et laisse z, invariant,

1l est clair que le revétement n'est pas galoisien (h« appartient au stabilisateurde z_
mais pas a celui de z,).

EXERCICE (de « combinatoire des groupes ») Décrire explicitement les stabili-
sateurs respectifs de z3, z, et z_ (on pourra commencer par « déblayer le terrain » en
travaillant modulo le sous-groupe engendré par A2 et A2 | qui stabilise chacun des
trois points).

EXERCICE TEST sur le paragraphe 2 Que pouvez-vous dire de la facon dont
varient les racines complexes de I'équation z° + 107525 + u = 0 quand u parcourt le
disque unité épointé 0 < |z] < 1?
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3. Orientations
3.0. Orientations d’un espace vectoriel de dimension finie

Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n. Etant données deux bases
e=(e.---.en)ete = (€, --.€) de E, le déterminant de la matrice de changement
de base est un nombre réel non nul. Selon qu’il est positif ou négatif, on dira que
les deux bases e et € ont la méme orientation (en abrégé or e = or €') ou qu’elles
sont d’orientation opposée (en abrégé or e = —or €'). « Avoir la méme orientation » est
une relation d’équivalence qui partage I'’ensemble des bases de E en deux classes.
Se donner une orientation de E, c’est choisir I'une de ces deux classes ; les bases
appartenant a la classe ainsi choisie seront dites « orientées positivement », celles de
I'autre classe seront dites « orientées négativement ».

Cas particuliers remarquables

n=1. Orienter une droite vectorielle équivaut a choisir un « sens de parcours » sur
cette droite (choisir, parmi les deux classes de vecteurs non nuls, ceux qui seront dits
« orientés positivement »).

n=2. Orienter un plan vectoriel équivaut a choisir un « sens de rotation autour
de l'origine », c’est-a-dire a choisir un isomorphisme entre m(E\{0}) et Z : il y a deux
tels isomorphismes, qui se déduisent I'un de I'autre par I'automorphisme n— —n
dans 7 ; le choix d’une base de E, autrement dit d’un isomorphisme entre E et R?,
détermine un tel isomorphisme entre m;(E\ {0}) et 7;(R? \ {0}) = Z qui ne dépend que
de I'orientation de la base.

n=3. Ladistinction entre « triedres orientés positivement » et « tri¢dres orientés
négativement » dans notre espace usuel a trois dimensions correspond dans la vie
pratique 2 la distinction entre deux sortes de tire-bouchons : ceux qu’on achete chez
les quincailliers et ceux qu’on achete dans les boutiques de farces attrapes.

QUESTION TEST
Pourquoi. quand on se regarde dans un miroir, voit-on sa droite 2 sa gauche et
pas sa téte 2 ses pieds ?
Remarque : comment orienter un sous-espace vectoriel ?

Dans un espace vectoriel E de dimensions n convenons d’appeler base adaptée
G un sous-espace vectoriel F une base de E dont les n — p derniers vecteurs forment
une base de F (p = codimF). Si I'on ne considere que des bases de E adaptées 2 F,
le déterminant d’'un changement de base est le produit de deux déterminants : celui
du changement de base induit sur le sous-espace F, et celui du changement de base
induit sur I'espace quotient E/F.

Travailler avec des bases adaptées permet ainsi de mettre en relation les orienta-
tions des trois espaces vectoriels E, F, E/F de fagon telle que les orientations de deux
d’entre cux déterminent une orientation du troisiéme. Ainsi par exemple, si F est
un hyperplan vectoriel d’un espace vectoriel orienté E, orienter F équivaut a orienter
I'espace a une dimension E/F, c’est-a-dire 4 se donner un « sens de traversée » de
I’hyperplan F dans E.
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3.1. Orientations d'un fibré vectoriel

Soit E = (E e, M) un fibré vectoriel de rang n, de base M. « Orienter » l¢ fibré E,
c’est assodier a tout ae M une orientation de I'espace vectoriel Eq = -:rEl(a) « dépendant
continiment de a » en un sens que nous allons préciser. Il va s’avérer que c’est
toujours possible localement ; si c’est possible globalement le fibré vectoriel est dit
orientable.

Orientations locales de E

Plagons-nous sur un ouvert U c M tel que le fibré induit Ey; soit trivial. Se donner
une trivialisation de Ey, c’est se donner un n-uplet e = (e; . - - -, en) de sections de Ey
partout linéairement indépendantes, autrement dit une « base e(a) de E; dépendant
continiiment de ae U » (nous dirons plus bri¢vement « une base e de Ey »).

Notant or e(a) I'orientation de Eq définie par la base e(a), nous obtenons la cor-

respondance
ore : a—»or ela)

que nous appellerons orientation de E; définie par la base e.

Remarquons que pour toute base ¢ de Ey la matrice du changement de base a
pour déterminant une fonction continue de a dont le signe est localement constant
sur U (car le déterminant ne s’annule pas) ; si U est connexe il en résulte que de deux

choses l'une :
= oubien ore =ore surtoutU;

= oubien ore =—are surtoutU.

En considérant toutes les bases possibles de Ey on obtient donc ¢n tout et pour
tout deux orientations de Ey;, comme dans le cas 3.0.

Orientations de E, « dépendant continiment de a »

Voici ce que signifiera pour nous cette expression :
i) si a parcourt un ouvert connexe U sur lequel Ey; est trivial, il s’agira d’une cor-
respondance de la forme or e définie comme ci-dessus par une base e de Ey ;
i) si a parcourt un ouvert quelcongue de M, il s’agira d’une correspondance qui est
localement du type i) (¢« localement » voulant dire « en restriction a tout ouvert U du
type i) »).

On peut paraphraser cette définition en disant que les orientations [resp. orienta-
tions locales] du fibré E sont les sections [resp. sections locales] d'un revétement de
degré 2 de M appelé revétement des orientations de E, dont voici la définition.

PROPOSITION-DEFINITION Soit Or Eq 'ensemble 2 deux éléments des orien-
tations de Eq . Lensemble Or E := H Or Eg est muni naturellement d’une topolo-

aeM
gie qui en fait un revétement de degré 2 de M, le revétement des orientations
du fibré vectoriel E.

Preuve
C’est une conséquence facile des considérations qui précédent. On définit la
topologie de Or E en prenant comme base d’ouverts les ensembles de la forme
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Or e = {or e{la)| ae U}, ol e est une base de Ey pour un U choisi comme ci-dessus.
O

3.2. Comment reconnaitre qu’un fibré vectoriel est orientable

Si M est connexe par arcs, I'orientabilité d’un fibré vectoriel E de base M se¢ reconnait
a I'action du groupe fondamental (M, a) sur le revétement des orientations de E :
ou bien cette action est triviale, ce qui signifie que le revétement des orientations est
trivial ; il admet alors deux sections, qui sont les deux orientations possibles de M. Ou
bien il existe un lacet A € m1(M, a) qui échange les deux orientations de Eq ; alors le
fibré vectoriel E n’est pas orientable (son revétement des orientations n’admet aucune
section).

Quelques conditions suffisantes d’orientabilité

i) Tout fibré vectoriel trivial est orientable.

ii) Tout fibré vectoriel a base simplement connexe est orientable (appliquer le

principe de monodromie au revétement des orientations de E).

iii) Si E est orientable, le fibré A\*E induit par tout changement de base est aussi

orientable.
Exemple de fibré vectoriel non orientable Considérons dans le plan projectif
réel une droite projective P! < P2, Alors son fibré normal Tjp: P2 n’est pas orientable
(en effet, un lacet parcourant P! échange les deux « sens de traversée » de la droite
P! dans P2 : comparer a I'exemple introductif du chapitre 6).

EXERCICE Démontrer par le méme raisonnement que le fibré normal 2 un hyper-
plan projectif de P" (n = 2) n’est pas orientable.

A propos de ces exemples, on notera au passage que pour les fibrés vectoriels de
rang 1 l'orientabilité équivaut 2 la trivialité.
Remarque sur l'orientabilité des sous-fibrés vectoriels et fibrés vectoriels
quotients Soit F un sous-fibré vectoriel de E, et soit E/F le fibré vectoriel quotient.
Alors la donnée d'une orientation de deux des trois fibrés E, F, E/F détermine une
orientation du troisiéme (en restriction 2 un ouvert U ou nos fibrés sont triviaux, cette
orientation s’obtient grice a la remarque du paragraphe 3.0).

3.3. Orientations des variétés

On appelle orientation [resp. revétement des orientations | d'une variété diffé-
rentielle M une orientation [resp. le revétement des orientations | de son fibré vectoriel
tangent TM. La variété M est dite orientable si son fibré tangent est orientable.

EXEMPLES

i) Tout ouvert de R" est évidemment orientable, car son fibré tangent est un produit ;
on dispose dans ce cas d’'une orientation canonique, celle de la base canonique de R".
ii) Soit ScM une sous-variété donnée par un systéme d’équations globales. Alors S est
orientable si et seulement si TMg I’est (appliquer la remarque du paragraphe 3.2 aux
trois fibrés vectoriels E = TMg, F = TS, E/F = TgM, en se souvenant que le fibré normal
a une sous-vari¢té définie par des équations globales est trivial dont orientable).
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Corollaire L'espace projectif réel P™ est orientable si et seulement si n est impair.
En effet, on a vu en 3.2 (exercice) que le fibré normal Tpa—1P™ n’est pas orientable ;
sachant que P! =S! est orientable, on en déduit que P2 ne I'est pas, donc que P3 Iest,
etc.

EXERCICE
i) Sila démonstration précédente vous a facilement convaincu, vous vous €tes laissé
escroquer. Voyez-vous a quel endroit ?

Réparez I'escroquerie, en utilisant ce que vous savez sur 1(P™") (cf. § 2.3).
ii) En combinant la remarque du paragraphe 3.2 a la « condition suffisante d’orienta-
bilité » du paragraphe 3.2 iii), montrer que le produit de deux variétés orientables est
orientable.

EXERCICE TEST Pour quelles valeurs de n le revétement des orientations de P"
est-il isomorphe 2 son revétement universel ?

3.4. Critére combinatoire d’orientabilité

Soit E un fibré vectoriel de base M, et soit (Uyx)ees un recouvrement de M par
des ouverts tels que Ey, soit trivial. Soit T = (a)aea une famille de trivialisations des
Ey, . Pour tout couple d’indices o, B on notera &, g la fonction localement constante
sur Ux N Ug, a valeur £1, définie par le signe du déterminant du changement de base

associ€ au changement de trivialisation 175 ' (cf. § 3.0).

Notant or 7¢ P'orientation de Ey, définie par la trivialisation 7, on a :
Or 7 = Eqp OF Ta SUr Us N U .

Remarque La collection de fonctions ( €3 ) (@ p)xaxa vETific le systtme de relations :

Eap Sy = Eay ™

surUsnUgnUy.
Un cas particulier remarquable est celui ou &g = +1 pour tous a.B, ce qui veut
dire :
Orig =0r 7o Sur U« N Ug.

On dit alors que 7 est une _famille cohérente de trivialisations locales de E. Dans
ce cas les orientations locales (or 7o), 4 S€ recollent sur tout M pour définir une
orientation de E.

Exemple E = TM (fibré tangent a une variété différentielle). Sil’on considére la famille
de trivialisations locales (To)aea de TM définie par un atlas (xa)oea de M, la fonction
Eqp €St le signe du déterminant jacobien du changement de carte xg ox; !. Ondit que
(Xa)aea est un atlas orienté de M si ggg = 1 pour tous a, B.
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PROPOSITION
i) Ladonnée d’une orientation de E équivaut 2 la donnée d’une famille cohérente

de trivialisations locales de E.
ii) Pour toute famille 7 = (7a)ye 4 de trivialisations locales de E telles que les ouverts
U, soient connexes, on reconnait ’orientabilité de E a I'existence d’un « jeu de
signes » (0o = 1) a tel que :

£gp =0a0p SUr Uanl. *9

Preuve
La premiére partie de la proposition est évidente. Prouvons la seconde.
Dire qu'un « jeu de signes » (a)ue a Vérifie (*¥*) c’est dire que la formule :

or Eq 1= 04 Or 14 (a)

définit une orientation de E; qui ne dépend pas du choix de o tel que a e U, . Les
orientations locales ainsi définies se recollent donc en une orientation globale.

Inversement, la donnée d’une orientation globale or E : M — Or E détermine
sur les U, un « jeu de fonctions localement constantes » :

oola) = +1 si orE(a)=or 1 (a)
-1 si or E(a) = —or 74 (a);

comme les U, ont été supposés connexes, ces fonctions sont en fait constantes et
forment « un jeu de signes » qui vérifie les relations (**). a

Corollaire de la premiére partie de la proposition Tout fibré vectoriel com-
plexe de rang n est muni d’une orientation canonique. en tant que fibré vectoriel réel
de rang 2n. En particulier, toute variété analytiqgue complexe de dimension n admet,
en tant que variété réelle de dimension 2n, une orientation canonique.

Preuve

En effet, un calcul élémentaire montre que tout automorphisme C-linéaire de C",

cunsidéré comme automorphisme R-linéaire de R?", a un déterminant positif, de
sorte que toute famille de trivialisation C-linéaires est cohérente. O

Autre corollaire Le produit de deux variétés orientables est orientable
(cf. aussi exercice 3.3 ii)).
En effet, I'atlas produit de deux atlas orientés est évidemment orienté.
Résultat de la « question test » du paragraphe 3.0
Si la question vous a plongé dans un abime de perplexité, ou si elle vous a fait
éclater de rire, vous étes sur la bonne voie.
Si vous avez réussi a formuler une réponse, est-elle aussi belle que I'était la ques-
tion ?
Si oui, j"aimerais la connaitre ! Sinon, peut-€tre prenez-vous trop au sérieux les ma-
thématiques ?
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ETUDE 7
... OU une relecture de l'interméde

nous ramene au tore T2

Motivation de I'étude

Dans I'interméde sur les indices de champs de vecteurs, nous avons commencé par
étudier des champs de vecteurs sur des ouverts de R?, Le fibré tangent 2 R? étant un
produit (TR? = R? x R?), 1a donnée d'un champ de vecteurs non nul sur un ouvert U
de R? équivaut i la donnée d’une application v : U — RB? 1 {0}. A tout lacet » de U
correspond donc un ltacet vo h de R? \ {0}, dont la classe d"’homotopie est caractérisée
par un « indice » ne Z (R% \ {0} 2 méme type d’homotopie que §!). Cet indice ne
dépend que de la classe d"homotopie de ve X, ce qui prouve les lemmes 1 et 2 de
Iinterméde, § 1.2.

Si, au liev de champs de vecteurs de R2, on considere des champs de vecteurs
sur une surface M (variété a deux dimensions), on ne peut plus raisonner comme
précédemment car le fibré tangent T n’est plus un produit. Néammoins, sil'ouwert U
de M sur leqguel on travaille est inclus dans un domaine de carte, le fibré TU est trivial.
Choisissant une trivialisation de ce fibré, on peut A nouveau identifier les champs de
vecteurs v non nuls sur U a des applications de U dans RZ\ {0}, ce qQui permet comme
précédemment de définir Findice de vle long d’'un lacet A de U. Mais attention : 'indice
ainst défini dépend du choix de la trivialisation ! Par exemple, on a vu sur Pexemple de
la sphére % que I'indice d'un champ de vecteurs non nul le long de I'équateur n'est
pas le méme selon qu'on le calcule par la trivialisation « stéréographique nord » ou
« stéréographique sud » .

Pour bien cerner la difficulté, nous allons faire quelques réductions. Le fibré qui
nous intéresse est A*TU (fibré induit de TU par le changement de base )) ou plus
exactement A*T'U, ou T'U désigne le complémentaire de la section nulle dans TU.

Comme A0) = A1), on peut considérer A comme une application de $' dans U, de
sorte que A T' U est un _fibré de buse 5! et de fibre RZ \ {0}.

Comme la notion d’indice est invariante par homotopie, nous pouvons encore
simplifier les données en remplagant R2\{0} par 8! qui a méme type d’homotopie : plus
précisément, notre fibré de départ T' U peut étre remplacé par SU, fibré des directions
de demi-droites tangente 2 U (I'application T'U — SU, de passage au quotient par
la relation d’équivalence entre vecteurs tangents v~ o' < Jc> 0, U = cv, est une
équivalence d’homotopie respectant la structure fibrée). 1l résulte de notre hypothése
sur U que fous les fibrés considérés ici sont triviaux. Le fibré induit de SU par le
changement de base ) peut étre considéré comme un fibré trivial de base S' et de
fibre S! ; son espace total est donc homéomorphe au tore T2,

EXERCICE préliminaire Sdésigne désormais le cercle rigonoméurique. p : R+ S
désigne le paramétrage du cercle par I'angle. A I'aide du principe de monodromie, on
montrera qu'a tout automorphisme ¢ de T = S x S correspond un automorphisme ¢
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de R x R tel que le diagramme

RxR — RxR
ipxp ipxp

¢
1l E— T

soit commutatif. Le mot « automorphisme » peut s’entendre ici aussi bien dans la
catégorie des espaces topologiques (homéomorphisme de 'espace dans lui-méme)
que dans celle des variétés différentielles ou analytiques,

Le tore vu comme « fibré en cerdes sur le cercle »

On considére maintenant T comme fibré de base S, avec la premiére projection
pn 8 x 8 S Pour deviner les réponses aux questions suivantes, on pourra s'aider
de dessins dans le plan R x R, obtenus en « relevant » les figures de S x S qui nous
intéressent ; il sera commode de représenter la base du Abré T par le segment [0, 1]
(en considérant 0 et I comme « identifi¢s ») et la fibre par la droite R considérée
« modulo les translations de 2kcn, ke Z ».

i) Deux sections og .oy du fibré T sont dites isotopes si on peut les interpoler par une
famille continue de sections (o)) (c'est la méme notion que celle d’homotopie,
sauf que les applications interpolantes sont astreintes a étre, comme og €t oy, des
sections du fibré). Montrer que les sections de T sont caractérisées & isotopie prés par
un eatier ne Z, leur « indice »,

ii} Soit o un automorphisme du fibré T (au-dessus de Ig). Les images par o des
sections constanfes du fibré T sont toutes isotopes (pourquoi ?). Leur indice sera
appeié indice de I'automorphisme o, et noté indo.

Quelle relation y a-t-il entre I'indice d'une section quelconque de T et celui de sa

transformée par un automorphisme o respectant Perientation ? Méme question pour
un auvtomosphisme o inversant I'orientation.
iii} Deux automorphismes ag , o) du fibré T sont dits isotopes si on peut les interpoler
par une famille continue (o) oy d’automorphismes du fibré T. Montrer que les
automorphismes de T respectant Porientation sont classifiés 2 isotopie prés par leur
indice : plus précisément on a un fsomorphisme de groupes :

ind : [Aut’'T] -2

ou [Aut* T| désigne le groupe des classes d'isotopie d’automorphismes de T respec-
tant I’orientation.

Préciser de méme la siructure du groupe [AutT) de toutes les classes d'isotopie
d’automorphismes (respectant ou non I’orientation ).
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Application : indices des sections d’un fibré trivial en cercles sur le cercle

Soit T un fibré trivial de base S! et de fibre S'. Que faut-il entendre par « I'indice
d'une section de T » relativement 2 une trivialisation v de T ?

Montrer que cet indice dépend du choix de 7, mais que la différence des indices
de deux sections o,¢’ n’en dépend pas, 2 condition toutefois de ne considérer que
des trivialisations ayant méme orientation. Que devient cette différence pour une
trivialisation d’orientation opposée ?

Ce qui précede justifie le lemme admis au paragraphe 3.2 de 'intermeéde.

Epilogue : classification des tores complexes
Cherchons i classifier, a isomorphisme analytique complexe prés, les variétés analy-
tiques complexes de la forme C/{2, ot () est un réseau du plan (cf. étude 4°7).

En utilisant I'« exercice préliminaire » ci-dessus et le résultat de I'étude 47 (pro-
bléme B) sur la classification des automorphismes de C, on montrera que :

deux telles variétés C/Q et C/Q)' sont isomorphes si et seulement si les réseaux Q
et (¥’ se déduisent I'un de 'autre par une similitude plane directe.
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Introduction au calcul intégral
sur les variétés

Pour savoir calculer sur les variétés il faut avoir compris comment les calculs dans
R" se transforment par changements de coordonnées. S'agissant de calcul intégral,
il faut donc avoir compris les changements de variables d'intégration. Commengons
par rappeler la formule du changement de variable pour une intégrale simple, sur un
intervalle de R :

b il
/ Slddx = f fleo®) ¢ (®)dE ()

Dans cette formule, ¢ est un difffomorphisme entre deux intervalles ouverts de R
coatenant respectivement les points o, B et a = ¢la), b = ¢(B) : on ne suppose pas

a b
nécessairement que a < b ni que a < B, la convention / = - / permettant d’écrire
b a
(0) sans faire cette hypoth@se ; ¢’est grice A cette convention gu’on a pu écrire ¢’ (8) et
non pas |¢/(§)| dans le membre de droite de (0).
En introduisant ta forme différentielle de degré 1 :

w = f{x)dx,

on peut récrire la formule (0) sous forme plus compacte grice a la notion d’« image
réciproque d’une forme différentielle » (Chap. 5, §4.2) :

b B
/m=/ . ©y
[r} n

Le changement de variable d'intégration se comprend donc beaucoup mieux si I'on
considére que ce ne sont pas les fonctions que I'on intégre mais les formes différen-
tielles.

Nous connaissons déja les formes différentielles de degré 1, et avons déja eu
Poccasion de les intégrer sur des variéis de dimension 1, ou sur des chemins dans
des variétés de dimension supérieure (cf. étude 3%, exercices inaux des paragraphes
0 et 1), Ce chapitre va définir les formes différentielles de degré p, ainsi que leur
intégration sur des « chaines de dimension p ».
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0. L'algébre des formes extérieures sur un espace vectoriel

Ce paragraphe expose les préliminaires algébriques qui nous permettront, au pa-
ragraphe suivant, de définir les formes différentielles de degré guelcongue.

0.0. Formes exteérieures

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur B (ou sur un corps commutatif
guclconque). On appelle forme p-linéaire alternée sur E (ou « _forme extérieure
de degré p », ou plus brievement # p-forme » sur E) une application :

w:Ex---xE3R,
[ ——

p fois

linéaire par rapport 4 chaque facteur, et telle que wle) .- - - . vp) = 0 toutes les fois gue
deux des v sont égaux. De ces deux propri€iés on déduit facilement que w est antisy-
méirigue, c'est-a-dire change de signe quand on intervertit deux des v; (remplacer v;
et uy; par v + v, et utiliser 1a lin¢arité).

Cas particuliers

=p=1 Une l-forme sur E est tout simplement upe forme linéaire sur E. L'espace des
t-formes est donc 'espace vectoriel dual E*.

= p=2 Un exemple important de 2-forme est fourni par le « produit extérieur de
deux 1-flormes » :

pour u; . ugz € E*, on détinit 12 2-forme u; Aug : Ex E = R par

o hon =t (2100 002

Géométriquement, le nombre (v A ugi(vy . 1) peut s’interpréter comme I'aire du
parallélogramme crienté de R? construit sur les vecteurs images de vy . vy par I'appli-
cation linéaire :

u=_(y,up) : E— R?,

avec la convention que I'aire est comptée positivermnent ou négativement seton I'orien-
tation de la base de R? que copstituent les deux vecteurs {1(y), u(vp)) supposés
linéaircment indépendants (5%ils ne le sont pas, 'aire est nulle).

On définirait de méme, plus généralement, le produit exrérieur de p 1-formes
U, upe E*:

(w1 A Aup)(vr .- -, vp) = det{wly)

(volume du parallélépipéde orienté de BF construit sur les vecteurs u(yy), - -, ulup)).

En fait, nous allons généraliser aux formes de degrés quelconques la notion de
produit extérieur, de telle facon gue la notion de produit extérieur de p 1-formes ne
fasse quillustrer I associativité de 'opération de produit extérieur de deux formes de
degrés quelcongues.
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0.1. Produit extérieur

Dans le groupe Sp.q des permutations de p + q objets, notons &, le sous-
ensemble des « imbrications » :

@(P_q,={o'e Cpigl M) <---<a(p); alp+ D <--- <a(p+q)}

(Cest 'opération élémentaire que fait quelquun qui bat un paquet de cartes, le
divisant en deux paquets qu’il imbrique ensuite I'un dans I'autre).

Le produit extérieur d’'une p-forme v par une g-forme v’ est défini par la formule :
(wA ') (vl Up-l-q) = Z (G ) ™ (Ua(l)-""vo{p)) o (Umml)o"‘-vn(mq))

(3] ap.q}
ot sgn o désigne la signature de la permutation o.

Propriétés du produit extérieur

(Cf. par exemple Godement, Cours d’algébre, Hermann, 1963, exercice 12,
§23)
= Bilinéarité : (évidente).
= Associativité : a A(BAY) = (@ AB) A Y.
= Antisymétrie : BAa = (-1 a AR ou p = dega, q = degP (degré de la forme
considérée).

0.2. Structure de l'algébre des formes extérieures

Notons APE* I'espace des formes extérieures de degré p sur E. La collection d’es-
paces vectoriels (APE*)p, munie de I'opération « produit extéricur » , constitue ce
qu’on appelle I'algébre des formes extérieures sur E. Cette algére est graduée (par le
degré p), le degré d’un produit extérieur étant 1a somme des degrés.

On convient que A°E* = R (le corps des scalaires), de sorte que notre algébre
graduée a un élément neutre, I’élément unité de R (le « produit extérieur » par une
O-forme étant la multiplication usuelle par le scalaire qu’est cette 0-forme).

Les espaces vectoriels APE* sont nuls pour p> n = dimE. Pour 0 < p < n ils sont
de dimension finie (¥, et Pon peut en construire des bases de la fagon suivante : soit
u ,---,un une base de E* ; alors pour tout p=1,2,---, n la famille des p-formes :

(s A--- A u;p)il‘__{ip

est une base de APE*.
En particulier, 'espace vectoriel A"E* des formes de degré maximum est 2 une
dimension, engendré paru; Aug A---Aun.

0.3. Formes volumes

On vient de voir que tout élément de A"E* est multiple de uy A --- A un, O
u = (u .---,un) est un systeme de coordonnées linéaires sur E (base de E*).

Géométriquement uy A --- A un est la forme qui a un n-uplet de vecteurs vy ,---.vn
de E assodie le volume du parallélépipéde orienté de R", image par I'isomorphisme
u : E — R" du parallélépipéde construit sur vy ,---, n.
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Pour cette raison, un élément non nul de A"E* est appelé forme volume sur E. En
particulier, pour E = R" et si y; , - - -, un désigne le systéme de coordonnées canoniques
sur R", uy A--- A up est la_forme volume canonique de R". Plus généralement, on a la
proposition suivante.

PROPOSITION

Tout espace vectoriel euclidien orienté E admet une forme volume canonique,
_ caractérisée par la propriét€é que w(py.---,vn) = 1 pour toute base orthonormée
de E orientée positivement.

Si (uy.---.un) est le systeme de coordonnées linéaires de E défini par une telle
base, la forme w peut étre définie par o = yy A --- A un. Le fait qu’elle ne dépende
pas du choix de la base vient de ce que les matrices de changement de base ont un
déterminant égal a 1 (clles appartiennent au groupe spécial orthogonal S0(n)).

EXERCICE Démontrer que la forme volume canonique d’un espace vectoriel eucli-
dien orienté E est donnée par la formule :

w(l)].“‘-vn)=:|:\/det((vi.q,)) ™)

ou ((vi.v)) désigne la matrice constituée par les produits scalaires des vecteurs
vy.---.un, et le signe devant la racine est + ou — selon que (v, - - -, vn) est une base
de E orientée positivement ou négativement (si les vecteurs ne sont pas linéairement
indépendants, le déterminant est nul).

Indication Le choix d'une base orthonormée de E permet de se ramener 32 démontrer
1a formule pour la forme volume canonique de R", ce qui revient 2 démontrer le lemme
suivant.

Lemme Pour tout n-uplet (v, .- - -, vn) de vecteurs de R",

(det(vyy)? = det((vr, ).

Lintérét de la formule (*) est de donner une expression intrinséque de la forme
volume, évitant d’avoir 4 choisir une base de E.

1. L'algebre graduée des formes différentielles sur une variété

1.0. Formes différentielles

Soit M une variéié différentielle. En appliquant la construction du paragraphe 0
a I'espace tangent E = TgM, on obtient I'algébre des formes cxtérieures sur ToM.
De méme que TaM peut étre considéré comme la fibre d’un fibré vectoriel sur M,
Fespace vectoriel des p-formes sur TuM peut étre considéré comme la fibre d’un fibré
vectoricl sur M que nous appellerons le fibré des p-formes sur M (pour p = 1 Clest
le fibré cotangent T*M). Les sections (différentiables) de ce fibré sont les formes
différentielles de degré p.

Lensemble des formes différentielles de degré p sur un ouvert U de M [resp.
I'’ensemble des germes en a de formes différentielles de degré p sur M] sera noté
QP(U) [resp. OF, ]
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Six =(xq.---.xn) est une carte locale de M définie sur U [resp. le germe en a d'une
telle carte], une forme différentielle de degré p s’écrit d’une facon et d’une seule :
w= Z eidg A---Adx,, **)
i=liy .--.0p)
iy <<l

ol g1 € C°(U) [resp. Ciral-

N.B. : Les énoncés trés généraux qui suivent s'appliqueront aussi bien aux germes
de fonctions ou de formes différentielles qu’aux fonctions ou formes différentielles
définies sur un ouvert U de M (non nécessairement muni d’une carte : ce pourra par
exemple étre M tout entier). De plus, ils seront, en un sens évident, compatibles avec
I'opération de restriction 4 un ouvert plus petit.

Pour cette raison, nous emploierons des notations telles que Cif , £}, qu’on pourra
lire 2 volonté comme signifiant C7, , O , ou bien C™(U), QP(U) pour U ouvert de M.

1.1. Produit extérieur
Le produit extérieur défini en 0.1 passe de facon évidente aux formes différentielles,
définissant pour tous p. g une application billinéaire :

A
ﬂﬁ, xQE{—)Qﬂq

' '
ww oo

vérifiant les mémes propriétés d’associativité et d’« antisymétrie » qu’en 0.1. Munie de
cette loi de produit, la collection des (ﬂf, )p=0,1,---,n » qu€ NOUS noterons pour abréger
Qp, forme une algébre graduée. En particulier 'application :

0 p_" P
QMXQM——)QM

est la loi évidente de multiplication d’une forme différentielle par une fonction, qui
fait de O, un module sur I'anneau Of; = C§ (de méme qu'une forme extérieure de
degré zéro sur un espace vectoriel est un scalaire, une forme différentielle de degré
zéro sur M est une fonction différentiable).

1.2. Différentiation extérieure

PROPOSITION
1l existe sur O, un unique endomorphisme R-linéaire gradué d : Oy — Qf,
de degré 1 (c’est-a-dire envoyant 0F, dans 02 :

d d d d d
CF =0y — Oy — 0% —— - - —— O ——0

doté des propriétés suivantes :

i) dod=0;

il) d]0%, est la différentiation usuelle des fonctions ;

iii) d(aAB) = da A B +—1)%8% o AdB.

Cet endomorphisme est appelé différentiation extérieure de I'algébre Oy, .
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Preuve

Nous nous contenterons d’esquisser la démonstration, insistant surtout sur ce
qu’il faut en retenir pour les usages pratiques : une expression explicite de la
différentielle extérieure en coordonnées locales.

Toute forme différentielle » peut localement s’écrire sous la forme 1.0 (*¥).
Appliquant a cette formule les régles i), ii) et iii) on trouve par un calcul sans
difficultés :

do= Y detAdx A---Adx,,
i=liy o)
iy<---<ip

c’est-a-dire plus explicitement :

do= Y ) axei dgAdg A---Adx,.

=l ---lp) J
I](H-ql'p

Cela montre que s’il existe un endomorphisme d vérifiant i), ii) et iii), celui-ci
est unique et donné localement par les expressions ci-dessus. Reste a vérifier que
I'’endomorphisme d ainsi défini dans les ouverts de cartes vérifie effectivement
i), ii) et iii), ce qui n'est pas difficile. Par argument d’unicité cet endomorphisme
ne dépend pas du choix de la carte x = (x1,---,xn), €t s’étend donc aux ouverts
quelconques de M. a

1.3. Images réciproques

PROPOSITION
A tout morphisme f : M — N de variétés différentielles est associé « de fagon
fonctorielle » un morphisme d’algebres différentielles graduées :

IOy - Qy

caractérisé par le fait qu'en degré 0 il envoie la fonction pe CJ° sur f*¢ = pofeCyy .
« Morphisme d’algebres différentielles graduées » signifie cedi :

i) f* est une application linéaire de OF dans QF ;

i) floAd)=foAf*;

iii) f*(dw) = d(f*w).

Dire que la correspondance f— f* est « fonctorielle » veut dire que :

(Tp)* = Mg
(gof) =f*og"

il s’agit d’'un _foncteur contravariant de la catégorie des variéiés différentielles dans la
catégorie des algébres différentielles graduées.



226 Chapitre 8 : Calcul intégral sur les vanétés

Expression de I'image réciproque en coordonnées locales
Définissons f* en degré zéro par :

o o
b dof

Alors, par la propriété iii), l'action de f* est connue sur les différentielles de fonctions.
On en déduit 4 'aide de ii) que si we Of est donnée en coordonnées locales par

w= Zq;jdyj] A---dy,
d

son image réciproque £ s’écrit localement :
Sao= Y My APy ) A AdGTy,)
I

= ) Wyo Ny, oNA-- Adiy, of),

A

que rien n'empéche de réexprimer dans la base (dxi, A - - - dxi, )i associée a un systéme
de coordonnées locales (xy,---, xn) de M, en utilisant la formule de diftérentiation
d’une fonction composée.

Cas particulier important
Sidim M = dim N = m, la forme différentielle de degré maximum :

w=dyy A Adym
a pour image réciproque

. ay
ffw=det (F.é) da A Adxm,

& xi
coordonnées locales x (source), y (bur).

EETH
ol (—UJ-) = ( Ix (yof }) est la matrice jacobienne de l'expression de f dans les

Expression intrinséque de (>

Soit we QR(V). Alors f*w e OF, (U) est la forme différendelle ainsi définic sur
U=f"YVv): pourac U, b=fla)e V, o(b) est unc pforme sur TpN ; (f*w)a) est alors
la p-forme sur ToM qui au p-uplet vy .- -, up d'élémenis de TeM associe le nombre :

(b} Taf(vy). - - . Taf(vp)) -
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Cas particulier : restriction d’une forme » € Qf; & une sous-variété Sc M
On appelle restriction de w a la sous-variété SI'image réciprogque de w par I'inclusion
canonique i : S— M. On la note :

w|S=i"w.

Explicitement, (v | S{a) est la p-forme sur TS définie de fagon évidente en restreignant
a T4S la p-forme «{a) donnée sur TaM.

Preuve de la proposition

En définissant f* par I’expression intrinséque ci-dessus il est facile de vérifier les
propriétés i) et ii). La propriété iii) se vérifie plus facilement sur I'expression
en coordonnées locales, dont il est facile par ailleurs d’établir I'équivalence avec
I'expression intrinséque. La vérification des propriétés fonctorielles ne présente
aucune difficulté. O

1.4. Formes différentielles fermées et formes différentielles exactes

Une forme différentielle o est dite _fermée si dw = 0. Elle est dite exacte si elle peut
s’écrire w = dt. De I'identité d o d = 0 il résulte que toute forme différentielle exacte est
Jermée. La réciproque est fausse en général, mais vraie localement comme I'affirme le
lemme suivant.

Lemme de Poincaré Sur un pavé de R" fouvert produit de n intervalles de R)
toute forme différentielle fermée est exacte.

Nous ne donnerons pas ici la démonstration générale de ce lemme.

EXERCICE Expliciter, en coordonnées locales, ce que signifie pour une forme dif
férentielle de degré 1 le fait d’étre fermée [resp. exacte]. Reconnaitre ainsi dans le
lemme de Poincaré en degré 1 I'exercice 2 du chapitre 3.
Exemple de forme différentielle fermée qui n’est pas exacte : la forme « do »
sur le cercle S', ou sur R% \ {0} (cf. étude 3, exemple 3 et étude 4%, paragraphe 1). On
prendra garde au fait que la fonction 6 n’est pas bien définie globalement sur le cercle
mais seulement sur le revétement universel de celui-ci, ce qui explique que « dé »
— malgré la notation — ne soit pas exacte sur le cercle.

Nous aborderons au paragraphe 4, sous le nom de cohomologie, I'étude générale
des obstructions 4 ce qu'une forme différentielle fermée soit exacte.

2. Formes volumes

2.1. Définition et principaux exemples

On appelle forme volume sur une variété différentielle M une forme de degré
maximal, non nulle en tout point de M.
Exemple R" est muni d’une forme volume canonique, la forme dx A --- A dxn (0T
x1.---,xn sont les fonctions coordonnées canoniques).

Remarque La donnée d’une forme volume o sur M détermine une orientation
de M.
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En effet, pour toute base (v ,---.vm) de TaM, le nombre w(v; .- - -, vm) €st non nul,
et I'on peut convenir que la base est orientée positivement si ce nombre est positif.

Inversement, la proposition du paragraphe 0.3 a pour conséquence immédiate la
proposition suivante.

PROPOSITION Toute variété riemannienne orientée est munie d’une forme vo-

lume canonique.
Rappelons (cf. chap. 5, commentaire 4.3) que I'on appelle « variété riemannien-
ne » une variété différentielle dont les espaces tangents ToM sont munis d’une struc-
ture euclidienne « dépendant différentiablement de a ».

DEFINITION Plus précisément. on appelle variété riemannienne le couple (M, { , ))
constitué par une variété différentielle M et une fonction numérique { . ) e C(TM x TM)
dont la restriction (, )a a chaque fibre TaM x TaM soit une forme bilinéaire définie

Expression, en coordonnées locales, de la forme volume canonique d’une variété rieman-
nienne orientée

Donnons-nous, sur un ouvert de la variété riemannienne M, un systéme de co-
ordonnées locales (t ,-- -, tm) orienté positivement, c’est-a-dire tel qu’en tout point a
les vecteurs tangents 3y, .- - -, 9, forment une base orientée positivement de TaM.

Alors, 1a forme volume canonique de M est donnée dans cet ouvert par :

m=1,det(at(.ag)dt1/\"'/\dﬁn ™

(c’est la formule (*) de I'exercice 0.3).
Exemple : courbe lisse de R", donnée par un paramétrage ¢+ (x(1).---, xn(t)).
Prenant t comme coordonnée locale sur cette courbe, on trouve par la formule (*) :

©= \/xi(t)2+---+.\41(t}2d1.

La « forme volume canonique » s’interpréte dans ce cas comme « I'élément de
longueur infinitésimal » le long de la courbe considérée.

2.2. Calcul de la forme volume canonique d’une sous-variété orientée
M c R"™ donnée par un systéeme d'équations
(globales ou locales) s,=0, ---,s,=0

Pour une sous-vari¢té donnée de cette fagon il est plus commode de raisonner sur
le fibré normal que sur le fibré tangent. Lespace R" étant canoniquement orienté,
la donnée d'une orientation de M équivaut, d’aprés la remarque du chapitre 7 pa-
ragraphe 3.2, a la donnée d’une orientation du fibré normal, et I'on peut toujours
supposer que (ds) .- --.dsp) est un systeme de coordonnées orienté positivement des
€SpACcts NOrmaux.
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Or la structure euclidienne de R™ permet d’identifier I'espace normal Tq R™ /TaM 2
TaM, supplément orthogonal de TaM dans TaR". L'« espace orthogonal » T2 M est ainsi
un espace vectoriel euclidien orienté.

Lemme Pour toute base orthonormée (v; ,-- -, up) de ToM. orlenté positivement, on
a:

(dsy A --+ AdspXvy .- -, vp) = \/det(grad s, grad s;)

Preuve
En posant vy = dsi(vj) ce lemme est une conséquence immédiate du lemme du
paragraphe 0.3. O

Corollaire La forme volume canonique sur T M est donnée pour tout ae M par la
Jformule :
ds; A---Adsp

"7 Vdet{grad s;.grad 5;)

Plus précisément, cette formule définit sur R" une forme différentielle v dotée des

propriétés suivantes :

i) appliguée é un n-uplet de vecteurs (v; .- - -, vn) de TaR"™ (ae M), v s’anfule dés que

l'un des vi appartient a TaM, et peut donc étre considérée comme une p-forme sur

Ta R" /TaM ;

i) appliguée a un p-uplet de vecteurs de ToM., v coincide avec la _forme volume

canonique sur TaM.

De ces propriétés de la forme différentielle v on déduit immédiatement la propo-

sition suivante.

PROPOSITION
Pour une forme différentielle © de degré m = n— p sur R", les propriétés
suivantes sont équivalentes :
i) vAw=dq A---dxn;
ii) w|M est la forme volume canonique sur M.

Preuve

Il suffit de faire agir v A @ sur un n-uplet (vy,---,vp,Vps1.--,tn), OO (vy,---.Up)
Iresp. (Ups1.---.vn)] est une base orthonormée, orientée positivement, de TiM
|resp. TaM]. O

Exemple : forme volume canonique d'une hypersurface orientée de R" Dési-
gnant par s une équation de I’hypersurface M, choisie de fagon que I'orientation de M
corresponde au « sens de traversée » ds> 0 (cf. chap. 7, §3.0),on a :

ds
| TS
[l grad s||

ot les v; = 3;s/|| grad s|| sont les composantes du vecteur unitaire orthogonal 2 M en a,
dirigé dans le sens de traversée défini par I’orientation de M.

=w dxy +---+vp dxn,
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Alors 1a forme différenticlle

n
w=Y Dy dg A AdgA--Ad
J:l

vérifie évidemment la propriété i) de la proposition, et définit donc (en restriction
a M) la forme volume canonique sur M.

3. Intégration des formes différentielles

Le but de ce paragraphe est d’énoncer (sans démonstration) le théoréme de Stokes,
qui permet de ramener I'intégrale d’une forme différentielle exacte de degré p i une
intégrale en dimension p - 1. On trouve dans la litérature de nombreux énoncés du
théoreme de Stokes, se traduisant tous par la méme formule mais différant par la facon
dont sont définis les objets géométrigues sur lequels on intégre. J’ai choisi ici de définir
I'intégration sur les chaines singuliéres d’une variété différentielle M. Pour définir une
« chaine » de dimension p on commencera par en définir les « maillons » élémentaires,
qu’on appellera cellules de dimension p.

3.1. Intégration sur une cellule singuliére

Considérons, dans un espace affine euclidien orienté E de dimension p, un compact A
d'intérieur non vide, et une application différentiable :

v A M;

« différentiable » signifie ici que ¢ est 1a restriction A A d’une application différentiable
sur un ouwvert de E contenant A.

Pour toute forme différentielle o de degré p sur M, o* w est une forme différentictle
de degré p sur un ouvert de E contenant A ; étant de degré maximum (p = dim E), elle
peut donc s’écrire :

cw=f-wg,

ol wg est la forme volume canonique sur E, et f e C%(A).

DEFINITION On appelie intégrale de w sur o le nombre :

fw ==/fm~:-
o A

ot pg désigne la mesure de Lebesgue sur Uespace euclidien E.
Remargue Si E = RFP les équations précédentes peuvent s’écrire respectivement :

cw=f dgn--- Adg

/m=/;dx,.‘.dxp.
a A

et
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EXERCICE : Invariance par « changement de paramétrage ». Montrer que si A
et A’ sont deux compacts d’espaces affines euclidiens orientés, se déduisant 'un de
I'autre par un difffomorphisme ¢ : A’ =5 A respectant Uorientation, on a :

/w:/ w (ottg’ =gog)
o o'

(utiliser la formule de changement de variable dans les intégrales, el le caractére
foncroriel de I'image réciproque des formes différentielles ).

Nous allons maintenant restreindre nos hypothiéses sur le compact A, de fagon 2
pouvoir définir le bord de o et énoncer le théoréme de Stokes.

DEFINITION On appelle cellule singuliére de dimension p sur M la donnée :

i} d’'un espace gffine euclidien orienté Ey, de dimension p, et d'un polyérlre convexe AcEy
de méme dimension ;

il d'une application différentiablec : A &> M.

Nous résumerons toutes ces données par la seule leure o, résumant la premiére
donnée en disant que I'espace source A de o est un « polyédre convexe orienté de
dimension p ».

Exemple p=1,A=[0,11cEy =R La cellule singuliere « est alors un ¢« chemin »
différentiable de M.

Remarque Cette définition n’'impose pas a o d'envoyer A difféomorphiguement sur
son image. C’est pour cette raison que ¢ est appelée cellule singuliére (son image
dans M peut ne pas ressembler du tout & ce qu’on aurait envie d’appeler une cellule).
En particulier, o peut fort bien n'étre nulle part une immersion, ¢’est-a-dire avoir une
application tangente de rang partout inférieur a p. Dans ce cas 'image réciproque o’ w

de towe forme différentielle w e Qf,, est identiquement nulle, de sorte que f w=0.
[13

Nous dirons qu'une telle cellule singuliére ¢ esi. dégénérée.

3.2. Bord d’une cellule singuliére. Théoréme de Stokes

Rappels sur les polyédres

» Polyédre convexe : compact convexe A d'un espace affine E, n"ayant qu'un nombre
fini de « points extrémaux » (appelés sommets du polyédre). (Rappelons gu’un « point
extrémal » d’un fermé convexe A est un point @ € A qui n'appartient a aucun segment
ouvert inclus dans A.)

Un polyedre convexe A est I'enveloppe convexe de I'ensemble de ses sommets.
On appelle dimension de A la dimension du plus petit sous-espace affine E, qui le
contient {qui n'est autre, par raison de convexité, que le sous-espace affine engendré
par I'ensemble de ses sommets).

Un polyédre A de dimension p a av moins p+ 1 sommets. §’il en a exactement
p + 1 on l'appelle simplexe de dimension p : un simplexe de dimension p est donge
I'enveloppe convexe de p + 1 points affinement indépendants.

» Orientation d’'un polyédre convexe A : c’est la donnée d’une orientation de Ex.
= Face d'un polyédre conwexe : partie de A de la forme AnF, oa F est un « hyperplan
frontiére » de A dans E, .
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Par « hyperplan frontiére » d'un polyédre convexe A de dimension p, nous en-
tendons un (p — 1)-plan F c E, tel que :
i) A soit situé « d'un seul coté » de F (c’est-a-dire ne rencontre qu’une seule des deux
composantes convexes de E, /F) ;
ii) le polyeédre A N F soit de dimension p— 1.

Un polyédre convexe n’a qu’un nombre fini de faces.
= Orientation des faces « par la normale extérieure » : ladonnée d’une orientation
de E, détermine une orientation de chacun des hyperplans frontiéres de A par la
« convention de la normale extérieure » (on oriente 'espace normal a2 F dans E,
dans le sens de « sortie de A », et 'on applique la remarque du paragraphe 3.0 du
chapitre 7).

DEFINITION Soito : A — M une cellule singuliére de dimension p. On appelle_face
de la cellule singuliére o une cellule singuliére de dimension p — 1. de la forme :

op=0|AfF : Ap 9 M,

ot Ap est une face du polyédre A. munie de l'orientation déduite de celle de A par la
convention de la normale extérieure.

Théoréme de Stokes L'intégrale, sur une cellule singuliére o, d’'une forme diffé-
rentielle exacte dx est donnée par la formule :

feflr

oaf estwneabrélﬂaﬁanpazrz./ . somme des intégrales sur les faces o
oo F oF

de la cellule singuliére o.

Cas particulier de la dimension 1
Lintégrale, sur un chemin o de M, d’une forme différentielle exacte df (f = fonction
sur M) est donnée par :

/df = f(b) — fla).

ou a et b désignent respectivement 'origine et 'extrémité du chemin o.

Cet énoncé ne fait que traduire dans le langage des formes différentielles les
propriétés bien connues des « primitives » de fonctions d'une variable. Pour cette
raison on appelle primitive d’'une forme différentielle « de degré 1 une fonction f
telle que w = df.

On remarquera que cet énoncé ne peut étre considéré comme un cas particulier de
I’énoncé général qu’a condition de convenir qu’une cellule orientée a2 une dimension
a pour « faces » son origine et son extrémité affectées respectivement des signes — et +
(les signes remplacent ici I’orientation , que nous n'avons pas définie en dimension 0).
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3.3. Introduction a la notion de « chaine singuliére »

Convenons provisoirement d'appeler chaine singuliére de dimension p sur M toute
combinaison linéaire formelle, finie, de cellules singuli¢res de dimension p:

C=me (rue Z) (1)

Ayant défni en 3.1 'intégration sur une cellule singuliére nous en déduisons, par
linéarité, la notion d'intégration sur vne chaine singuliére (1) :

/C==Z£:mfm- (2)

En particulier, le second membre de la formule de Stokes n'est autre que I'intégrale
sur le « bord » do de la cellule singulicre o, défini par la somme formelle des faces

deo,sidimo=2;
60=Zop. 3
F

et par
do=b-a si dimo=1.

Ainsi définie sur les cellules, la notion de bord s’étend par linéarité aux chaines (1) ;

a:::ztuao'i. 9

permettant d'énoncer le théoréme de Stokes pour les chaines réguliéres :

fcdx=facx- 5)

EXERCICE Démontrer de deux fagons différentes que I'intégrale sur un chemin A
d’une forme différentielle fermée o de degré 1 ne dépend que de la classe d’homotopie
(2 extrémités fixes) de k.

» Premiére méthode : appliquer le théoréme de Stokes en dimension 2, en intégrant
sur la ceflule singuli¢re (de source A = [0, 1] x [0. 1]) que définit 'homotopie entre les
deux chemins.

s Deuxiéme méthode ; se ramener par le lemme de Poincaré du paragraphe 1.4 au cas
d’une forme différenticlle exacte, ce qui permet d’appliquer le théoréme de Stokes de
dimension 1.

3.4. Le complexe des chaines singuliéres sur une variété, d’aprés De Rham

Parmi les « chaines singuliéres » introduites en 3.3, beaucoup sont manifestement
inutiles du point de vue de I'imégration, par exemple celles dont toutes les cellules
ai sont « dégénérées » (cf. § 3.1), ou bien des chaines comme ¢ = 0 — ¢ ol ¢ et
o' sont deux cellules singulicres déduites I'une de 'autre par un « changement de
paramdtrage » (cf. exercice du § 3.1), etc.
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Plus généralement, convenons d'appeler négligeable toute combinatson linéaire
(1) sur laquelle P'intégrale (2) de toute forme différentielle w soit nulle. Dans le groupe
abélien que constitue I'ensemble de toutes les expressions (1), celles qui sont négli-
geables forment évidemment vun sous-groupe.

DEFINITION Le groupe quotieni du groupe des expressions de la _forme {1} par le
sous-groupe des expressions ¢ négligeables » est appelé groupe des chaines singu-
liéres de dimension p sur M. et rnoté Cp(M).

Par construction méme, la définition (2) de I'intégrale passe au quotient par cette
relation d’équivalence, et il résulte immédiatement de la formule de Stokes (5) que
I'homomorphisme bord passe lui aussi au quotient (si ¢ est négligeable, il en est
de méme de ac). De plus, compte tenu de lidentité didw) = 0 (cf. § 1.2), la for-
mule de Stokes appliquée deux fois momtre que Popérateur & appligué deux fois
a une expression (1) quelconque a un résultat négligeable. Autrement dit, la suite
d’homomorphismes de groupes abéliens :

02 s Ch(M) s Cop (M) ——p e+ oy LMY ——5 Co (M) —— 0

vérifie la propriété :
dod=0;

on résume cette propriété en disant que cette suite d’homomorphismes est un com-
plexe de groupes abéliens.

4. Introduction a 'homologie et a la cohomologie

4.1. Homologie et cohomologie : dualité de De Rham

En vis-a-vis du « complexe des chaines singulieéres » C.(M) qui vient d’éwe défini
en 3.4, considérons le complexe 1*(M) des formes diflérentielles sur M, qui a &t¢
déhni en 1.2, C’est un complexe de R-espaces vectoriels (les morphismes d sont R-
linéaires, et 'on a do d =0, et il en résulte que l'image de dp_y : 0P~ - QP(M)
(espace des_formes différentielles exactes de degré p) est un sous-espace vectoriel
du noyau de dp : (P(m) —» 0P 1(M) (espace des_formes différentielles fermées de
degré p}. Le R-espace vectoriel quotient Ker dp/Im d,,_; est appelé p-iéeme espace de
cohormologie de De Rham de M, et noté HE(M). Ses ¢léments sont appelés classes de
cohomologie de degré p (de M) ; se donner une classe de cohomologie c’est donc se
donner globalement sur M une forme différentielle fermée, modulo la relation d'équi-
valence suivante dite relation de cohomologie : deux formes différentielles fermées
sont « cohomologues » si leur différence est une différentielle exacte.

Procédant de facon similaire pour le complexe de groupes abéliens C.(M), on
définira dans chacun des groupes Cp(M) les deux sous-groupes suivants :

« le groupe des bords Bp(M) = 1m (3,_; : Cp_1(M) - Cp(M))} ;

= le groupe des cycles Zy(M) = Ker (3p : Cp(M) = Cpa(M)) ;

Bp(M) est un sous-groupe de Zy(M), et le groupe quotient est appelé p-iéme groupe
d "homologie de M. On le note :

Hp(M) = Zp(M)/Bp(M)
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Ses éléments sont appelés classes d’homologie de dimension p de M ; se donner
une classe d’homologie c’est donc se donner un cycle de M, modulo la relation
d’équivalence suivante dite relation d’homologie : deux cycles sont « homologues » si
leur différence est un bord.

La formule de Stokes nous dit que les applications dp et dp sont « transposées » I'une
de l'autre par la forme bilinéaire « intégration » . Elle implique notamment que :
i) I'intégrale sur un cycle d’'une forme différentielle exacte est nulle ;
ii) l'intégrale sur un bord d’une forme différentielle fermée est nulle.

Ces deux résultats se résument en un seul : Uintégrale sur un cycle y d’'une
Jorme différentielle fermée » ne dépend que de la classe d’homologie de vy et de la
classe de cohomologie de w.

Remarque Il y a une légére disparité entre nos facons de traiter ’homologie et la
cohomologie : alors que les espaces de cohomologie sont ici des R-espaces vecto-
riels, les groupes d’homologie ne sont que des groupes abéliens (Z-modules). En fait,
dans la mesure ol I'on ne s’intéresse a I'’homologie que pour intégrer des formes
différentielles, il serait naturel de travailler avec les « chaines singuliéres 2 coefficients
réels » (en modifiant les définitions du paragraphe 3.4 de fagon 2 permettre aux coef-
ficients n; de la formule (1) du paragraphe 3.3 d’étre des nombres réels arbitraires).
On obtient ainsi les espaces d’homologie a coefficients réels, que nous noterons
Hp(M, R).

- Théoréme de dualité de De Rham! La forme bilinéaire « intégration » fait de
HB (M) l'espace vectoriel dual de Hp(M, R).

Deux conséquences du théoréme de dualité de De Rham

i) La propriété d’avoir une intégrale nulle sur tout cycle caractérise, parmi les
formes différentielles fermées, celles qui sont exactes.
ii) L'annulation de I'intégrale de toute forme différentielle fermée caractérise, parmi
les cycles, ceux qui sont des bords.

L'affirmation i) exprime I'injectivité de I'application canonique :

o : Hpo(M) — Hp(M.R)"
tandis que I'affirmation ii) exprime I'injectivité de I'application canonique :

& : Hp(M.R) — HE(M)" .

Dans le cas ol I’espace vectoriel Hp(M,R) est de dimension finie (donc égal a son
bidual), o n’est autre que la transposée de a, et les affirmations i) et ii) épuisent le
contenu du théoréme de dualité de De Rham (dire que la transposée d’une application
linéaire est injective, c’est dire que cette application est surjective).

! Ce théoreme est vrai sous une hypothése trés générale sur M. qu’on exprime souvent en disant que
« M est paracompacte ». Pour un espace topologique localement compact (comme le sont toutes les
variétés), étre € paracompact » équivaut i étre &« dénombrable 2 U'infini » , c'est-3-dire union d’une
famille dénombrable de compacts.
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EXERCICE Soit M = R? \ A, oi1 A est un ensemble éventuellement infini mais discret
(tous ses points sont isolés). Pour wout a € A on choisit dans M un lacet yq tournant
une fois dans le sens positf le long d'un petit cercle de centre a (de rayon assez petit
pour n'entourer aucun autre point de A).

En considérant les intégrales sur des formes différentielles fermées de M convena-
blement choisies, montrer que les classes d’homologie des vq (ae A) sont linéairement
indépendantes dans Hy (M, R).

En admettant (ce qui est vrai) gue ces classes d'homologie engendrent tout T (M, R),
que nous apprend le théoréme de De Rham sur les formes différentielles fermées
de M?

4.2. Autres points de vue sur i'homologie

A la définition 3.4 du complexe des chaines, qui fait explicitement appel aux formes
différenticlles (notion de chaine « négligeable » ), on préfére souvent des définitions
ne faisant pas inrervenir la structure différentielle, et qui s’appliquent a des classes
d’espaces beaucoup plus larges que les variétés.

Je vais en esquisser deux, dont chacune nous aidera i éclairer un aspect différent
de la notion d’homologie. Dans chacune de ces définitions on pourra prendre les
« coefficients » des chaines dans un groupe abéliva de notre choix, disons Z pour
fixer les idées. Les groupes d’homologie ainsi obtenus sont notés HpfM. Z) (ils sont
les mémes pour les deux défnitions). Dans le cas particulier ol M est une variété,
le groupe noté (M) en 4.1 coincide avec Hp(M, 2) « libéré de sa worsion », C’est-2-
dive avec le groupe quotient de Hp(M, Z) par le sous-groupe formé par les éléments de
v tels que ny =0 pour un ne Z*,

A chacune de ces définitions du complexe des chaines correspond une notion

— duale — de complexe des cochaines, conduisant a des groupes de cohomologie duaux
des groupes d’ homologie.
a) Paint de vue des décompasitions cellulaires. On décompose I'espace 1opologique M
a érudier en une union disjointe de « cellules » de diverses dimensions : une « cellule
de dimension p» est homéomorphe a I'intérieur d'un polyédre convexe de RP, et
Ia fronticre d'une cellule de dimension p est une union de cellules de dimensions
inférieures A p (ses faces, les faces de ses faces, erc.).

Cette « décomposition cellulaire » de M étani fixée, on appelle « chaine de dimen-
sion p » une expression formelle comme I'expression (1) du paragraphe 3.3, mais oh
les o; sont des cellules de dimension p de la subdivision donnée, munies chacune d’une
orientation {de plus on fait la convention que —o; représente la cellule o; munie de
I'orientation opposée). Les « faces » d’une cellule o de dimension p sont des cellules
de dimension p— 1, dont chacune est munie de I'orientation déduite de celle de ¢ par
convention « de la normale extérieure ». La somme de ces faces ainsi orientées est par
définition le bored 3o de o.

Ce point de vue a l'avantage &’inscrire expliciiement la théorie de 'homologie
dans le prolongement des problémes célebres de « topologie combinatoire » auquel le
nom d’Euler reste attaché : par exemple la notion de « caractéristique d’Euler » d’une
surface compacte n'a pas éié définie initialement par Euler 2 I'aide de champs de
vecteurs comme nous I'avons fait dans l'interméde, mais 2 'aide d’une subdivision
cellulaire de la surface (en fait les « surfaces » gu’il étudiait étaient polyedrales) ; ce
gqu'Euler a découvert a ce sujet, c'est gue ;
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pour toute surface compacte M munie d'une subdivision cellulaire, le nombre x(M)

défini par
x(M) = es(M) — e, (M) + ep(M)

(o0 ep(M) désigne le nombre de cellules de dimension p de la subdivision) était
indépendant du choix de la subdivision.
Activité suggérée Tester cctte affirmation pour diverses subdivisions de la sphére,
du tore, etc., et constater que la « caractéristique d’Euler » ainsi définie coincide avec
celle définie dans linterméde.

Un prolongement naturel de cette activité, auquel le lecteur pourra s’essayer quand
il saura calculer quelques groupes d’homologice (apres lecture des paragraphes 4.3 et
4.4 ci-apres), est de tester sur ces exemples cette autre propriété de la caractéristique
d’Euler (qu’on prend aujourd’hui comme définition de celle-ci) :

X(M) =Y (1P (M),
P

bp(M) = rang, Hp(M)
(¢« p-ieme nombre de Betti » de M).

a’) (variante de a)) : point de vue des triangulations. C’est le cas particulier de a) ou I'on
impose 2 toutes les cellules d’étre des « simplexes » (cf. § 3.2 pour la signification de
ce mot).

b) Pointde vue des « chaines singuliéres » sur les espaces topologiques. Le point de vue a)
a I'avantage d’étre trés constructif et explicite (c’est de la « topologie combinatoire »),
mais pose des problemes théoriques délicats : quels sont les espaces qui admettent
une subdivision cellulaire ? Comment démontrer que les groupes d’homologie ainsi
définis ne dépendent pas du choix de la subdivision ?

Le point de vue moderne des « chaines singuliéres » évite ces inconvénients, et pré-
scnte I'avantage de s’appliquer aux espaces topologiques les plus généraux. I reprend
I'idée des paragraphes 3.1, 3.2 et 3.3 en remplacant les « cellules singuliéres » par des
simplexes singuliers :

o ApaM;

Ap désigne le simplexe standard a p dimensions défini par :

p
Ap = {xe RP|x=0.) xi< l} ;

i=1

I'application « est supposée continue, sans autre hypothése. Le groupe des « chaines
singuliéres de dimension p » de M est défini comme U'ensemble des combinaisons
linéaires finies de simplexes singuliers de dimension p. En particulier, le bord d’un
simplexe singulier o de dimension p est la chaine singuli¢re de dimension p— 1 définie

par :
p "
do = Z(—l)'_l ooF;.
i=1

ou Fj est l'injection de Ap_y dans Ap définie par :
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Filxp .- xp1) = (x .- %1 .0, %, -+ -, %p1)-
Etendu par linéarité aux chaines, 'homomorphisme « bord » ainsi défini vérifie de
fagon évidente o a = 0, et le « complexe des chaines singuliéres » ainsi défini conduit
a une « bonne » théorie de I'’homologie sans qu’il soit nécessaire de passer préala-
blement au quotient par quelque relation d’équivalence que ce soit (d'une fagon que
j’ai toujours trouvée miraculeuse, tous les cycles que I'on aurait envie de négliger se
trouvent automatiquement étre des bords !).

4.3. Homologie en dimensions 0 et 1

Homologie en dimension 0 Pour tout espace topologique M, Ho(M.Z) est le
groupe abélien libre engendré par I'ensemble des composantes connexes par arcs
de M.
C’est tres facile 2 voir dans le point de vue du paragraphe 4.2.b) ; car :
i) se donner un simplexe singulier de dimension 0 équivaut a se donner un point
de M ;
ii) les simplexes singuliers de dimension 1 sont les chemins de M (applications con-
tinues de A; = [0,1] dans M) ;
iii) le bord d’un simplexe singulier o de dimension 1 est o(1) — o(0).

Homologie en dimension 1 Pour tout espace topologique M connexe par arcs,
Hy(M, Z) peut étre identifié au groupe fondamental de M « rendu commutatif »,
c’est-3-dire au groupe quotient de w;(M, @) par le sous-groupe engendré par les
« commutateurs » p A p'lk_l.
Idée Drapres la description des chaines de dimension 1 et de leurs bords qui vient
d’étre donnée, le groupe des cycles singuliers de dimension 1 de M est engendré par
les lacets de M, a point-base arbitraire.

L'affirmation ci-dessus revient a dire que deux tels lacets sont homologues si et
seulement s'ils se déduisent I'un de I'autre par une homotopie de lacets a point-base
variable (de sorte que, d’aprés le chap. 7, § 1.1, Fig. 7, tout lacet A est homologue 2
tous ses conjugués p A p ).

Remarque Comparer les deux méthodes de résolution de I'exercice du paragraphe
3.3 était déja une facon de prendre conscience d’un lien entre la notion d’homologie
en dimension 1 et celle d’homotopie.

Exemples

i) Homologie du plan moins deux points Il résulte ainsi du paragraphe 1.1 du chapitre
7 (commentaire accompagnant la figure 6), que Hy(R% \ {a;.ap}.Z) = Z ® Z (groupe
abélien libre a deux générateurs engendré par deux « petits cercles » autour de q; et
ag ; comparer 2 I'exercice du paragraphe 4.1).

ii) Homologie du tore T2. On a Hy(T?) ~ m,(T?)~ Z & Z (dans cet exemple, le groupe
fondamental était déja commuuratif ; le calcul de ce groupe est un exercice facile
d’application de 7, § 2.3, en raisonnant sur le revétement universel).

On montrerait de la méme fagon que :

Hy(T") =y (T =7"
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4.4. Homologie en dimension maximale,
pour les variétés compactes orientées

Une variété M de dimension m n'a d’homologie non triviale ge’en dimension
p=0.1,..-.,m Si M est compacte et orientée, un théoréme de Poincaré affirme U'exis-
tence d'un isomorphisme canonique (I'isomorphisme de Poincaré) entre

}IP(M' Z) et Hnl_p(M, Z)

(Poincaré démontrait ce résultat en utilisant le point de vue du paragraphe 4.2 a) ou
a"), grice a la notion de « polyidre dual » ou de « triangulation duale ».)

En particulier, Hn(M. Z) est canonigquement isomorphe a Hg{M, 7), c'est-a-dire 4 Z
en supposant la variété M connexe.

Le générateur canounique de Hy(M. Z7) est appelé classe fondamentale de M.
La facon la plus simple de se le représenter est d’utiliser le point de vue du para-
graphe 4.2 a) : on munit M d’une subdivision cellulaire, ct I’hypothése d’orientabi-
lité de M permet d'orienter toutes les cellules de dimension maximale « de fagon
concordante # (pour reprendre une expression déja utilisée dans U'interméde, para-
graphe 3.3) ; la « concordance » des orientations se traduit par le fait que la somme
des cellules ainsi orientées est un cycle, et la classe d’homologie de ce cycle est le
générateur cherché de Hio (M, 7).

4.5. Intégrale d'une forme différentielle de degré maximal
sur une variété compacte orientée

Toute forme diflérenticlle w de degré maximal m est évidemment fermée, et I'on
peut donc en définir Pineégrale sur une classe d’homologie.

Si M est une variété compacte orientée, on définit donc f o comme étant l'intégrale
de w sur la classe fondamentale de M. "

Remargquons que, par dualité de De Rham, la cohomologie Hfjn(M) est un R-espace
vectoriel 3 une dimension. Comme générateur de cet espace vectoriel, on peut prendre
la classe d’une forme volume sur M (§ 2) : il suffit pour s'en convaincre de vérifier que
I'intégrale d'une forme volume sur la classe fondamentale de M ne peut pas éere
nulle, ce qui résulte immédiatement du fait que les intégrales dune telle forme sur
les cellules orientées qui composent la classe fondamentale sont toutes de méme
signe (le signe de w{v; ,- -+, tm), 00 (1 , - - -, vm) est nimporte quelle base TaM orientée
positivernent).

4.6. En guise de condlusion...

La richesse de la notion d’homologie, qui se traduit par un foisonnement de dé-
finitions différentes du complexe des chaines (donnant en fin de compte les mémes
groupes d’homologie) a conduit Eilenberg et Steenrod a proposer une approche axio-
matique de U"homologie. Selon ce point de vue, qui pose au départ une liste d’axiomes
de I'homologie, les muliiples constructions du complexe des chaines ne sont que des
artifices techniques pour démontrer I'existence d'une théorie de I’homologie vérifiant
les axiomes. Une fois cette existence reconnue on peut oublier les chaines, car les
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axiomes 2 cux seuls suffisent en théorie a caractériser de fagon unigue les groupes
d’homologie (et en pratique i les calculer effectivement, pour les espaces usuels).

Le lecteur intéressé est invité a se reporter 2 la littérature, et en premier lieu au
livre d’Eilenberg et Steenrod (Foundations of Algebraic Topology, Princeton University
Press, 1952).

Contentons-nous ici de noter, parmi les axiomes de I'’homologie, le fait que Hp est
un foncteur de la catégorie des espaces topologiques dans la catégorie des groupes,
et que ce foncteur se factorise en fait a travers la catégorie d’homotopie (Chap. 7,
§ 0). 1l en résulte notamment que deux espaces ayant méme type d’homotopie ont
des groupes d’homologie et de cohomologie isomorphes, ce qui entraine beaucoup
de conséquences spectaculaires dont voici quelques échantillons.

i) La sphére S" n’est pas contractile (cf. chap. 7, remarque du § 1.3).
En effet, pour n = 1, Ha(S™) = Z (S" est une variété compacte orientée de dimen-
sion n). Comme I’homologie du point est triviale en toutes dimensions autres que 0,
il en résulte que S™ ne peut pas avoir le type d’homologie d’un point.

i) La boule B™! ne peur se rétracter sur son bord S™.

En effet, B!, ayant le méme type d’homotopie qu'un point, a une homologie tri-
viale en toutes dimensions autres que 0. Comme ce n'est pas le cas de S", I'inexistence
d’une rétraction r : B™! —; S" en découle par le méme argument de fonctorialité
que celui utilisé au chapitre 7, paragraphe 1.2 2 propos du foncteur g .

Corollaire Toute application continue de la boule fermée dans elle-méme a au
moins un point fixe.

Preuve
§’il existait une application sans point fixe f : B™! - B™!, on en déduirait une
rétraction r : B™! — 8" par la construction symbolisée sur la figure 1. O

x)

X

YA

Figure 1.

Signalons pour finir le fait que le lemme de Poincaré du paragraphe 1.4 est vrai
non seulement pour les pavés de R" mais pour toute variété contractile : en effet
le lemme de Poincaré consiste en I'affirmation de la trivialité de la cohomologie en
toutes dimensions autres que 0, trivialité qui est assurée pour tout espace contractile.
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ETUDE 8
Mécanique hamiltonienne et géométrie symplectique

1 Champs de vecteurs hamiltoniens

Toute notre étude se situera sur un ouvert connexe de R" x R", dont les coordon-
nées « canonigues » seront notées (p. @} ={(py .- - . pn Gi .- -, Gn)-

Un champ de vecteurs vsur cet ouvert est dit hamiltonien s'il existe une fonction H
telle que ;

{”P' = “daH . )
Ug, ap‘H

i

La fonction H (unigue a 'addition d’une constante pres) est alors appelée_fonction
de Hamilton de v, €t 'on dit que vest le champ hamiltonien de H (notation abrégée :
v = vy).

1.1 Cas n=1

La propriété pour v d’étre hamiltonicn dans un ouvert du plan B x R implique

évidemmeat :
dpUp +dqug = 0. ™

Cette condition (*) signifie géométriguement que le flot de v conserve les aires (cf.
remarque ci-aprés). Réciproquement il est facile de vérifier que tout champ de vecteurs
défini sur un ouvent U de B x R ol il vérifie (*) est localement hamiltonien, ¢'est--
dire qu’il existe une famille de fonctions (H,) définies sur des ouverts U, recouvrant U
telles que v) Ux = vy, -

EXERCICE Calculer le champ de vecteurs de R? \ {0} dont les fonctions de Ha-
milion locales H, sont les diverses déterminations de I'e angle » (H, = Arctan p/q ou
— Arctan g/p 2 une constante additive ¢, prés). Tracer ses trajectoires intégrales et
esquisser la facon dont un élément d'aire choisi aussi simplement que possible se
déforme par le flot.

Remarque Plus généralement, si v est un champ de vecteurs sur un ouvert de R™,

Ia condition :
dive=0,

ol dive = &ty + -+ - + 3mum (¢ divergence de v »), équivaut 2 dire que le jacobien du
flot de v est de déterminant ¢gal 4 1 pour tout temps. Géométriguement, cela signifie
qgue le flot de v conserve les volumes, résultat souvent utilisé en mécanigue quand on
étudie les « fluides incompressibles ».
1.2 Cas général

Pour n > 1, la propriété pour v d’ére (localement) hamiltonien est beaucoup plus
forte que la condition div v = 0 : elle implique non pas une mais r? conditions :

Apvp, + 0qUg =0 (Lj=1,---.n) **)

(d’oti découle en particulier dive = 0 en faisant i = § et en sommant sur i). Analysons
ces conditions.
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Réécriture des conditions (*¥) : un calcul immédiat montre que :
% = d(w®),

ot w(v) désigne la forme différentielle de degré 1 :

n

w(v) = Z (vpdgi — vg,dpi) - 2)

i=1

Corollaire Les conditions (*¥*) sont nécessaires et suffisantes pour que v soit loca-
lement hamiltonien. En effet, d’aprés le lemme de Poincaré la forme différentielle
w(v) est fermée si et seulement si elle est localement exacte, c'est-a-dire s’il existe
localement au voisinage de tout point une fonction H telle que :

w(v) = dH. ay

Un calcul immédiat montre que cette derniére égalité n’est qu'une réécriture du
fait que v = vy (équation (1)).
Remarque Il est clair qu’en tout point a de R" x R" la correspondance qui au vecteur
va associe le covecteur w(uvg) est un isomorphisme entre I'espace tangent et I'espace
cotangent 2 R™ x R™ en a. Cet isomorphisme (dont la dépendance en a est triviale donc
différentiable 1) permet d’identifier les champs de vecteurs aux formes différentielles
de degré 1, et tout ce qui précéde peut se résumer ainsi :
Conclusion Un champ de vecteurs sur un ouvert U de R" x R™ est localement hamilto-
nien [resp. hamiltonien] si et seulement si la forme différentielle qui lui correspond
par I'isomorphisme w est fermée [resp. exacte].

2 Forme canonique et coordonnées symplectiques

2.1 Forme canonique

Nous avons vu au paragraphe 1.1 que dans le cas n = 1, v est localement hamiltonien
si et seulement si son flot conserve les aires. Dans le cas général, on a la proposition
Suivante.

PROPOSITION

v est localement hamiltonien si et seulement si le flot de v conserve la forme
différentielle de degré 2, dite forme canonigue sur R" x R" :

n
w=) dpAdgi. ®)
=1

Preuve

Soit ¢ le flot (local) de v A I'instant t. Il s’agit de démontrer que v est localement
hamiltonien si et seulement si la forme différentielle y**w est indépendante du
temps, c’est-a-dire :



Etude 8 : Mécanique hamiltonienne et géomeétrie symplectique 243

Cela résultera immédiatement du lemme ci-aprés. O

Lemme 34" 0=yt d(w(v)), o @ est la forme différentielle introduite en 1.2.

Preuve
Comme '™ est un morphisme (commutant avec d) de I'algébre graduée des formes
différentielles, on a :

n
Illhm = Zd('l’h p[) A d({]}h Qi) .
i=1
Il ne reste plus qu™a calculer I'action de d/dt sur le second membre en se souvenant

qu’il s’agit d'une dérivation de I'algébre des formes différentielles :

d(/\)*dul\ I\dB
EO‘. ﬂ—a-' B'l-(l -d—zv

que cette dérivation commute avec d, et que par définition du flot ¢! :

d .
a('l‘t p) = Vo
d
a{ 'l’t' QI) = 'l’“vq .
Le détail du calcul est laissé au lecteur. O

Remarque : lien entre 1a forme canonique v et I'isomorphisme w de 1.2. Un
calcul immédiat montre que la 1-forme w(v) vérifie :

(w(v)(w) = (v, w). 4

Autrement dit, I'application & de la remarque 1.2 est I'application linéaire de I'es-
pace tangent dans I'espace cotangent associée i la forme bilinéaire o (forme bilinéaire
sur I'espace tangent).

Laffirmation que @ est un isomorphisme signifie gue la forme bilinéaire w est non
dégénérée.

Parenthése culturelle : la notion générale de « variété symplectique ». On appelle
variété symplectique un couple (M, w) ol M est une variété différentielle de di-
mension paire 2n et w une forme différentielle de degré 2 sur M. non dégénérée,
et fermée (dw = 0). Un théoréme général de Darboux (1842-1917) affirme que
toute variété symplectique peut étre munie localement de systémes de coordonnées
(p.@)=(p1.---.pn; q1.---.qn), dites « coordonnées canoniques », telles que :

m=de(l\d.qi.

i=1

Toutes les idées que nous développons ici pourraient étre formulées dans le cadre
général des variétés symplectiques.
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2.2 la grande idée de Jacobi

Revenons  notre approche pédesire ot M est un ouvert de R"xR™, les coordonnées
« canoniques » (p, g) étant les coordonndes usuclles de B x B,

Considérons dans M un autre systéme de coordonnées :

(P =P .---.Pn; Gh, - .Gn)
choisi de fagcon gue I'expression de la forme w dans ces coordonnées soit la méme

que dans les coordonnées (p, @), & savoir :

n
w=ZdPif\in-

i=1

Autrement dit, (P ) est un autre systéme de coordonnées « canoniques » de (M, w)
— nous dirons plutét coordonnées symplectigues, continuant a réserver I'épithéte
« canonigue » aux coordonnées usuelles de B x R™.

Il résulte de la remarque du paragraphe 1.2 que l'isomorphisme o est donné dans
les coordonnées (P, @) par le méme type de formule que dans les coordonnées (p, ), de
sorte que le champ hamiltonien d'une fonction H s'exprime encore en coordonnécs
(P @) par les formules (1), avec 8p, . dq, remplacés par dp, . dg, .

Cette remarque est la base de la grande idée de Jacobi® en mécanique hamilto-
nienne : pour faciliter 'intégration d'un champ de vecteurs hamiltonien v = vy, on
cherche un systeme de coordonnées symplectiques (P Q) dans lequel la fonction de
Hamilton H s’exprime aussi simplement que possible. Par exemple, si H ne dépend

que de P, .---, P et pas des O, les éguations de Hamilton s’écrivent ;
dF; aH
G = vp, = e o =0
_d_Q_: _ _ 0H
a - Y& T FRH-:
le premier groupe d’équations nous dit que Py, - - -, P, sont des constantes du mouve-

ment ; reportant les valeurs de ces constantes dans les secordds membres du deuxiéme
groupe d'équations, on voit que les Ok sont fonctions affines du temps.

Un cas idéalement simple est celui ot I'on a trouvé un systéme de coordonnées
symplectiques tel que H = P . Alors les équations de Hamilton s’écrivent :

dp;

@ =0

ag . .

W = 0 siizl
1l sii=1.

de sorte que toutes les coordonnées @ sont constantes sauf @ qui est de la forme
t+Cte?

La mise en ceuvre effective de la siratégie de Jacobi est un chapitre trés riche
de la Mécanique, qu’il n'est pas question de traiter en quelques pages ! Nous nous
contenterons, au paragraphe 4, d’en illustrer quelques aspects dans le cas wes simple
du probléme de Kepler & deux dimensions.

2 Carl Gustav Jacobi, 1804-1851
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3 Symétrie et lois de conservation
3.0 Crochet de Lie de deux champs de vecteurs

Oublions provisoirement la structure symplectique pour revenir a I'étude générale
des champs de vecteurs sur une variété différentielle M. On sait que les champs
de vecteurs peuvent étre identifiés localement aux dérivations qu’ils définissent sur
I'algebre des fonctions (« dérivations directionnelles », cf. chap. 5, § 3.2). Mais pour
la clarté des raisonnements qui vont suivre il sera préférable de ne pas noter une
dérivation directionnelle par la méme lettre v que le vecteur qui la définit : nous la
noterons Ly, la lettre L étant l'initiale du nom du mathématicien norvégien Sophus
Lie (1842-1899).

Soient donc v et w deux champs de vecteurs sur M, et soit :

[Lo.Lw)] := LoLw — LuwLy

le commutateur des dérivations correspondantes.

1l est facile de voir que le commutateur de deux dérivations est une dérivation :
il s’agit 1a d’un résultat d’algébre pure — vrai sur une algébre quelconque — dont la
vérification est élémentaire.

Dans notre contexte, ou I’algébre considérée est celle des fonctions différentiables,
nous allons montrer que le « commutateur de deux dérivations directionnelles est une
dérivation directionnelle ».

Lemme M existe sur M un unique champ de vecteurs, noté [v, wl, tel que :

Ly = [L”'L"”] :

Ce champ de vecteurs est appelé crochet de Lie des deux champs de vecteurs v et
w.
Evidemment, le crochet de Lie est antisymétrique :

[v, w] = ~[w. V)
et il vérihie I'identité de Jacobi :

[ [, wl] + [v. [w. W] + [w, (4, v] =0.

Preuve
Dans le domaine d’une carte x, on peut écrire :

ZU{ax{
zl:wfﬂn

ou les vf, wf sont les coordonnées des vecteurs v, w dans la carte x. Compte tenu
de la relation bien connue [ax, . 9x] = 0, un calcul immédiat donne :

Ly

Lw

[Lo.Lw) = Lu,
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ou u est le champ de vecteurs dont les coordonnées dans la carte x sont définies
par:

=3 o (omud)-
1

Bien que cette formule n’ait de sens que dans le domaine de la carte x, le champ
de vecteurs u qu’elle y définit ne dépend pas du choix de la carte (car la dérivation
correspondante a été définie de fagon intrinséque). Ce champ de vecteurs est donc
bien défini sur tout M. O

PROPOSITION Pour deux champs de vecteurs v, w de M les propriétés suivantes

sont équivalentes :
i) [vwl=0;
ii) w est invariant par le flot de v.

Preuve
Soit ¥, le flot de v au temps ¢, et soit wy I'image du champ de vecteurs w par ce
flot. La proposition résulte immédiatement du lemme ci-apreés. O

d
Lemme Fw = [l.ng.lJ].

Preuve
11 s’agit démontrer gque pour toute fonction f (indépendante du temps) on a :

i (af) = [t L]

Or, par définition de wy,on a:
Luy = ¢|:th ‘t’:; .

D’autre part, la définition de Y&, comme flot de v se traduit par les relations
suivantes entre opérateurs sur les fonctions dépendant du temps :

d * *
la "bi,*] = Lody = b Lo

(ainsi que les relations analogues pour ¢ '* avec L, remplacé par —Ly). Le lemme
en résulte par calcul algébrique immédiat. O

Remarque Les propriétés i) et ii) de la proposition impliquent aussi les suivantes (qui
leur sont équivalentes) :
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iii) le flot de v transforme les courbes intégrales de w en courbes intégrales de
w3
iv) les flots de v et de w commutent :

Lol = dh ol .

3.1 Crochet de Poisson de deux fonctions sur une variété symplectique

Revenons 2 la géomérrie symplectique, avec notre « forme canonique » o sur
R™ x R" (cf. § E.2 ; nous pourrions aussi nous placer sur une « variété symplectique »).
Nous allons montrer que I'opération « crochet de Lie », si on la restreint aux champs
hamiltoniens, se traduit sur les fonctions de Hamilton par une opération appelée
« crochet de Poisson »,

PROPOSITION-DEFINITION

On appelle crochet de Poisson de deux fonctions H, K la fonction
{H.K} = LyK. Le crochet de Poisson { . } est antisymétrique et vérifie I'iden-
tité de Jacobi. De plus,

vgrky = [vn . vg]-

Preuve
Dans les coordonnées canoniques (p, g) le crochet de Poisson est défini par :

K aH 9K  aH oK
{H.K} = Z opi 9qi  9qi pi |

Toutes les assertions de la proposition peuvent étre vérifiées sur cette expression.
O

Remarque Il résulte de sa définition que le crochet de Poisson peut encore s’écrire :

{H, K} Loy K = dK(vp) = (w(30)) (vp)

w(vk . i)

(cf. remarque du § 2.1).

EXERCICE TEST Pour deux champs de vecteurs quelconques v et w sur une variété,
la valeur en a du crochet de Lie :
(v, wi(a)

ne dépend-elle que des valeurs de v et w en a ? Méme question pour deux champs de
vecteurs hamiltoniens sur une variété symplectique.
3.2 Fonctions en involution : symétrie et lois de conservation

Deux fonctions H et K sont dites en involution si {H. K} = 0.

D’aprés la définition du crochet de Poisson, cela équivaut a dire que K est une
constante du mouvement pour le champ hamiltonien de H (et vice versa par antisy-
métrie).
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Cela équivaut aussi a ;
[orr.vk] =0 (cf Prop. du §3.1),

avec toutes les conséquences qui en résultent par 1a proposition du paragraphe E.3.0.

Exemples
i) Considérons sur R? x R? le moment angulaire :

Kip.a)=q1p2 — @ap1 -
Son champ hamiltonien s écrit :
DR = —qp 0q +G1 A —P2 Op, +P) Opp -

Le flot de vk est donc le groupe 3 un paramétre d'automorphismes linéaires de R? x R?
déhni par ;

o008 t —sint)
sint oost

b : (p— (RWp.RG). obd R(!)=(

c’est le groupe des rotations SO(2) agissant « de facon diagonale » sur % x RZ,

Dire quune fonction H sur R? x R? est invariante par rotation équivaut 2 dire que
le moment anguilaire K est une constante du mouwement pour vy , comme nous I'avons
déja remarqué dans I'étude 3% (§ 1.2) a propos du probléme de Kepler a deux
dimensions.

ii) Si maintenant on se place sur B® x B®, un catcul analogue peut étre fait séparément

pour chacune des trois composantes Jy ,Ja . J3 du vecteur ¢« moment angulaire » 7
Jy = geps —gape (et permutations circulaires) :

H est invariant par rotation autour du i-iéme axe (i = 1.2, 3) si et seulement si J; est
une constante du mouvement pour vy ; en particulier, si H est invariant par le groupe
des rotations SO(3) tout entier (agissant de facon diagonale sur R? x R?), chacune des

trois composantes de 7 est une constante du mouvement.

EXERCICE Calculer les crochets de Poisson {J;.J;}. A quelle propriété du groupe
S0(3) correspond le fait qu'ils ne soieat pas nuls ?

3.3 Systemes de fonctions en involution
Soit F = (Fl .+ ++. F¢) un £-uplet de fonctions a diftérentielles linéairement indépen-
dantes sur une variété symplectique M. Comme les dF; sont les images par Fisomor-

phisme w des champs hamiltoniens vy, , I'hypothése d'indépendance des covecteurs
dF; équivaut 3 l'indépendance des vecteurs v, .

Examinons ce que signifie la propriété pour (F1 -"'-Ft) d’étre en involution,
c’est-a-dire :
{Fi.F} =0 pourtous ij=1,---.¢

(propriété Equivalente, d'aprés la proposition du paragraphe 3.1, a :

[oF 0] =0 ig=1,-,0.
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Plagons-nous d’abord en un point a € M, et posons :

E=TaM , E":TaM.

Dans E et E* considérons les sous-espaces vectoriels a € dimensions :
V engendré par v} = v ().« -, = vg(a),

W engendré par dFy(a), - - -. dFg(a).
Evidemment, I'isomorphisme @ envoie V sur W.

Avec ces notations I'involutivité ponctuelle en a :
{Fi. [ a)=0 ij=1,---,€
équivaut par définition du crochet de Poisson a :

i) dFft) =0 ij=1,---,€ Cc'est-a-dire Wc V2, ot VIcE* est espace des covec-
teurs (formes linéaires sur E) qui s’annulent sur V.
Cette condition d’involutivité peut aussi s’écrire :

w(V)c v,
ce qui équivaut 1 :

ii) w|V =0 : la forme bilinéaire w s’annule en restriction a V.

En comparant les dimensions : dimV = dim W = €.dim V* = 2n — ¢, on en déduit que
€<n:

sur une variété symplectique de dimension 2n. il ne peut pas exister plus de n
Jonctions en involution a différentielles linéairement indépendantes.
Faisant varier le point a nous déduisons de i) la traduction suivante de I'’hypothése
d’involutivité :
i)’ les champs de vecteurs vy, .---,uvF, sont tangents aux sous-variétés de niveau
de F= (Fl.---.Fg).
Un cas remarquable est le cas € = n : pour un n-uplet de fonctions Fy,---,Fn 4
différentielles linéairement indépendantes, la propriété d’involutivité équivaut 2 la
Suivante :

ii)’ la restriction de w aux variétés de niveau de F = (Fy.---,Fn) est nulle.

Un tel n-uplet est appelé systéme complet de fonctions en involution.
Exemples Soit (RQ) = (Py.--+.Pn; ©1.---.0n) un systtme de coordonnées sym-
plectiques sur M. Alors le n-uplet P, ,---, Py est un systéme complet de fonctions en
involution. I en est de méme, plus généralement, du n-uplet :

Py Py Qe Qi

ou  {L2---,n}={b.--. 4}Vl n-k}
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4 Exemples de coordonnées symplectiques : les coordonnées
« actions-angles »
4.0 Retour au probléme de Kepler Reprenons les hypothéses et notations de
I'étude 375 paragraphe 2 (probléme de Kepler 2 deux dimensions).
Le champ hamiltonien vy admet deux constantes du mouvement en involution H

2 .2
et K : le « hamiltonien » H = %;—% +Vr (r: Var+ q%), dont la valeur s’interpréte
comme ¢ I'énergie » £ ; le « moment angulaire » K= gypy — qopn .

On a vu que, sous des hypothéses convenables sur le potentiel V, les surfaces
de niveau {H = E.K = k} sont difféomorphes a des tores T2 pour toute une plage
U de valeurs de (E, k) : par exemple si V est voisin du potentiel newtonien —c/r, la
« plage » U peut étre prise de la forme :

U - {k>0 (ou, si I'on préfére, k < 0)
T Ll Emin(k) < E<0,

olt Emin{k) est la valeur minimale du « potentiel effectif » représenté sur la figure 7 de
I'éwude 3P, paragraphe 2.2.
Plus précisément. si I'on désigne par 4 I'ouvert image réciproque de U par I'appli-
cation :
F=(K : R* S RxR

I'application F|% est une fibration triviale de base U, ayant pour fibre modele le
tore T2.

Nous nous proposons de montrer que 'ouvert % peut ére muni d'un systéme de
coordonnées symplectiques (1, J; 61, 8,), dites ooordonnées actions-angles, on :
i} I et J (les coordonnées d’action) sont fonctions de H(p, q) et K(p, g) seulememnt (en
fait on aura J = K) et définissent un changement de coordonnées sur la base U ;
ii} ©; et 6, sont des fonctions é& valeurs dans R mod 2 = Z, qui définissent un systéme
de « coordonnées angulaires » dans chacun des tores-fibres.

Comime il s’agira de coordonnées symplectiques, les équations du mouwement
pourront s'écrire d"apreés le paragraphe 2.2 :

I = Cte
J = Cle
d
= o«
d a _
N = o

i les oy, ay sont des constantes sur chague tore-hbre, données par :
ar=aH/ Al . og=aH/0J

Le flot de H sera donc, en restriction 2 chaque tore, le flot d’un champ de vecteors
constant dans les coordonnées angulaires 6, 6y, comme annoncé dans I'éude sbis
paragraphe 2 ii).
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4.1 Construction générale des coordonnées d’action

Considérons la situation générale suivante. Sur un ouvert U de R™ x R", muni de
n

la forme canonique o = deg A dgi, soit F = (Fy,---.Fn) un syst¢me complet de
=1
fonctions en involution définissant une fibration triviale :

F=(F,,Fn) : 42U

ayant pour base un ouvert simplement connexe U de R™ et pour fibre-modeéle le
tore T".
Considérons alors sur U la forme différenticlle de degré 1 :

n
o= Z pidai .
i=1

Sa différentielle extérieure do coincide avec o, dont la restriction aux tores-fibres
F~Xu) (ue U) est nulle d’aprés 3.3 ii)’. Autrement dit, la forme différenticlle o est
fermée en restriction aux tores-fibres F~1(u). D’apres le théoréme de Stokes, intégrale

f o | F~ Y} sur un cycle y(u) de F~1(w ne dépend donc que de la dasse d’homologie
W)

de ce cydle.

Soit doncy; .- - -, yr une base du groupe d’homologic H,{(T") (cf. chap. 8, § 4.3). Par
trivialisation du fibré F : % = U, on en déduit une base y;(u),- - -, yn(u) de H (F_l(u)),
dépendant continOment de u.

Pouri=1.---,n, posons:

1
L(u)= —f o F (w.
Zx Yl

On obtient ainsi n fonctions différentiables sur U, dont on supposera qu’elles forment
un systétme de coordonnées sur U (localement, c'est-a-dirc pour U assez petit, cela

revient a supposer que diy .- --, din sont linéairement indépendants).

Posons enfin If = o F (i = 1.---, n). On obticat ainsi sur % un systéme complet
de fonctions en involution If -+, If (en involution car IF = (if ..., 1f) ales mémes
variétés de niveau que F = (Fy,---, Fa) qui cst un systéme en involution). Ce sont les

coordonnées « d'action » cherchdes.

EXERCICE TEST Enoncer (et démontrer) la propriété générale des systémes de
fonctions en involution que nous venons d'utiliser.

I’ « intégrale d’action » vue comme intégrale indéfinie

On a vu que pour tout ue U la forme différenticlle de degré 1o | F~1(u) est fermée.
Localement sur F~(u) elle admet donc une primitive (cf. Chap. 8, § 1.1, Excrcice), que
'on peut définir sans ambiguité au voisinage d'un « point-base » donné by € F~1(u)
en convenant quelle vaut 0 en ce point : cette primitive est donnée par la formule

intégrale :
Su(x]’:[ o F ().
B,
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Bien définic pour x voisin de by (et plus précisément dans tout voisinage simplement
connexe de by), cette formule devient ambigiie quand x parcourt tout le tore car
Pintégrale dépend de la classe d’homotopic du chemin choisi pour aller de by 4 x sur
le tore.

Sy est donc une ¢ fonction multiforme », ¢’est-a-dire une fonction définie sur un
revétement universel de I'espace F~1(u) sur lequel on prétendait la définir : quand x
parcourt le cycle i de F~Yw), la fonction Sy est modifiée par I'ajout de 2 7 fi{w).

Nous supposerons dans la suite que le point-base by a éé choisi de fagon 2 dé-
pendre différentiablement de u (ce qui est toujours possible puisqu’il s'agit de choisir
une section différentiable d’un fibré trivial). Il en résulte que la fonction :

S (1 x> Sulx)

est différentiable.
4.2 Construction générale des coordonnées angulaires
Nous venons de construire une famitle de fonctions (Sy) vérifiant pour tout u ;

ds, =a|F Y.
Il en résulte I'égalité :
dS=c mod (dFy..-..dFn).
que I'on peut encore écrire :
dS=v mod. (dif ,---.dij).

puisque F = (Fy .-+, Fa) et f¥ = (if .-+ 1f) ont mémes variétés de niveau.

Autrement dit, il existe sur le revétement universel de 4 (puisque ¢'est 12 qu'était
définie la fonction S) des fonctions 8y .- - -. 8, telles que :

dS=o+6; dif +-- +bp arf, '6)

La nature de la « multiformité » de ces fonctions 8; s¢ déduit immédiatement dc
celle de 5: on a vu en 4.1 que guand x parcourt le cycle vi d'un wre-fibre, la fonction
S est modifiée par I'ajout de 27 = 2w Il ; sa différenticlle dS est donc modifiéc par
Pajout de 2w dif’ ; en lisant le second membre de I'équation (1) on en déduit que B;
est changé en 6; + 2, tandis que les fonctions 6; (j # i} restent inchangées.

Les fonctions 8y ,-- -, #n sont donc bien définies sur 4 si on les considére comme
fonctions a valeurs dans R/2 w Z. De plus, elles vérifient les relations :

[d&_,-=2178U. (2)
i
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4.3 Preuve que (lf' U - N -,0,,) est un systéme de coordonnées

symplectiques
Différentiant I'équation (1) on trouve :

O=do+dd Adlf +---+dn Adlf

C’est-a-dire :
w=dif Adby+---+dif Adbn, (3)

comme attendu d’'un systeme de coordonnées symplectiques.

It reste donc seulement 2 montrer que (I .-+, I .8;,-+-.68n) est bien un systeme
de coordonnées sur U, autrement dit que Vapplication :

aFe=(1 . b 0) A UX T @)

est un difféomorphisme.

Quil s'agisse d'un difféomorphisme local est un exercice élémemaire d’algébre
lin€aire : sur I'espace tangent Ta¥ on sait déja que les formes linéaires dif .-, dif;
sont linéairement indépendantes, et que la forme bilinéaire « est non dégénérée ;
un calcul élémentaire de déterminant, dans une base de To%U « adaptée » au sous-
espace vectoricl Ker (dlf ,dl,f), permet de déduire de (3) que dé, .- -, dé, sont
linéairement indépendantes en restriction 4 ce sous-espace vectoriel.

Nous savons donc que 'application (4) est un difféomorphisme local. Pour montrer
que c’est un difféomaorphisme global on peut raisonner en restriction 4 chacun des
tores-fibres. Or il s’agit d’une application propre (car un tore est un espace compact).
D’aprés la proposition ii) du chapitre 7, paragraphe 2, c’est donc un revétement de
degré fini. Il reste 3 montrer que ce revétement est de degré 1, ¢’est-a-dire (cf. Chap.
7, § 2.3) que le groupe fondamental de sa base agit trivialement sur sa fibre : or ¢’est
précisément ce que nous disent les relations (2).

4.4 L'exemple du probiéme de Kepler

Pour expliciter les constructions précédentes dans 'exemple du probléme de Ke-
pler 4 deux dimensions, il est commode de passer en coordonnées polaires : aux co-
ordonnées polaires (£ ¢} dans le plan des g correspond dans « I'espace de phase » de
R2 x R? (privé de {g = 0}) le systéme de coordonnées symplectiques :

(pr.pe; ny)

ot pr et py sont respectivement la composante radiale de I'impulsion p et le moment
angulaire :

pr = (ma+pae)/r

Pe Q1Pz — g2py -

EXERCICE Vérifier quil s’agit bien de coordonnées symplectiques dans lesquelles
la forme o = p1dqy + padge s’€crit o = prdr + pyde.
Dans ces coordonnées, les deux fonctions en involution H, K de 4.0 s’écarivent :

1 2
H = ﬂ(p?+%)+v(r)
K

Py .
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Pour une valeur (E, k) de F = (H.K) choisie dans la « plage » U de 4.0, I'ensemble
F~X(E, k) peut étre décrit ainsi :
Py = k
= ¢ parcourt le cercle R/2 7 Z
= (; pr) parcourt le « cercle » Cgy : g’;{ + Vi(r) = E ; cf. Fig. 4, de I'étude 3P, §0 avec
(q. p) remplacés par r, pr, avec comme potentiel le « potentiel radial effectif » :

k
Vi(r) = V(r) + .
o ) 2mr2

La surface de niveau F~(E, k) est donc bien un tore, dont I’homologie en dimen-
sion 1 peut étre engendrée par les deux cycles y et vy que voici :
vi : ¢ reste constant tandis que le point (r pr) décrit la courbe Cgj dans le sens des
fleches de la figure 4 de I'étude 3P ;
v; : (1 pr) reste constant, tandis que ¢ parcourt le cercle R/2 w Z dans le sens direct.
A ces deux cycles correspondent les deux « actions » :

I(E, k)

1
5 crlF_I(E k}———/ prdr
C

JE.K) = fo|F_l(E.k} —-—j kdep=k.
2m Jo

Vérifions que ces deux fonctions I, J forment bien un systéme de coordonnées sur
I'ouvert U.

Lemme al/ 9E > 0 pour tout E dans 'intervalle Enin(k) < E<0.

Preuve
C'est immédiat sur I'expression intégrale de aI/ 8 E obtenue en dérivant

(k)
IE k)= % f \/2m(E — Vi(n) dr sous le signe d"intégration. ]
)

Corollaire Lapplication (E, k) — (I(E, k), J(E, k) = k) est un difféomorphisme de
ouvert U sur un ouvert de R2.

Preuve
Le théoréme d’inversion locale montre que c’est un difféomorphisme local. Pour

voir qu'il envoie bijectivement U sur un ouvert de R?, il suffit de raisonner 2 k
fixé, en appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires 2 la fonction monotone
Ew— I(E. k).

Nos « coordonnées d’action » Iy = I I = J vérifient donc bien les hypothéses
du § 4.1. Nous allons maintenant expliciter géométriquement les coordonnées
angulaires correspondantes, que nous noterons 6; et 6. O
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Par dérogation aux notations adoptées av § 4.1, nous noterons ici par la méme
letre I [resp. J) la fonction des deux variables (E. k) qui vient d'étre définie et la

fonction des quatre variables ( M.pPe.q1. (12) qui s’en déduit par la substitution :
E = Hp.gqg)
k = Kipaq
Comme (I,J,8;,8) est un systeme de coordonnées symplectiques, nous savons
d’avance que le champ de vecteurs v {resp. vy] aura pour flot :
6r=1 (o b;=do;/di)
oY g, = Cte
0; = Cte
resp. {vy)q = -
[resp ! {9J=1 (o By = doy /db)].
Or le flot de u; est irés facile a calouler en coordonnées polaires (pr.m AT
comme J = K = p,, on a y; = §,, de sorte que les courbes intégrales de v; sont les
cercles concentriques de la figure 2, parcourus 4 vitesse angulaire uniforme ¢ = 1.

Figure 2. Lighes de niveau des deux coordonnées angulaires 0y .65 . en restriction a 'un
des tores Cgy (vu en projection sur le plan des q). Les lignes 8y = Cte (lrajectoires
intégrates de vy) sont les « grands cercles » du tore. On a dessiné aussi une lighe b; = Cte,
en représentant en trait plein fresp. en ftirels] la patrtie située sur le « dessus » [resp.
« dessous »} du tore, c'est-a-dire du cété pr > 0 fresp. pr < 0] Toules les autres lignes
8; = Cte se déduisent de celle-la par rotation autour de 'origine, langle de rotation étant
précisément la différence des valeurs choisies pour ;.

Il nous reste A interpréter le flot de vp, qu'il sera instructif de comparer a celui
de Ve,

af ol
Lemme o) = SEYH Y 3K
Preuve
C’est la traduction, par I'isomorphisme w, de la relation :
df of dH o1 dK,
= — + —_—
aET ¥ ok o

EXERCICE En explicitant l¢ second membre du lemme (a 'aide de la représentation
intégrale de I) montrer que :

T Ag
U= goH — g,
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ol T et Ay sont les quantités (constantes sur chaque tore) calculées dans I'éude 3%
(période du mouvement radial et variation d'angle du flot de vy) :

= pfriode radiale T = temps mis par (£ pr) 2 parcourir le cycle Cgy ;

« variation d’angle Ap = accroissement de ¢ quand (r p;) parcourt Cg k. (dans le cas du
potenticl newtonien on a Ag = —27 ; sinon il faut corriger par la « précession »).

Interprétation géométrique Notant r; et ¢; [resp. Fy et ¢ g les dérivées par rapport
au temps des coordonnées r et ¢ évoluant selon le flot hamiltonien de I [resp. H], on

a:
. T.
Tp=5r

. T . Ay

1= g g

Un ¢« changement déchelle des temps » de la forme t = 2%'5 permet de récrire ces

relations ainsi :
dn _dm
ds — dt
o _don _ Bo
ds ~ df T
On voit qu’a ce changement d’échelle des temps pres, le flor hamiltonien de I se
déduit de celui de H de la fagon suivante.
Imaginons notre tore comme un pneu de vélo, d’abord immobile, sur lequel on
regarde une coccinelle se promener selon une courbe intégrale de vy (cf. Fig. 5 de

I'étude 32%) ; alors en faisant tourner le pneu avec une vitesse angulaire constante

A . I
T‘p on verra la coccinelle se promener sclon une courbe intégrale de vy .

Ces courbes sont dessinées sur la figure 2. Pour se convaincre sans calculs gu’elles
ont bien I'allure indiquée, il suffit de se souvenir gue d’aprés la loi des aires de Kepler
la vitesse angulaire ¢ g4 est d'autant plus petite que r est grand ; comme la constante

A L. . . .
_Tg gqu'on retranche a ¢y pour obtenir ¢; n'est autre que la « vitesse angulaire

moyenne », il en résulte pour les fonctions ry et ¢; Ie tableau de variations suivant sur
une période (en prenant comme origine des temps ¢ le temps ol r st minimal) :
t )} T/2 T

k>0 ri(k) “JPS_QL___‘ r—(k}

n r.{k)

o1 'PO/H-H %0

T— /‘20

Pour en savoir plus Les « coordonnées d’action » présentées en 4.1 ne sont pas de
simples gadgets de mathématiciens. Elles ont une grande importance en physique,
notamment dans I'étude des variations lentes des systemes hamiltoniens (notion
d'invariants adiabatiques).

Sur ce sujet, ¢f. Landau ct Lifschitz, Mécanique, Editions Mir, Moscou, 1966 et
Armold, Méthodes mathématiques de la mécanigue classique (trad. fr. Mir, 1976).
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