EXERCICES ET
PROBLEMES

4

MPSI/PCSI/PTSI






H PREPA

EXERCICES ET
PROBLEMES

PHYSIQUE

MPSI/PCSI/PTSI

Jean-Marie BREBEC
Tania CHABOUD
Thierry DESMARAIS
Alain FAVIER
Marc MENETRIER
Régine NOEL

hachette

SUPERIEUR



Composition et mise en page : Laser Graphie
Magquette intérieure : Véronique Lefebvre
Magquette de couverture : Guylaine Moi

Relecture : Anne Panaget

© Hachette Livre 2010, 43 quai de Grenelle, 75905 Paris Cedex 15
www.hachette-education.com

[.S.B.N. 978-2-0118-1306-0

Tous droits de traduction, de reproduction et d’ adaptation réservés pour tous pays.

Le Code de la propriété intellectuelle n’autorisant, aux termes des articles L. 122-4 et L. 122-5 d’une part, que
les « copies ou reproductions strictement réservées a 1’'usage privé du copiste et non destinées a une utilisation
collective », et, d’autre part, que « les analyses et les courtes citations » dans un but d’exemple et d’illustration,
« toute représentation ou reproduction intégrale ou partielle, faite sans le consentement de 1’auteur ou de ses
ayants droit ou ayants cause, est illicite ».

Cette représentation ou reproduction par quelque procédé que ce soit, sans autorisation de I’éditeur ou du Centre
francais de 1’exploitation du droit de copie (20, rue des Grands-Augustins, 75006 Paris), constituerait donc une
contrefacon sanctionnée par les articles 425 et suivants du Code pénal.



vant-propos

Quel est I’objet de cet ouvrage ?

Nous avons élaboré cet ouvrage d’exercices de premicre année de classes préparatoires aux
grandes €coles avec deux objectifs principaux, I’assimilation du cours par la mise en pratique,
et la préparation aux interrogations écrites et orales, pendant ’année et aux concours :

— Les rappels de cours complets permettent de voir rapidement les résultats importants a connai-
tre pour toute préparation d’épreuves oralse ou écrites, que ce soit une colle, ou un concours de
premiere ou deuxiéme Année.

— Les exercices, choisis pour leur contenu, préparent a toutes ces épreuves.

Comment travailler de maniere optimale avec cet ouvrage ?
A la suite de 1’énoncé, il existe une partie « conseils »; les solutions sont présentées aprés ’en-
semble des énoncés. Comment utiliser de maniere optimale cette disposition ?
— Comme pour une épreuve d’écrit, il faut commencer par lire entierement un énoncé : pour
résoudre une question donnée certaines informations peuvent étre présentes dans les questions
suivantes.
— Apres une période de réflexion « correcte », fructueuse ou non, il est possible de lire la partie
« conseils » : cette partie peut se présenter ainsi :

— soit une idée de résolution est proposée;

— soit une question est posée pour la mise en évidence d’un phénomene;

— soit un théoreme est énoncé,....
— Si I’aide ne permet pas de résoudre I’exercice, il faut alors s’aider de la solution, qu’il ne suf-
fit pas de lire : apres lecture il faut essayer de refaire I’ensemble de 1’exercice seul.

Dans un souci d’aide maximale a ces préparations, et a cette méthode de travail :
— Les exercices choisis sont conformes aux nouveaux programmes.
— Nous avons choisi des exercices « réalistes » :

— ayant une application en physique, soit fondamentale, soit industrielle,

- ou étant en relation avec I’explication d’un phénomene observable.
— Lors de la résolution d’un exercice, nous avons privilégié les arguments physiques, les sché-
mas et simulations (en faisant appel a la mémoire visuelle), aux arguments mathématiques ; mais
lorsque les calculs sont nécessaires, I’ensemble des étapes intermédiaires est présenté.
— Lorsqu’un exercice peut étre résolu par plusieurs méthodes intéressantes, ces méthodes sont
présentées et développées.
— Pour certains exercices nous mettons le lecteur en garde contre certaines erreurs que nous
voyons trop souvent lors d’épreuves écrites ou orales de concours.

Nous souhaitons que cet ouvrage puisse aider de maniere efficace une majorité d’étudiants

Les auteurs



OMMAIRE

PARTIE 1 MECANIQUE

Chapitre 1 = Cinématique du point - Changement de référentiel ..... 9
Chapitre 2 = Dynamique du point matériel..........................ccocoooooiiil 18
Chapitre 3 = Puissance et énergie en référentiel galiléen..................... 28
Chapitre 4 w OsCllateurs ..o 40
Chapitre 5 = Théoreme du moment cinétique ..., 59
Chapitre 6 = Forces centrales conservatives -

Interaction newtonienne ..., 69
Chapitre 7 = Mécanique en référentiel non galiléen.............................. 83
Chapitre 8 = Référentiels non galiléens usuels........................c..c.cocoo....... 95
Chapitre 9 = Systeme de deux points matériels...........................cc.c......... 1M1

PARTIE 2 OPTIQUE
Chapitre 1 = Les bases de |'optique géométrique -

Réflexion et réfraction ................cc.cccooooviiicc 125
Chapitre 2 = Formation d'images ..o, 134
Chapitre 3 = Miroirs et lentilles ... 142
Chapitre 4 = Instruments d’observation ...l 164
Chapitre 5 m FOCOMETII® ... 181
Chapitre 6 = Le prisme, utilisation en spectroscopie ............................ 190

PARTIE 3 THERMODYNAMIQUE

Chapitre 1 = Equation d'état d'un fluide ... 201
Chapitre 2 = Statique des fluides ..o, 215
Chapitre 3 = Premier principe de la thermodynamique.

Bilans d'énergie ... 227
Chapitre 4 = Second principe. Bilans d'entropie................cccccoccovvvnnnnc.e. 250
Chapitre 5 = Corps pur diphasé...............c..cooooooeieeeeeeeee e, 266
Chapitre 6 = Machines thermiques ..., 279

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problémes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.




PARTIE 4 ELECTRICITE

Chapitre 1 = Réseaux linéaires en régime continu .................................... 301
Chapitre 2 = Réseaux linéaires en régime variable ......................... 320
Chapitre 3 = Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé..................... 346
Chapitre 4 = Amplificateur opérationnel.......................c..cccoocooiiiiiiiin. 363
Chapitre 5 = Fonctions de transfert..........................cccocooooiice, 383

PARTIE 5 ELECTROMAGNETISME

Chapitre 1 = Distributions, champ et potentiel électrostatiques ......... 413
Chapitre 2 = Le champ magnétique permanent ..................c.cc.ccocooeveee.e. 438
Chapitre 3 = Dipoles électrique et magnétique .................ccccoccooovenneee. 462
Chapitre 4 = Force de Lorentz ... 485
ANNEXES........oo e 510

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.







Mécanique

1 = Cinématique du point - Changement de référentiel ..................... 9
2 = Dynamique du point matériel ..o, 18
3 = Puissance et énergie en référentiel galiléen........................ 28
4 m OSCIllateUrS ..............oooioee e, 40
5 = Théoréme du moment cinétique ... 59
6 = Forces centrales conservatives - Interaction newtonienne ................. 69
7 = Mécanique en référentiel non galiléen ..., 83
8 = Référentiels non galiléens usuels..................... 95
9 = Systeme de deux points matériels......................ooooiiiiii, m

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problémes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.







Cinématique du point
Changement de
référentiel

0000000000000 00000 LES OBIJECTIFS

* Préciser les caractéristiques d’un mouvement:
vitesse, accélération, trajectoire dans un référentiel
donné.

» Apprendre a choisir le bon systéme de coordonnées
en fonction du probleme étudié.

* Notions sur I’intégration des vecteurs vitesse et accé-
lération en tenant compte de conditions initiales.

EXXEEXREERRRXRRNRTY LES OUTILS MATHEMATIQUES

* Notions sur I’intégration vues en mathématiques.

«Systemes usuels de coordonnées

* Coordonnées cartésiennes e Coordonnées cylindriques
OM =x€ +ye, +z¢,; base (¢,, €,, ¢.) (doc. 1). OM =re, +z2.;base (¢,, ey, €,) (doc. 2).
Z
¥4
™ R
Z fee €z
e L7 8
M < ’
EZ - - er
0 €y y €z =
2 \\\ . y L, O &
X Cx Tl €x >r- = y
0 e <]
X X H 2,
Doc. 1. Coordonnées car lésiennes _f X,y,2): Doc. 2. Coordonnées cylindriques (r , 0, z):
OM =xe, +ye, +ze.. 0H=re7:.;0M =rE‘,+zE;.
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m Cinématique du point - Changement de référentiel

s Coordonnées sphériques: OM =, ; base (Z., ¢y, e,) (doc. 3).

YA ZA
e
2, %S m
i 4 3
y o T
¢ |
X X H @
Doc. 3.a. Doc. 3.b. Plans:z =0 et ¢ =cte.

«Représentations du mouvement

* La trajectoire est constituée de I’ensemble des positions successives oM (t) = 7(t) du point mobile M
étudié.

* Dans ’espace des vitesses, I’ensemble des positions successives ON (t) = (t) constitue 1’hodogra-
phe du mouvement.

* Dans I’espace des phases, le point P repéré par OP = (OTf , ON ) décrit la trajectoire de phase du
mobile. Pour un mouvement a un degré de liberté, le point de phase P se déplace dans le plan de phase :
OP = (x(1), v(1)).

«Vitesse d’un point

Soit O un point fixe du référentiel R . Le vecteur vitesse de M par rapport a ce référentiel est:

(M) g = (d?lltl/l )/971

. )3 ) - .- .= e
e Expression en coordonnées cartésiennes: (M), 5 = xe, +ye, +ze. .

e Expression en coordonnées cylindriques : 7 (M), = Fe, + rfey+ze. .

«Accélération d’un point
Le vecteur accélération de M par rapport a ce référentiel est:

= a2oM dv'(M)
a(M)/%:( dz] :( 2|
T g dr )

. . L. - io o o
e Expression en coordonnées cartésiennes : a(M),q = Xe,+ye, +ze, .

o Expression en coordonnées cylindriques : @(M), g = (i — r62) . + (0 + 2/0)e,+ 5 e.;

ouencore : a(M)q=GF-r6%e, + L %("29)534"2‘?2 )
r

« Mouvement circulaire

Le point M se déplace sur un cercle de centre O , de rayon R, d’axe (Oz) . Il est repéré par ses coor-
données polaires sur le cercle (r=R, ).

OM =RZ,;
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Cinématique du point - Changement de référentiel

7 (M) =ROC,= BAOM , ot B= 0. ;

d(M)z= —RE*2.+ROE, (doc.4).

Si le mouvement est circulaire uniforme, »v= RO est constante, donc @ (M), est dirigée suivant — ?,;
elle est centripete (doc. 5).

Uy y A
=
€y
=
%
M
|
Ay 2 0
M) ey A
z E’A X
@ - - o
- - €7 = €x ACy
B=we,

Doc. 4. Mouvement circulaire d'un point M dans  Doc. 5. Si [¥] = cte , I'accélération du point M est
un cercle de rayon a:

—_— 2
7=ROZ, et @ =-ROZ.+ Rée?g. dirigée suivant —OM : @ = —

Conseils et piéges a éviter

e La vitesse (ou I’accélération) d’un point M dans un référentiel R donné peut s’exprimer sur dif-
férents vecteurs de projections, mais c’est toujours la méme vitesse (ou la méme accélération) !
e Lors d’une trajectoire courbe, il existe toujours une composante de 1’accélération dirigée vers

I’intérieur de la concavité de la trajectoire.

M,
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0 Une course automobile

Deux pilotes amateurs prennent le départ d’une course
automobile sur un circuit présentant une longue ligne droi-
te au départ. Ils s’élancent de la méme ligne. Le premier, A,
démarre avec une accélération constante de 4 m.s?2, le
deuxieme, B, a une voiture légerement plus puissante et
démarre avec une accélération constante de 5 m.s2. A a
cependant plus de réflexes que B et démarre une seconde
avant.

1 ¢ Quelle durée faudra-t-ila B pour rattraper A?

2 » Quelle distance auront-ils parcourue quand B dou-
blera A?

3 » Quelle seront les vitesses a cet instant-1a ?

4 » Représenter x(f) et v(t) et la trajectoire de phase de A
et B, en précisant la position de I’événement « B dépasse
A » sur ces représentations des mouvements.

Déterminer 1’équation horaire du mouvement de
chaque voiture.

Conseils

6 Mouvement d’un point matériel
sur une parabole

Un point matériel M décrit la courbe d’équation polaire

2 N I
r COS [E]= aou a est une constante positive, 6

N

de —ma+mw.

1 ° Montrer que la trajectoire de M est une parabole. La
construire.

2 » On suppose de plus que le module du vecteur vitesse
est toujours proportionnel a r: v=kr, ol k estune cons-
tante positive.

a. Calculer, en fonction de 8, les composantes radiale et
orthoradiale du vecteur vitesse de M .

b. Déterminer la loi du mouvement 6(f) en supposant
que 6 estnul alinstant =0 etque 6 croit.

0 n
tan| —+— ||.
53]

e
On donnef do =In
0

cos@

1) Penser a remplacer cos” 59 par % (1 + cos @) et

Conseils

a utiliser les relations entre (x , y) et (r, €) pour don-
ner I’équation de la trajectoire en coordonnées carté-
siennes.

2) La condition v = kr permet d’exprimer 6 en
fonction de 8, donc de ne plus faire apparaitre expli-
citement le temps dans les équations, mais seule-
ment 6.

9 Ascension d’un ballon sonde

Un ballon sonde a une vitesse d’ascension verticale v, indé-
pendante de son altitude. Le vent lui communique une vitesse

horizontale v, = z proportionnelle a I’altitude z atteinte.
t

1 ¢ Déterminer les lois du mouvement x(¢) et z(¢) ainsi que
I’équation de la trajectoire x(z).

2 o Calculer le vecteur accélération du ballon.

G Trajectoire et hodographe
d’'un mouvement plan

Un point M se déplace dans le plan (xOy) a la vitesse:
7 = vy(€, + &), oll g est le vecteur orthoradial de la base
locale des coordonnées polaires (r,8).

1 « Etablir les équations polaire et cartésienne de la trajec-
toire a caractériser.

2 » Faire de méme pour 1’hodographe.

3. lfa/ire\le lien entre I'angle 6 = (?;,7) et I'angle
p=(e, 7).

11 suffit de passer du systeme de coordonnées carté-
siennes (x, y) au systtme de coordonnées polaires
(r,0), et inversement, pour obtenir I’'une ou I’autre des
équations recherchées.

Conseils

6 Aller et retour sur un fleuve

Un rameur s’entraine sur un fleuve en effectuant le parcours
aller et retour entre deux points A et B, distants de €. 11
rame a vitesse constante v par rapport au courant. Le fleuve
coule de A vers B alavitesse u . Son entralneur 1’ac-
compagne a pied le long de la rive en marchant a la vitesse
v sur le sol, il fait lui aussi I’aller et retour entre A et B .
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Cinématique du point - Changement de référentiel

Seront-ils de retour en méme temps au point de départ ? Si
non, lequel des deux (rameur ou entraineur) arrivera le pre-
mier en A ? Commenter.

Utiliser la composition des vitesses en faisant atten-
tion au sens des vecteurs vitesse.

Conseils

6 Chasseur et oiseau

Un oiseau se trouve sur une branche d’arbre, a une hauteur
H au dessus du niveau du sol. Un chasseur se trouve sur le
sol a la distance D du pied de I’arbre. 1l vise 1’oiseau et
tire. Au moment du coup de feu, ’oiseau, voyant la balle
sortir du canon, prend peur et se laisse tomber instantané-
ment en chute libre. A chaque instant, I’accélération de la
balle et de 1’oiseau dans un référentiel fixe est — g ¢, (I’axe
(Oz2) est la verticale ascendante). L’oiseau est-il touché ?
L’étude sera faite :

a. dans le référentiel fixe;

b. dans le référentiel lié a I’ oiseau.

Déterminer les trajectoires de I’oiseau et de la balle
dans le référentiel choisi et déterminer leur intersec-
tion.

Conseils

0 Quand il faut aller vite

Pour aller au secours d’un nageur en détresse, un maitre-
nageur part du poste de secours situé au point A pour aller
jusqu’au nageur situé en B. Sachant que le sauveteur court
a v, =2 m.s™! sur la plage et nage a v, = 1 m.s! dans
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I’eau, en quel point M doit-il entrer dans 1’eau pour attein-
dre au plus vite le nageur? On situera ce point a I’aide
d’une relation entre v, v,, I, et i, indiqués sur le schéma.

B

l

=

Q

=1

9 Mouvement calculé a partir de
la trajectoire et de I’hodographe
(D’apres ENAC 02)

Dans le plan (xOy) du référentiel (O, e;, ¢, ¢;) un mobi-
le ponctuel P décrit la parabole d’équation cartésienne:
y? = 2px avec p constante positive.

Sa vitesse 7(P/R), de composantes X, Y est telle que I’en-
semble des points N(X, ¥), hodographe du mouvement de
pole O, a pour équation cartésienne : X> = 2¢Y avec g cons-
tante positive.

1 ¢ Exprimer X et Y en fonction de y.

2 » Exprimer I"accélération d@(P/R) du point P en fonction
du vecteur position OP. Préciser la nature du mouvement
de P.

3 o Etablir les expressions de x et y en fonction du temps
t, sachant que le mobile passe en O a I'instant initial 7 = 0.




o Une course automobile

1 * Nous avons:

0(0) = % 4 et xyt) = % aglt - 1),

cette deuxieme expression étant applicable a r = ¢, =1s.
Les deux voitures sont au méme niveau a ’instant ¢, soit:
aut} = ag(t, 1)
ce qui donne:
t|=tg.———=95s.
a
1—./24
ap
2« A l'instant ¢, :
d=x,(6) = %5 (t1) = % 4= 18.10° m,

k X vA(tl) =aut = 38 m.S’let VB(tl) = aB(tl - to) =42 m.S’l.

4e

X4 ,
Xp(0) | 1x4(0)

0 0
vp(?)
VA
vA(1)

vg(ty) f----------- /
vA(ty) frmmmmm-e- A

0 to h t

VA

vp(ty)

va(ty)

6 Mouvement d’un point matériel
sur une parabole

1 e Sachant que cos” g = % (1 + cos 0), I’équation polaire

s’écrit: r =2a —r cos 0 ; avec x = r cosfet y = r sin6, et en
élevant au carré: 12 = x> + y* = (2a — x)%, ce qui donne:
2 2
—y*+4a
x= 2T
4a
parabole représentée ci-dessous.

s

a X
/ h
. [0
dr S 2
2 =r=—=~60-= 0
®q vr r de a 3(9)
cos’| —
2
et v, = r = a 0
N
cos | —
5
11 reste 2 éliminer 6 en utilisant:
ab

v=kr=iPire =—29 _
cos’| —
2
6 cen A ..
Oe -m;+ml, cos > est positif et 6 est positif par hypo-

these, donc:

. 9)
. sin (<
0=kcos(£> et v,=ka (2 P ki
2 cos2 (@ cos(2
) 2
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Cinématique du point - Changement de référentiel o CORR'GES

0 e]-m;+n] done & + X e10: %
4742

d’ol sa tangente est positive.
Si 6=0 a t=0, la constante est nulle.

0w kt
Donc In| tan| —+— | |=—.
4 4 2

9 Ascension d’un ballon sonde

1 En coordonnés cartésiennes, 7 = gﬁ'x + dz i, avec
dt dt
g = i et % = V.
dt Z, dr
Soit z = vyt car a t =0, z = 0 (le ballon décolle).
dx t 1 7 .
— =y, —donne x = — v, L en supposant qu'a t =0, x =0.
et 2 %1
En éliminant le temps ¢, on obtient:
1z
z= = =
2 v,

La trajectoire est une parabole.

G Trajectoire et hodographe
d’'un mouvement plan
17 =€, + g) = vy(cosh e, + (1 —sinb) g).
Le déplacement élémentaire dOM = d(re,) = dr.e, + rd6.e,
du point M est colinéaire au vecteur vitesse, donc :

dr _ cosf . .dr _ cosf df _ 1-sin@,
—= ———, soit: —= =dIn L
rd@ 1-sin6 r 1 —sinf 1-sin@
ce qui donne 1’équation en coordonnées polaires:
. 1-sinf, __ p
1-sin@ 1 —sin6

ol p est un parametre (longueur) caractéristique de la trajec-
toire.
On en déduit: r = p + r sin 6, soit, avec x = r cos 6 et
y = rsin6, en élevant au carré: > =x2 + y2 = (p + y)?%, ce qui
donne finalement :
=

2p
qui est I’équation d’une parabole d’axe (Oy).

y:
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Y
e
o
r
0
= p\/p x
— pl2

20 7=y +¢)= v((1-sin@)e, +cosh ¢), ce qui
donne I’équation cartésienne de I’hodographe:

(v, — vo)* + v}?= v(z)
qui permet d’identifier le cercle de rayon v et de centre de

coordonnées (v, 0).

On remplace v, = v cos@et v, = v sing dans I’équation car-
tésienne de 1I’hodographe, il vient:

v =2 vy CcoSQ
qui est I’équation polaire de 1’hodographe.

3 ¢ On évite des calculs trigonométriques en faisant un sché-
ma:

—

Le vecteur —— = ¢. + g est dirigé selon la bissectrice des
Yo

axes (O, E;) et (O, ?9), donc: 2¢= % + 6, soit: = % + g

9 Aller et retour sur un fleuve
Le rameur effectue I’aller a la vitesse v+ u et le retour a la
vitesse v—u par rapport au sol.
v doit donc étre évidemment supérieur & u pour que le rameur
puisse remonter le courant et ainsi revenir a son point de départ.
La durée de son trajet aller et retour est:

14 4 2Ly

T,= + = .
v+u  v—-u  v:P-u?




@ Cinématique du point - Changement de référentiel

Son entraineur effectue I’aller et retour a la vitesse v par rap-

port au sol donc la durée de son trajet est 7, = 2—€ Donc:
v

L’entralneur est arrivé avant le rameur.

Le rameur perd plus de temps au retour qu’il n’en gagne a
I’aller. Dans le cas extréme ou la vitesse » est a peine supé-
rieure & u , le trajet du retour pour le rameur sera tres long.

6 Chasseur et oiseau

a. On détermine les trajectoires de 1’oiseau et de la balle dans
le référentiel 1ié au sol.

1
e Oiseau: 7,=—g,dou z, =fzgt2+H

(la vitesse initiale de I’oiseau est nulle) ;
x,=0,dod x,=D.

Y position initiale
249 N de I’oiseau
1,5 1
1+ point de rencontre
0,5 o
0 1 2 3 4 5 x
.. . 1 , .
o Balle: 7, =-g, dou zhz—Egt + v SInat;

X, =0,dou x, =y cosar,

ol v, estla vitesse initiale de la balle et o 1’angle de tir: le
. s H
chasseur visant I’oiseau, tan & = o

Les deux trajectoires se rencontrent-elles ? Si oui, au point de
rencontre x, = D , donc la rencontre a lieu a I’instant:

D
t/. = .
v, COS 0L

A cet instant, z, — z, = D tana — H = 0 : P’oiseau est touché!
Attention : pour que I’oiseau soit effectivement touché, il faut
que la portée de la balle soit supérieure a D (sinon les deux
trajectoires ne se coupent pas). Pour cela, il faut une vitesse ,
suffisante.

. . 2y, sin
Plus précisément, la balle touche le sol a I'instant ¢, = 2%, SnY
g
2 .
doncen x = M, 11 faut que x; = D donc que:
g
_8&b
sin(20)”

Cette condition correspond a z(t;) = 0.

b. Dans le référentiel 1ié a 1’oiseau, la balle a une accélération

nulle donc une trajectoire rectiligne uniforme a la vitesse 7,
toujours dirigée vers I’oiseau qui est donc touché.
Conclusion: il faut dire aux oiseaux de toujours se percher sur
des branches basses.

0 Quand il faut aller vite

Le maitre-nageur parcourt AM en ¢, = Zhid et

%

MBenl‘z:@.

%

AM = [(x=x,)” + ;]
BM = [(x - xp)? + ]
La durée totale du trajet est:
T=t +t,.
_ 1 2, e, L 2, 2712
T= _[(X_XA) +)’A] + —[(.X—XB) +y3] .
v, v,
On cherche x tel que T soit minimale.
dr x—x, X—X,
E = 2, 2 T 2, 292
UI[(xfo) +yA] yz[(xixg) +y3]

Soit 224 4 XY g @
vAM v, BM

Si on introduit 7, et i,, il vient:

X,—Xx .. X—Xx
et sini, =

B .

sini, =

4t sini,  sini
@ s’écrit alors L —"

(2 v.

1 2
Remarque : 1a valeur de x trouvée correspond bien a2 un minimum
pour 7. La derniére relation écrite est analogue a la loi de

Descartes pour la réfraction en optique: n, sin i; = n, sin i,.

9 Mouvement calculé a partir de
la trajectoire et de I’hodographe
(d’apres ENAC 02)

17 (PIR)=Xe, +Ye avec X = dx et y=¥
dt dt

y2 =2px.
On peut dériver par rapport au temps 1’équation de la trajec-
toire.
. dy dv .
Il vient: 2y— = 2 p— soit yY = pX
Yy = 2pg oMr=p 0)
2
D’autre part: X’= = Y
part: X°=2gY=| =Y |.
p
. . ¥ . 2qp° 2qp
Si Y #0, onobtient 2g=-=7, soit ¥=—""— et X=——
P y y
avec y # 0.
SiY=0,0=>X=0.
Siy=0,1 = X =0 et puisque X>=2qY Y =0.
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Cinématique du point - Changement de référentiel o CORR'GES

207 (PIR) = ga + %E} On se place en dehors du
t
point O.
2_3
x=2 o X _ 2apdy_ 2apy_ 44D
y dt yoodt y y
2 2 2 4 2 4
Y:2q127 Ctd—Y:—4q€ Y:—qup :—8q6p y
y dr y y y
2 X 2 4
Or x=2— donc d_=_8q6p X
2p dt y
2 4
On peut alors écrire: @ (P/R) = _Sq_p OP.

6

Le mouvement du point P est a accélération centrale par rap-
porta O.
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2
3ey= Y _ 2q_127 donc y*dy = 2gp*dt (.
dt y
On intégre (2) en tenant compte des conditions initiales 7 = 0

y=x=0.
y = (6gp*)'?
. l 3 _ 2 s 2
11 vient 3y =2qp°t d’ou y

2
x=2—=—(6gpt
o 2p(qp)

2/3




Dynamique du point
matériel

0000000000000 00000 LES OBIJECTIFS

« Utiliser les lois de Newton pour :
— déterminer les caractéristiques d’un mouvement ;
— calculer certaines forces.

» Expressions des vecteurs vitesse et accélération dans
divers systéemes de coordonnées.

EXXEEXRERRRRRRRRRTY LES OUTILS MATHEMATIQUES

* Notions sur I’intégration vues en mathématiques.

« Quantité de mouvement (ou impulsion)

La quantité de mouvement par rapport au référentiel R d’un point matériel M, de masse m, est :
ﬁ(M)/% =m ;(M)/%

« Lois de Newton

Les trois lois de Newton sont les lois fondamentales de la mécanique du point matériel.

® Premiére loi : principe d’inertie
Il existe une classe de référentiels, appelés référentiels galiléens par rapport auxquels un point
matériel isolé est en mouvement rectiligne uniforme.

e Deuxiéme loi : relation fondamentale de la dynamique
Dans un référentiel galiléen, la somme vectorielle des forces appliquées a un point M de masse
m et son accélération sont liées par :
dpn —
Fem= ——— =maM).
¢ Troisieme loi : principe des actions réciproques

Les forces d’interaction exercées par deux points matériels M, et M, I’un sur 1’autre sont oppo-
sées et colinéaires a 1’axe (M, M,).
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Dynamique du point matériel e ESSENTIEL

« Evolution d’un systéme mécanique

Les systemes mécaniques ont une évolution unique pour des conditions initiales données (déter-
minisme mécanique).

Pour un systeme autonome (ou libre), deux trajectoires de phase ne peuvent se couper.

Conseils et piéges a éviter

* I1 faut toujours bien étudier les forces qui s’exercent sur un systéme, ici un point matériel.
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o Un peintre ingénieux

Un peintre en batiment (de masse M = 90 kg) est assis sur
une chaise le long du mur qu’il doit peindre. Sa chaise est
suspendue a une corde reliée a une poulie parfaite. Pour
grimper, le peintre tire sur ’autre extrémité de la corde
avec une force de 680 N. La masse de la chaise est
m =15 kg.

1 ¢ Déterminer 1’accélération du peintre et de la chaise.
Commenter son signe.

2 ¢ Quelle force le peintre exerce-t-il sur la chaise ?

3 ¢ Quelle quantité de peinture peut-il hisser avec lui ?

Faire un bilan des forces extérieures pour le systeme
{peintre + chaise}, puis pour le systeme {chaise seule}.

Conseils

6 Plan incliné et poulies

Le solide S;, de masse m, glisse sans frottements sur le
plan incliné. Le solide S,, de masse m,, se déplace verti-
calement. Les solides en translation sont considérés
comme des points matériels. Les poulies sont idéales, les
fils sont inextensibles et sans masse.

Données : m; =400 g, m, =200 g et or=30°.

1 ¢ On considere le dispositif ci-apres en haut :
Déterminer I’accélération du solide S, et la tension du fil.

[~

2 » On rajoute une poulie.

La poulie P, est fixe, la poulie P, se déplace parallelement
au plan incliné. Le fil est attaché en A.

Déterminer 1’accélération du solide S, et les tensions des
fils.

1) Les deux solides ont la méme accélération (en
norme).

1) et 2) En utilisant le caractere parfait des poulies
(sans masse) et I’inextensibilité des fils, chercher une
relation simple entre les tensions des fils aux points
d’attache sur chacun des deux solides.

Conseils

€) ttude d’un pendule simple,
réaction au point d’attache

Un pendule simple (masse m, longueur {) est laché sans
vitesse initiale a partir de la position 6= 3 : point matériel

M(m) et point de suspension sont alors dans le méme plan
horizontal. (W: ¢j'at=0). On demande de déterminer
les réactions R, (6) et R, (6) en O. Le fil est sans masse et
inextensible.

a Un jeu d’enfant

Un enfant esquimau joue sur le toit de son igloo. L’enfant
se laisse glisser sans frottement depuis le sommet S de
I’igloo, qui a la forme d’une demi-sphere de rayon a et de
centre O. La position de I’enfant, assimilé a un point maté-
riel M, de masse m, est repérée par 'angle 8 = (Oz, OM),
(Oz) étant la verticale ascendante.

1 A partir de quelle position (repérée par I’angle 6,)
I’enfant perd-il le contact avec I’igloo (on néglige bien siir
les frottements).
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2 ¢ Quel est le mouvement ultérieur de I’enfant ? Quelle
est sa vitesse quand il retombe sur le sol ? Effectuer
I’application numérique avec m = 30 kg, @ = 2 m et
g =9,8m.s 2. Commenter.

1) L’enfant perd le contact avec 1’igloo quand la réac-
tion de I’igloo s’annule. Il faut donc exprimer cette
réaction en fonction de 6 seulement. Pour cela, on
sera amené a multiplier la projection de la relation
fondamentale de la dynamique sur ¢, par & pour pou-
voir ’intégrer.

2) Attention aux conditions initiales du mouvement.

Conseils

@ cquilibre d’un point

Un point M de masse m est lié a un cercle fixe dans le plan
vertical, de centre O et de rayon R . La liaison est supposée
sans frottements. Le point M est attiré par I’extrémité A du
diametre horizontal AB par une force toujours dirigée vers
A et dont le module est proportionnel a la distance AM . La
position du point M est repérée par I’angle 6= (AB, OM).

1 ¢ Déterminer les positions 8= 6, d’équilibre du point M
sur le cercle.

2 ¢ Quand le point n’est pas en équilibre, déterminer
I’équation différentielle vérifiée par O en utilisant la rela-
tion fondamentale de la dynamique, puis le théoréme du
moment cinétique en O.

3 ¢ On suppose que 6 reste proche de 6, et on pose
0= 6. + u avec u << 6,. Déterminer alors 1’équation dif-
férentielle vérifiée par u. Les conditions initiales sont
u = uy et u = 0. Déterminer entierement u(z). Que peut-on
dire quant a la stabilité de la (des) position(s) d’équilibre
déterminée(s) au 1) ? Une position d’équilibre est stable si,
quand on écarte 1égerement le point de cette position, il
tend a y revenir, elle est instable dans le cas contraire.

zZA

1) Exprimer toutes les forces qui s’exercent sur le
point M dans la base des coordonnées polaires
(€., €p), sans oublier de déterminer la distance AM
en fonction de R et de 6.

Conseils
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Dynamique du point matériel

2) Projeter la relation fondamentale de la dynamique
sur la direction qui élimine la force inconnue (c'est-
a-dire la réaction du support).

3) Effectuer un développement limité au premier
ordre en u. Mettre en évidence la différence de com-
portement du mouvement du point autour de chacune
des deux positions d’équilibre déterminées plus haut.

e Mouvement d’'une masse
accrochée a un ressort, impact
au point d‘attache (oral TPE)

Un objet ponctuel de masse m, fixé a un ressort de cons-
tante de raideur & et longueur a vide L,, attaché en O, se
déplace le long d’un plan incliné d’angle ¢. On suppose la
masse du ressort nulle, ainsi que sa longueur quand il est
comprimé. La position de la masse est x, a 1’équilibre. On
néglige les frottements.

X

T~

A linstant initial, on lance la masse, située en x,, avec une
vitesse v vers O. Déterminer le mouvement x(¢). A quel-
le condition sur v, la masse frappe-t-elle le point 0? A
quel instant le choc a-t-il lieu et quelle est alors la vitesse
de la masse ?

Commencer par trouver I’expression de x..
Déterminer x(z) en utilisant les conditions initiales

k

m

Conseils

et en introduisant ®, =

0 Enroulement dun fil
sur un cylindre

D’aprés Mines de Douai.

Un cylindre de révolution, d’axe vertical, de rayon R,
repose sur un plan horizontal et fixe par rapport a un réfé-
rentiel (Ox, Oy, Oz).

On attache une extrémité d’un fil parfaitement souple,
infiniment mince et de masse négligeable a la base du
cylindre, et on I’enroule plusieurs fois dans le sens trigo-
nométrique autour de cette base. L’autre extrémité du fil




Dynamique du point matériel

est fixée a une particule M de masse m, astreinte a glisser
sans frottement sur le plan horizontal (Oxy) . La partie

I,M non enroulée du fil est tendue.

Données : R=02m;m=0,04kg;€,=I4,M=05m;
7 =0,1m.s L.

1+ Alinstant 7= 0, on communique 2 la particule M une
vitesse 7, horizontale perpendiculaire & I;M et orientée

comme I’indiquent les deux figures ci-dessous :

Z A

Vue en perspective a l'instant t = 0

YA
<=M ((=0)
M@ "
¢
| i«—trace
0 + dufilar=0
1, X

Vue de dessus a l'instant t

On admet que le fil reste tendu au cours du mouvement. A
I’instant ¢, on appelle 6 1’angle dont s’est enroulé le fil et
€ la longueur /M du fil non encore enroulé.

Le fil étant inextensible, donner la relation entre €, €, R
et 6.

2 « Exprimer les composantes de OM suivant les vecteurs
unitaires u, et i, (cf. figure), en fonction de €, R et 6.

3  En déduire les composantes de la vitesse v de la parti-
cule M suivant les vecteurs i, et iy .

4 » Montrer que la norme » de la vitesse reste constante au
cours du mouvement.

5 e Déduire des questions 3) et 4) la relation entre 6, 9,
60, R et V.

6 * Exprimer 6 en fonction de ¢, €, R et v,.

7 » Déterminer ’instant final # pour lequel le fil est entie-
rement enroulé autour du cylindre. Effectuer I’application
numérique.

8 ¢ a) Déterminer la tension T du fil en fonction de ¢, m,
60, R et V.

b) En réalité, il y a rupture du fil des que sa tension dépas-
se la valeur T, = 5. 10~3 N. Déterminer I’instant fp €t
I'angle 6, lorsqu’intervient la rupture du fil. Effectuer
I”application numérique.

4) Projeter la relation fondamentale de la dynamique
sur i, aprés avoir soigneusement inventorié les for-
ces qui agissent sur le point matériel ainsi que leur
direction.

5) Attention au signe des différentes expressions.

6) En intégrant la relation obtenue a la question 5),
établir I’équation du second degré vérifiée par 6.

La résoudre en remarquant qu’'une seule des deux
racines de cette équation correspond a une fonction
6(1) croissante.

8) Projeter la relation fondamentale de la dynamique
SUr u,.

Conseils
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0 Un peintre ingénieux

1 ¢ Les forces appliquées au systeme {chaise + peintre} sont
le poids de I’ensemble, 1’action du fil sur la chaise et I’action
du fil sur le peintre ; ces forces sont indiquées en bleu sur le
schéma ci-dessous.

Le fiLétant inextensible et la poulie sans masse, les deux for-
ces T, sont égales et sont, en norme, égales a la force que le
peintre exerce sur la corde (on notera 7' leur norme).

De méme, T = Fcngise-

Z  Ffilchaise

F fil-peintre

—

F peintre-fil

La relation fondamentale de la dynamique appliquée a ce sys-
teme s’écrit, en projection sur la verticale ascendante (Oz) :

(m+M)a=-m+ M)g+2T

=3,15 ms .

2T
Sa=-g+
m+

Cette accélération est positive : partant du niveau du sol, le
peintre s’éleve.

2 o Les forces appliquées a la chaise seule sont son poids,
I’action du fil et I’action du peintre (F = F ?Z) . La relation
fondamentale de la dynamique appliquée a la chaise seule,
projetée sur (Oz) , donne :

m-M
m+M

ma=-mg+F+T & F=ma+g)-T= T=-486N.
F < 0 : cette force est bien dirigée vers le bas, le peintre
« appuie » sur la chaise (il exerce une force équivalente au
poids d’une masse de 49,6 kg environ).

3 eLe peintre et la chaise de masse m’ (peintures comprises)

montent si a > 0, soit m' < 21 M = 49 kg, donc la peinture
8

n’excede pas 34 kg, ce qui est raisonnable.

(D’autre part, il faut aussi obtenir F < 0, sinon le peintre

risque de monter sans la chaise et la peinture, soit m" < M, ce

qui est une condition moins contraignante que la précédente).
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6 Plan incliné et poulies
e

Z; Mg

En utilisant la relation fondamentale de la dynamique, en pro-
jection sur z; ou z, pour chaque mobile, il vient (en notant 7'
et T, les tensions du fil, les normes de T, et T,) :

mzy =—mg sina+ T,

myZy =myg —Tj.
Le fil étant inextensible, on a : z; =z,.
Le fil étant de masse négligeable, et la poulie idéale : T, = T,.
Finalement, il vient :
m, — m; sin@

21 ='22=
m, + ny
mym 2
T,=—""2_ ¢ (1 +sina).
mp +m,

Avec les valeurs numériques proposées :z; =2, =0 (il y a
donc équilibre si la vitesse initiale est nulle), et 7, = 1,96 N.

2e

a8

En reprenant les écritures précédentes, on a ici encore :
mz; =—m; gsina+ T,
myZy =myg — T,
Le fil 2 est inextensible, donc 2, = Zoutie mobile) €t & fil 1

. . . o . %
étant inextensible, il vient encore Z1 (poulie mobile) = =L,
2

D’autre part, négliger les inerties des fils et poulies conduit a
écrire : Ty=T,etTo=T,+ T et T, =T, soit : T, = 2T.
On obtient donc :

2mz, =—mygsina+ T, et myz, =myg—2T,.

. . my—2m; sing
Soit encore : 7, = —————
my + 4m1
2mm .
T,=—1"2_ (2 +sina)g
m, + 4m1

et numériquement :Z, =— 1,1 ms? et T, =2,2 N.




@ Dynamique du point matériel

€) Etude d’un pendule simple,
réaction au point d’attache

X

Au point O, le fil étant sans masse, on a :

R+(-T)=0.

Pour la masse m située au point M, on peut apliquer le prin-
cipe fondamental de la dynamique dans la référentiel galiléen
ou se fait I’expérience.

a=—-40u+ 01,
T=-Ti,.

—ml6®=mg cos - T

ml0=—mgsin 6. )

En multipliant I’équation () par @, il vient :

mlO6 = — mg sin 60

mf i(lBZJ = d(mgcos0) .

Soit : ma(M) = m§ + ? avec |

On en déduit |

dr\ 2

1 .
Em(’ﬁz =mgcosO+K.

Les conditions initiales 6= 0 pour 6 = r permettent d’obte-
nir K = 0. 2

D’oﬁl?z?:—S mg cos O1.

R(6)=-3mg cos®>

R(6) =—3 mg sin 6 cos 6.

G Un jeu d’enfant

1_"Les forces qui s’exercent sur I'enfant sont son poids
P =—mge, et la réaction de I'igloo R = Re. (en I’absence
de frottements).

zA
. /R
e,
M -
e
0 0
mg
x
La relation fondamentale de la dynamique
ma(M)= P +R projetée sur e, et ¢, donne :
—maB* =R — mg cos@ 1)
ma@ = mg sinf . (2)

L’enfant esquimau quittera le contact avec I’igloo quand R
sera nul. Il faut donc exprimer R en fonction de 6 et, pour
cela, déterminer préalablement la relation entre §% et 6: on
multiplie la relation (2) par 0 :

ma 60 = mgfsinf < %(%maézj = %(—mgcose)

1 .
& Emaez = —mgcosO+A4,

ou A est une constante déterminée par les conditions initia-
les 6(0)=0 et (0)=0,donc A=mg.

La relation recherchée est ma? = 2mg(1 — cos @) . On la
reporte dans 1’équation (1) : R = mg(3 cos6-12) .

R est positif tant que 6 reste inférieur a :

0,= arccos(%j =48°.

2 * Quand I’enfant a quitté I’igloo, il n’est plus soumis qu’a son
poids. On choisit cet instant comme nouvelle origine des temps.
Les conditions initiales de ce nouveau mouvement sont :

x(0) = asinf = x, , z(0) = acos @, = z, (point M)

2(0) = abye, = aby(cosbye, — sinf,e.)

= \/Zgl (zzx_\/iz:) = yOxz,\' + 1}0:2:
3 \3 9

Le mouvement est parabolique, tangent a I’igloo au point
M, . Les lois horaires du mouvement sont :

x(t) =v, t+x,

2
gt
Z(t) = *7+VOZZ‘+ZO .

L’enfant touche le sol a I'instant # tel que z(#) =0 . On obtient :

1 ] Ko
t, = E(VOZ +yv;, +2gz, ) (I’autre racine est négative).

Sa vitesse, quand il arrive sur le sol, est donc :

- - -
vp = vpey + (%, — ghpe; .
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AN.:y,=241ms™'; 9,= -2,69ms~!;
=133m;4=0315s;5=24l¢.-578c.
et » = 626 m.s~'=225km.h-".

Cette vitesse a la méme norme (11 =42 ga)que celle qu’au-

rait ’enfant s’il tombait en chute libre depuis le sommet de
l'igloo : le théoreme de 1’énergie cinétique (cf. chapitre sui-
vant) donne ce résultat immédiatement.

6 Equilibre d'un point

1 o Les forces appliquées au point M sont :

* son poids P= mg = — mg(sinfe, + cosHey) ;

« la réaction du cercle N =Neé, (pas de frottements) ;
e la force de rappel F =kMA :

el o2 (8

Quand le point M est a I’équilibre, P + N + F =0.
Laforce N étant inconnue, on projette cette équation sur e :

—mgcos@+2kRcos (g]sm[gj =0

(:)tan@zg.
kR

Il'y a donc deux positions d’équilibre :

0, = arctan[%) et 6,=m+0,.
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Dynamique du point matériel @

2e]a relation fondamentale de la dynamique s’écrit :
ma =P +N + F . Comme  la question précédente, on la
projette sur &, pour éliminer N :

mRO = —mgcos9+2chos(§]sin[gj
=—mgcos@+kRsin6.

3¢6,=6, ou 6,.
0=6.+u avec u << 6,,d’ou:

cos@ = cos@, cosu — sin@,sinu = cosb, — usinb,
au premier ordre en u .
De méme :

sin@ = sin6, cosu + cos 6, sinu = sin6, + u cosé, .
L’équation du mouvement devient, au premier ordre en u :

mR i = —mgcos, + kRsin, + u(kR cos 6, + mgsiné,) .

Le terme constant est nul (définition de 6,). Il reste :

ii(kcosﬁ +§sin6 ]u =0.
m € R €

(On remarque que ﬁ et £ sont homogenes a des pulsa-
. . m R
tions au carré.)

La nature des solutions de cette équation dépend du signe du
terme facteur de u .

Pour 6, = 6,,cos6, et sinf, sont positifs. On pose alors

W, = kcosﬂl +§sin6’1.
m R

mg

1

2 2\~

w2=L=<k_+g_>2_
m cos 0, m>  R?

-1
Or, sin, = tan6,cos6, = (ﬂ] cos@, ,d’ou :




CORR|GES a Dynamique du point matériel

La solution de I’équation du mouvement est :
u=Ae? + Be~ ®',

Compte tenu des conditions initiales,

u0)=uy=A+B et u(0)=0=w( -B),
on obtient u(t) = u,ch(w¢) : si on écarte 1égerement le point
de sa position d’équilibre, il s’en éloigne encore plus, I’équi-
libre est donc instable.
Pour 6§, = 6,, cos6, etsin6, sont négatifs. On pose alors :

k . .
—®, = —cos0, +§sm 0,. Comme pour 6, , on obtient :

m
m cos 6, m>  R?
La solution de I’équation du mouvement est :
u=Acoswt +Bsinwt avec A=uy, et B=0
en tenant compte des conditions initiales, d’ol u(f) = uocos@t :
si on écarte légerement le point de sa position d’équilibre, il y
revient : I’équilibre est donc stable.

O Mouvement d’'une masse
accrochée a un ressort, impact
au point d‘attache (oral TPE)

A D’équilibre, les forces qui agissent sur m sont I’action du
ressort, le poids et la réation du support, parallele a Oy en
I’absence de frottements.
En projection sur Ox : 0=-k(x, - Ly) + mg sin o.
Au cours du mouvement : mx = — k(x — Ly) + mg sin o,

mx =—k(x—x,).

. . f k .
En introduisant ®, = ,/— , on obtient :
m

. 2. _ 2
X+ 0pX = WX,
d’ol x(1) = A cos Wyt + B sin ®yt + X,.

At=0x0)=A+x,=x, A=0
v

i0)=Bwg=-y B= -2
(DO
v, .
Donc x(1) = —— sin @7 + x,.
0‘)0
() TN
xe ," “\
o7 Iy To 3
2

. v
x(¢) peut s’annuler si x ——*- <0

(‘00
) > X, M.
. N 1 27
On a impacten O a t; avec t; < 2. T, =—
4 o,
. w,x . 1 . WX,
sinmf, = —< soit f =— Arcsin—"-*.
1/0 0‘)0 1/0

La vitesse au moment du choc vérifie :
.X’f(tl) =— l/o COS 0)0t1.
1
2.2\2
. (Doxe
x(t1)=—1/0(1— 1/2 )

0

0 Enroulement d’un fil
sur un cylindre

1 e ¢ ={,— RO puisque la longueur enroulée vaut R6.
2¢0M =01 +IM =Rii.+ (I, — RO)ii, .
dii, . di

=0i, et —*=—0u_, d’ou, apres simplification :
dt dt "

v =—0(,-RO)i..

e

4oles forcei qui s’exercent sur le point M sont :
e son poids P ;

e Ja réaction du plan horizontal ﬁ ;

o la tension du fil T .

I n’y a pas de frottements.

Les deux premieres forces sont verticales, la derniere est
L - = = = dv = -
dirigée par uy,donc P +R =0 et mE=T =—Tuy est

=

perpendiculaire & 2, soit : 7. ((lj—v =0, ce qui assure v=cte = v,.
t

5¢ >0, €y, — RO > 0, la norme de la vitesse est donc

v=004,—RO) = v, .

PR - N RO?
6 » [’équation précédente s’integre en €0 — N = vyt

(compte tenu des conditions initiales).

&(r) est donc la solution de 1’équation du second degré :

92_2€00+ 2U0t =0.
R R
2
Donc : 0(r) = ﬁ i\/(ﬁ) - Qi .
R R R
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6(¢) étant croissant, on ne conserve que la solution avec le

signe — —
o = o 1—\/1—21?% :
R £

7 o Le fil est entierement enroulé quand :
2

¢ €
K(t)=-2=143° donc:t, =—2-=6,25s
R 7 2R

Yy

8 ¢ a. Pour déterminer la tension du fil, on projette la rela-
tion fondamentale de la dynamique sur iy , en utilisant
le fait que 2 = — vyid, , donc que @ = —Buvyity . Il vient
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Dynamique du point matériel a CORR|G£S

T =muvyf (T estle module de la tension f). En utilisant
I’expression de 6(¢) déterminée plus haut, on obtient :

2 s
= muv 1- 2R1}0t 2 )
60 eg

% moy |
b. o = 2o 1- ot ) )= 6,095 ;
€0 mU2
Onp=—-11- 0 |=2,1rad=120° < 143°.
R €0 Trup




Puissance et énergie
en référentiel galiléen

0000000000000 00000 LES OBIJECTIFS

¢ Introduire la notion d’énergie.
« Utiliser le théoreme de I’énergie cinétique pour
résoudre les problemes a un degré de liberté.

» Lois de Newton.

EEEEEEEEERERNEREREE LES OUTILS MATHEMATIQUES

« Intégration en mathématiques.

e Lecture de courbes, interprétation graphique de
solutions.

« Puissance, travail d'une force dans un référentiel
* La puissance % d’une force F est égale au produit scalaire de cette force par la vitesse de dépla-
cement de son point d’application :

P=F.7

* Le travail J d’une force entre les instants 7, et 1, est égal 2 J % dt. Pour un point matériel, ce
travail J est égal a la circulation de F

J = 21? dr.

«Théoremes de la puissance et de I'énergie cinétique

. . dé
* La puissance cinétique K

(dérivée de I’énergie cinétique par rapport au temps) est égale a
la puissance de toutes les forces s’exercant sur le point matériel.

e La variation d’énergie cinétique A€y = €x(t,) — €x(t,) est égale au travail I de toutes les
forces pendant I’intervalle de temps [#;, £,].

«Champ de forces conservatif

Un champ de forces est conservatif s’il dérive d’une énergie potentielle €,(7), telle que le tra-
vail élémentaire de la force vérifie :

8T =F.d7 = — d¥é,.
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Puissance et énergie en référentiel galiléen

Quelques exemples d’énergies potentielles

interaction force schéma énergie potentielle

z
- o F=-mgé
pesanteur F =mg=—mge, j 8¢ €p=mgz + cte

0 X
YN o=,

interaction F__ K- = _rE2 é

newtonienne F=-%a / M Ep=— T +cte
0 >
B F=—k(t—t)e,

—/ OO0 eAEEREE
ressort lindaire | F =— k(€ — €)¢, 0 Ep= L k(€ = €)* + cte
£, ¢ X 2

«Energie mécanique
L’énergie mécanique d’un point matériel est €, = €p + €.

La variation de €, est égale au travail des forces qui ne dérivent pas de 1’énergie potentielle,
donc au travail des forces non conservatives.

«Mouvement conservatif a un degré de liberté

L’équation du mouvement peut se déduire de €, = cte :

e I’évolution du point matériel est limitée aux zones ou 1’énergie potentielle reste inférieure a
I’énergie mécanique : €p(x) < €y ;

e les trajectoires de phase d’un systéme conservatif sont des courbes a énergie mécanique cons-
tante ;

* les minima de €p correspondent aux positions d’équilibre stables et les maxima aux positions
d’équilibre instables. La technique de linéarisation, lorsqu’elle est justifiée, permet de préciser la
nature du mouvement au voisinage de 1’équilibre.

Conseils et pieges a éviter
e Le travail d’une force F s’obtient ainsi:

I =f‘ﬁ.d?

=
1

qui pour un point matériel se déduit de la formule générale toujours utilisable :
g = f 1 P(r) dt

avec P(t) = F. 2(1)

avec 7(t) la vitesse du point d’application de la force, ici le point matériel.

* Pour un systeme conservatif, penser des que possible a I’invariance de 1’énergie mécanique pour
obtenir 1’équation d’évolution du point matériel.
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0 Distance minimale de freinage

Une voiture roulant 2 50 km . h~!' s’immobilise sur une route
rectiligne et horizontale au bout d’une distance de 40 m. En
supposant que la force de frottement entre le sol et la voi-
ture est constante, déterminer la distance de freinage si le
véhicule roule a 80 km.h™!. On négligera la résistance de
Iair.

Appliquer le théoréme de 1’énergie cinétique entre le
début du freinage et 1’arrét total.

Conseils

0 Carabine-jouet a ressort

Une carabine-jouet a ressort est modélisée de la maniere
suivante : un ressort de raideur k est placé dans un tube
cylindrique (en plastique) de longueur €, égale a la lon-
gueur a vide du ressort. On dépose au bout du ressort une
balle en plastique de masse m et on comprime le ressort
d’une longueur A€ al’intérieur du tube. Le tube étant incliné
de 60° par rapport a I’horizontale, on libere le ressort qui
propulse instantanément la balle. On néglige le frottement
de la balle dans le tube et la résistance de I’air.

1+ A quelle vitesse v, la balle sort-elle du canon de la
carabine ?

2 ¢ Quelle hauteur % (par rapport a la sortie de la carabi-
ne) la balle atteint-elle dans ces conditions ?

Avec quelle vitesse horizontale vy ?

A.N.: Calculer vy, h et uy.

Données :m=20g,k=400N.m! et A€=10cm.

1) Utiliser la conservation de I’énergie de la balle
apres avoir soigneusement déterminé son énergie
potentielle que 1’on pourra, par exemple, choisir nulle
a la sortie du canon.

2) Que peut-on dire de la composante horizontale de
la vitesse de la balle apres la sortie du canon ? En
déduire le module de la vitesse au sommet de la tra-
jectoire, puis, en appliquant le théoreme de 1’énergie
cinétique entre la sortie du canon et le sommet, la
hauteur du tir.

Conseils

€) ttude de la chute d’un alpiniste

—---gR---9- ----S>---9-
: : -
| . ! 4m ey |
anneau 1 pomt ,1 —
fixé : Sm d'attache L
au rocher ': de la corde !
H K] 5m
! =)
oy <
E:
4 m IR T
point \2M _y _ Facteur de chute : f'= fjl_rrnn =2
d'attache
de la corde 10
Facteur de chute :f:ﬁ: 1,1
Doc. 1 Doc. 2 Doc. 3

Lors d’une escalade, un grimpeur s’assure en passant sa
corde dans des anneaux métalliques fixés au rocher. La
corde peut coulisser librement dans ces anneaux. Le fac-
teur de chute f est défini comme le rapport de la hauteur
de chute tant que la corde n’est pas tendue sur la longueur
L de corde utilisée. Si au moment de la chute, la corde est

tendue, ce facteur de chute vaut f= 2L_€ (docs. 1 et2)ou

€ est la distance du grimpeur au dernier anneau. Dans des
conditions normales d’utilisation f est compris entre O
et 2. Pour les applications numériques, le poids P du
grimpeur sera pris égal a 800 N.

Le maillon fragile dans la chaine d’assurance d’un grim-
peur n’est pas la corde (qui peut résister a des forces de
plus de 18 kN), ni les points ou la corde est attachée au
rocher (résistance de 1’ordre de 20 kN) mais le grimpeur
(une force de 12 kN exercée sur le bassin provoque sa rup-
ture) ! Les cordes utilisées en escalade sont élastiques de
facon a diminuer la force qui s’exerce sur le grimpeur lors
de sa chute. On assimilera une corde de montagne dont la
longueur utilisée est L a un ressort de longueur a

vide L et de raideur k= L Lélasticité o de la corde
alL
est une grandeur caractéristique du matériau la constituant.

1 ¢ Soit un ressort vertical de raideur & et de longueur a
vide L auquel est suspendue une masse m, de poids
P =mg (g désignant le module du champ de pesanteur). A
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Puissance et énergie en référentiel galiléen EXERCICES

I'instant ¢ =0, le ressort est non tendu et m a une vites-
se verticale, dirigée vers le bas, de module v,. Déterminer
I’élongation maximale du ressort x,,, (mesurée a partir
de la longueur a vide) et la force maximale F,,, qu’il
exerce sur la masse m.

2 ¢ En utilisant le résultat de la question 1), exprimer la
force maximale F,,, exercée par la corde lors d’une
chute de facteur f en fonction des données de 1’énoncé.
Que remarquez-vous ?

3 © Le corps humain peut résister a une force de 1’ordre de
12 kN pendant un temps bref.

a) Une corde d’escalade est prévue pour que la force
maximale exercée sur ’alpiniste soit de 9 kN dans les
conditions les plus défavorables (f'=2).

i) Calculer I’élasticité de cette corde (préciser les unités
de 0).

i) Calculer 1’élongation maximale de cette corde et la
force maximale pour L=10met f=1.

iii) Qu’en est-il pour le doc. 3 ou la hauteur de chute est de
S m et la longueur de la longe (corde a laquelle est accro-
ché le grimpeur) est de 1 m.

b) L’ étude précédente ne tient pas compte des phénomenes
dissipatifs se produisant dans la corde. L’élongation de la
corde est en fait inférieure a celle calculée avec le modele
choisi. La corde ne se comporte pas comme un ressort.
Supposons que pendant toute la durée du freinage par la
corde, elle s’allonge de fagon & maintenir a 9 kN la force
qu’elle exerce sur le grimpeur. Calculer son élongation
maximale pour L=10m, g=1 puis L=1m, f=5.

¢) Une corde utilisée en spéléologie est dite statique car son
élasticité est faible (environ 5 x 10~¢ SI). En revenant au
modele d’une corde parfaitement élastique, a partir de quel
facteur de chute y a-t-il danger de mort avec une telle corde ?

Pour déterminer 1’élongation extréme de la corde, qui
est le but des questions posées, il est inutile de résou-
dre I’équation du mouvement pour obtenir la loi
d’évolution de la longueur de la corde au cours du
temps. Utiliser la conservation de 1’énergie, en exa-
minant soigneusement les conditions initiales pour
calculer la constante énergie mécanique, est bien suf-
fisant et nettement plus rapide.

Conseils

G Anneau en mouvement
sur une hélice

Les équations en coordonnées polaires d’une hélice rigide
d’axe vertical Oz sont r = a et z = h 6. Un petit anneau enfilé
sur I’hélice est abandonné sans vitesse initiale au point d’al-
titude H = 27mth. En assimilant I’anneau a un point matériel

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.

mobile sans frottement, calculer le temps qu’il met pour
atteindre le plan horizontal z = 0.

6 Mouvement de trois électrons

Trois électrons sont retenus aux sommets d’un triangle équi-
latéral de coté a puis sont abandonnés simultanément.
Déterminer la vitesse limite de chacun. Application numé-
rique : m=9.103"kg, e = 1,6.100° C, 2 =2.10"1 m,
ey = 1/36m.10°.

Comment évolue la figure formée par les trois
électrons ? Utiliser le point O, centre de gravité du
triangle initial pour repérer la position d’un électron.

Conseils

@ :Mouvement d’un point
sur un cercle, liaison bilatérale,
puis unilatérale

On considere une gouttiere I circulaire, verticale, de centre
O etderayon R .On appelle (Oy) I’axe vertical ascen-
dant. La position d’un point P sur I"est repérée par I’angle
0 entre OL2 et OP ,ou {2 estle point le plus bas du cercle.

y

g

gouttiere I

1 © Une petite perle P de masse m est enfilée sur la gout-
tiere (liaison bilatérale) qui joue donc le rdle de glissiere.

Alinstant £ =0, onlance P depuis le point £ avec une
vitesse v, . La perle glisse sans frottements le long de I.

a) Exprimer la vitesse de P en un point d’altitude y en
fonctionde v,,g,R et y.

b) Etudier alors les différents mouvements possibles de P
suivant les valeurs de v .

¢) Déterminer la réaction N de la gouttiére sur la perle.
Etudier ses variations en fonction de y . Commenter.

d) On choisit ici »,=2ygR . Déterminer la loi horaire ().
Quelle est la valeur maximale de 6 ?

Pour quelle valeur de ¢ est-elle atteinte ?

0
tan| —+—
2 4

=In

. f ® de
Donnée :
, cos@




2 e La gouttiere I représente maintenant un des trous
d’un parcours de golf miniature : la balle doit faire un loo-
ping complet a I'intérieur de I avant de poursuivre son
chemin (liaison unilatérale). La gouttiere est évidemment
ouverte en £2 et « décalée » pour que la balle puisse pour-
suivre son chemin. La balle est assimilée a un point maté-
riel P de masse m . Elle arrive au point (2 avec la
vitesse v .

a) Ftudier les différents mouvements possibles de P sui-
vant les valeurs de .

Quelle valeur minimale de v, faut-il donner a la balle pour
qu’elle effectue le tour complet ?

b) On choisit encore v, = 2/gR . Pour quelle valeur de 6
la balle quitte-t-elle le contact avec la gouttiere ? A quel
instant cela se produit-il ?

1) La perle effectue un tour complet si sa vitesse ne
s’annule pas au cours de son mouvement. Le signe de
la réaction de la gouttiere (ou de la glissiere, dans
cette question) n’a aucune importance ici, car la perle
est enfilée sur la gouttiere, donc le contact est tou-
jours assuré.

Pour déterminer 1’équation du mouvement, isoler

%0 a partir du théoreme de I’énergie cinétique en
t

Conseils

faisant trés attention aux signes (on rappelle que
\\2 = |x|). Mettre ensuite cette équation sous la
forme dt=f(6)d6 avant de I'intégrer.

2) Dans ce cas, quand la réaction de la gouttiere s’an-
nule, la balle quitte le support : la gouttiere ne joue plus
le role de glissiere. Il reste a étudier, suivant les valeurs
de vy, si la réaction s’annule avant la vitesse ou non.

0 Mouvement d’une particule
chargée sur un axe

L’axe vertical (Oz) est matérialisé par un fil fin sur lequel
peut coulisser sans frottement une tres petite sphere, de
masse m, portant la charge électrique ¢ positive.

Un cerceau de rayon R et d’axe (Oz), portant une char-
ge électrique positive répartie uniformément sur sa circon-
férence, crée un champ électrique dont on admettra 1’ex-
pression sur I’axe (Oz) :

V4

N
E .=« 3 ¢,, 0ol ¢ est une constante positive.

(R +2%)?

1 ¢ Force subie

a) Exprimer la valeur algébrique F(z) de la force d’origi-
ne électrique F(z) = F(z)¢, subie par la petite sphere.
Tracer 1’allure des variations de F(z).

b) Pour quelles valeurs de la masse m est-il possible
d’obtenir des positions d’équilibre pour la petite sphere ?

Puissance et énergie en référentiel galiléen

On se placera dans ce cas par la suite.

2 o Stabilité de ’équilibre

a) Exprimer I’énergie potentielle E,(z) associ€e a ce
mouvement (on choisit E,(0) = 0). Tracer I'allure des
variations de E,(z), et discuter la stabilité des positions
d’équilibre obtenues.

b) Quelle est la pulsation @, des petites oscillations de la
sphere au voisinage de I’équilibre stable ? (On I’exprime-
ra en notant z, la position d’équilibre stable.)

3 ¢ On a tracé ci-dessous quelques trajectoires de phase

dans le plan (z, i) pour diverses conditions initiales.
@y

a) Peut-on préciser le type de conditions initiales qui a été

choisi, et le sens d’évolution de la particule sur ces trajec-

toires ?

b) Proposer quelques commentaires pour les évolutions
observées.

v,
11
-3 -2 -1 5
X Lz
0
-1

1) A I’équilibre, la somme des forces doit s’annuler.
2) L’équilibre stable correspond a un minimum
d’énergie potentielle. Pour de petits mouvements, on
peut essayer de linéariser I’équation du mouvement
au voisinage de 1’équilibre.

Conseils

9 Navire a moteur (Banque G2E08)

Un navire, de masse m = 10 000 tonnes, file en ligne droi-
te, a la vitesse v, = 15 nceuds.

La force de résistance exercée par 1’eau sur la coque du
bateau est du type : F' = kv? ol k est une constante et v la
vitesse du bateau.

Un nceud correspond a 1 mille nautique par heure et le
nautique est égal a 1 852 m.

On se place dans un référentiel 1ié au port qui sera suppo-
sé galiléen.
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Puissance et énergie en référentiel galiléen EXERCICES

1 ¢ Calculer la constante k sachant que le moteur fournit
une puissance de 5 MW a la vitesse vj,.

2 » Le navire stoppe ses machines a la distance X au large
de la passe d’entrée d’un port.

Déterminer 1’expression de la vitesse du navire en fonc-
tion du temps . On posera L = m/k.

3 © En déduire la distance X parcourue par le navire en
fonction de L, v, et vp, la vitesse au niveau de la passe.
Calculer cette distance si on désire atteindre la passe a la
vitesse de 2 nceuds.

4 » Déterminer le temps 6 mis pour atteindre la passe.

5 » Déterminer la vitesse, vq, a I’arrivée du quai, un demi-
mille au-dela de la passe d’entrée. On la calculera en
neceuds puis en m/s.

6 © Quelle est la solution d’urgence pour arréter le bateau ?

©) ttude d'un looping
(d’aprés ICNA 06)

Une bille, assimilée a un point matériel M de masse m, est
lachée sans vitesse initiale depuis le point A d’une gout-
tiere situé a une hauteur & du point le plus bas O de la
gouttiere. Cette derniere est terminée en O par un guide
circulaire de rayon a, disposé verticalement. La bille, dont
on suppose que le mouvement a lieu sans frottement, peut
éventuellement quitter la gouttiere vers I'intérieur du cer-
cle. On désigne par g = — ge, I'accélération de la pesan-
teur (cf. figure ci-dessous).

A
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1 e Calculer la norme v, de la vitesse de la bille en O.

2 » Exprimer la norme vz, de la vitesse de la bille en un
point M quelconque du cercle repéré par 1’angle 6.

3 « On désigne par e, = le vecteur unitaire porté

IcM |
par le vecteur position CM du point M.

Z, . . , . g . .
Ecrire I’expression de la réaction R = Re, du guide circu-
laire sur la bille.

4 » Déterminer la hauteur minimale /,,;, a partir de laquel-
le il faut lacher la bille sans vitesse initiale pour qu’elle ait
un mouvement révolutif dans le guide.

5 ¢ On lache la bille sans vitesse initiale depuis une hau-
teur i = 2a. Calculer, en degrés, la valeur 6, de 1’angle 6
pour laquelle la bille quitte le guide.

6 * Calculer la valeur v, de la composante suivant 1’axe
Ox de la vitesse de la bille au moment ou elle quitte le
guide.

7 * Calculer la valeur maximale /), de la hauteur atteinte
dans ces conditions par la bille apres qu’elle ait quitté le
guide.




o Distance minimale de freinage

Soit F le module de frottement entre la voiture et le sol. Le
théoreme de I’énergie cinétique entre le début du freinage (la
voiture a la vitesse v ) et I’arrét s’écrit :

.

o 1“cas :0———=-Fd,;
2

2
® 2¢cas :0—%=—Fdz-

2
On en déduit 2 = (ﬁ> =256,
d] 1/1

ce qui donne d, = 102,4 m, soit environ 100 m. La distance
de freinage a donc augmenté de 60 m !

6 Carabine-jouet a ressort

1 » L’énergie mécanique initiale de la balle est :

2
= 100

: —mg A€ sin ¢ si on choisit I’origine des énergies

potentielles a I’extrémité du canon de la carabine. Quand la
balle sort du canon, son énergie est donc uniquement sous

2
2 . o g4 muv, .
forme d’énergie cinétique, elle vaut —2 0. La conservation de

I’énergie mécanique (on néglige tout frottement) donne :

e \/ * a6y~ 2g sinane
m

vy =141 m.s7! =51 km.h™".

2 ¢ Quand la balle est au sommet de sa trajectoire, sa vitesse
est horizontale. La seule force agissant sur la balle une fois
qu’elle a été tirée est son poids, donc la composante horizon-
tale de la vitesse se conserve :

vg=vocosa=7,0m.s' =25km.h"!.

Le théoreme de 1’énergie cinétique entre 1’instant ou la balle
sort du canon et celui ou elle passe au sommet de sa trajectoire
parabolique s’écrit :
mvy  mug

5 —T=—mgh,donch=

v§ sina

=76m.

9 Etude de la chute d’un alpiniste

1 * Notant x I’allongement du ressort, I’équation du mouve-

ment est : .
mx = —kx + mg

dont I’intégrale premiere est, compte tenu des conditions
initiales :
lrm'cz—mgx+lkx2=lmy%).
2 2

L’élongation maximale du ressort est la solution supérieure a :
mg S p
Xeq = = de I’équation du second degré :

k=2 mgx — mvg=0.

2
xmax=ﬂ(1+\/l+i<ﬂ) )
k m\ g

La force maximale vaut alors :

2
Fmax=mg<1+\/1+i(ﬂ) )
m\ g

2 © La hauteur de chute libre 4 qui donne une vitesse v, a la
2

limite de tension de la corde est & = %
4

Soit :

2
Le facteur de chute du cas étudié est donc f= ;—OL, ce qui
8

permet d’écrire la force maximale sous la forme :

Fmax=P<1 +\/1 +ﬁ>.
oP

Ce résultat ne dépend que du facteur de chute, pas de 4 : pour
une corde deux fois plus longue et une hauteur de chute deux
fois plus grande, la force maximale est inchangée (le contact
avec la paroi risque tout de méme d’étre un peu plus sévere !).

Le cas le plus défavorable correspond a L minimum, pour
une hauteur de chute 4 donnée, soit f = 2, cas du doc. 2 de
I’énoncé.

3 ¢ a) i. L’élasticité de la corde est :

o= Zf—P, mesurée en N1,
Fmax (Fmax - 2P)

Pour F_..=9kN, P=800N, f=2,il faut que I’élasticité
de la corde soit o =4,8.107> N-L.

ii. Pour L=10m et f=1, I’élongation maximale est :

xmax=aLP<1 +\/1 +ﬁ>=3,2m

oP

et la force maximale vaut F,, = 6,6 kN.

iii. Ce cas apparait catastrophique : la hauteur de chute est
importante alors que la partie extensible de la corde est tres
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réduite. C’est pourtant ce qui est utilisé dans le cas d’une

excursion en via ferrata, mais le dispositif d’assurance utili-

sé est alors tout particulierement congu pour ce genre d’ex-

pédition : la fixation au harnais est un amortisseur.

AN.: f=5, L=1m et F,,, =13,7kN.

b) Pour ce nouveau modele, I’équation du mouvement est :
mi=—F+P

ou le second membre est constant, soit :

1 %) 1 2
— +(F-P)x=—mv,.
5 ( ) 2 Vo

11 vient alors :

2
S L7 W S —
2F-P)  F_
P

xmax

AN.:L=10m et f=1:x,,,=1m;
L=1met f=5:x,,=05m.
¢) Le facteur de chute est :
f= aFmax(Fmax_2P) i
2P

Pour F=12kN et =5.10"°N", ona f,,, =0,39.

0 Anneau en mouvement
sur une hélice

Lors du mouvement de I’anneau, seul son poids travaille.
On peut appliquer le théoreme de I’énergie cinétique entre
I’altitude H et I’altitude z.

1
—mv*=mg(H - z)
2
Sur I’hélice OM = au, + z ii,
77= aéb_[g‘i' Zl?z = aél;g + h9172
v2=(a*+h?)6>
Soit %m(cﬂ +h2)0% = mgh (21 - 6)

L’anneau part de 6= 2r et arrive en 6= 0, donc i—df <0.

soit - | 28" orp
dr a’+h?

de __ | 28h dr
\/271' -0 at+h?
L’anneau atteint le sol pour ¢t = T avec
T de 2gh
=- T.
7 \/27z -0 a+h?

w(a*+h*)
gh

T=2
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6 Mouvement de trois électrons

Au cours du temps, les €lectrons restent positionnés sur un tri-
angle équilatéral dont le centre de gravité O est immobile.

5

AB sin % Lo

V3

L’électron en A est soumis a deux forces : Fp, de la part de
I’électron en B et F4 de la part de I’électron en C de méme
norme.

Posons OA = x. OA = % AH = %

2 2
= = (9 T 5 € —
Fps+Fcy=2 ———cos — U, = — U
4me,AB? 6 Are, 3
Cette force globale dérive de I’énergie potentielle £,(x) avec:

e2

E(x)=—F.
’ 4ﬂeox\/§

Au cours de son mouvement, I’électron a une énergie méca-

nique constante.
2

(4 a
—= aveC Xp = —=.
47r80x0\/§ ’ \/5

EM = % m1/2+Ep(_X) =

2 2
€

(&
4dre,a 4n£ox\/§ '

La vitesse limite atteinte correspond a x infini.
e

Viim = .
\2me,ma

G Mouvement d’un point
sur un cercle, liaison bilatérale,
puis unilatérale

o1
Soit — my* =

1 ¢ a) Le théoreme de I’énergie cinétique appliqué entre le
point de départ (point le plus bas du cercle) et un

2 2
point quelconque s’écrit m % -m % =-mg(y +R).

b) La perle fait le tour complet de la gouttiere si »? > 0 pour
tout ye [-R ;R] doncsi v, > 2/gR.

2
Dans le cas contraire, la vitesse s’annule en y, = % % — R,
et la perle oscille entre les deux points symétriques d’altitude y; .

¢) La relation fondamentale de la dynamique s’écrit :
md=P +N avec @ =— RO, + ROZ,,




@ Puissance et énergie en référentiel galiléen

les forces étant :

P= mg cos@e, —mg sinfey et N =Nz,
(la gouttiere jouant le role de glissiere, N est de si'gne
quelconque). En projection sur &, , en utilisant »= RO et
y=-Rcos@, on obtient :

2 _
N =-|mg cosO+ m%):mg M

R
Avec la convention choisie pour N, il est négatif au début

du mouvement, puis change de signe en y = %yo, et reste

positif tant que y > %yo, ce qui n’a pas d’influence ici sur le

mouvement de la perle car la gouttiere assure toujours la liaison
(liaison bilatérale).
d) Avec v, =2/gR le théoréme de 1’énergie cinétique devient

v>=2g(R —y) . En fonction de 6, on obtient :
(RO)* = 2gR(1 + cos 0) = 4gR cos> (g}

S0it : @=12\/ECOSQ .
dr R 2
Quand 6 augmentede 0 a m:
cos (3> >0 et d_ > 0 donc, dans cette phase du mou-
t

(% do
vement :
d(ej
_ R 2

0
i === Elntan Q+£
soit 2 [0] 2 44 .
cos| —
0 2

Pour avoir 6(7) , il suffit d’inverser cette expression :

6 =4 arctan | exp \/%t — 7. La valeur maximale de 6 est

7, le temps mis pour I’atteindre est infini.

0

3
2,5

2

[ e e o e e e LA B e B S o S

0 5 10 15 20 ¢!

2ea) N s’annule pour y, = z Yo = Log
3 3¢
appartient a la gouttiere si, et seulement si, y, € [- R ; R],
soit 5 < 5gR . Si y, <0, la vitesse s’annule avant la réac-
tion, si y,> 0, c’est la réaction qui s’annule en premier. Pour

que la balle effectue le tour complet, il faut que vf) >\5gR .

- %R. Ce point

Conclusion

e Si vy < \2gR, le point P monte jusqu’'en y, < 0, redes-
cend tout en restant en contact avec la gouttiere et revient vers
son point de départ.

¢ Si y2gR < vy, < \5gR, le point P quitte le contact en un
point d’altitude 0 <y, <R ettombe.

*Si vy > 5gR, le point P fait le tour complet.
b) N s’annule en y, = % R. En reprenant le calcul de la ques-

tion 1) d), on obtient I'instant #, ou cela se produit :

R [91 77.') Vi
ty= ,/[—Inftan| —+—
\} g 4 4

; __2_ 2
,oucos 0, = =-3
/R
on trouve f, = 1,54 [— .
8

R
0 Mouvement d’une particule
chargée sur un axe

1 ¢ Force subie
a) Sachant que F(z) = aqE,(z)¢,,ona:

FG) =g s
(R? + 22
dont les variations sont représentées ci-apres (doc. 1).
F
0%
&
4
mg 2
A ArE
0,21
R . . .
0 2 4 6
1-02
L 04
Doc. 1
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b) L’équilibre peut étre réalisé si la force F(z) peut étre
compensée par I’effet du poids. On voit que la condition

7 A 21004 o5
mg = oq 5~ peut étre réalisée pour deux positions
<R2 +22)2
d’équilibre z; et z,, a condition que la masse m soit inférieure
S [F(2)]max
A My = —— -
8

La valeur maximale de F(z) est obtenue pour z = %
v

La condition d’existence des deux équilibres est donc :
m < My = %.
32gR?
2 * Equilibre
a) L'énergie potentielle £, 4 (z) associée aux efforts €lectro-
statiques est donnée par :

dE, .
p.€l Z
——=-F@)=—-0g ———,
dz 7 el
R+ 722
soit : E,a(@) =+ 0q T+ cte,

(R2 + 22)E

en prenant la constante de fagon a avoir E,4(0) = 0, on
obtient les variations suivantes (doc. 2), ou on observe natu-
rellement I’effet répulsif du cerceau sur la petite sphere (les
deux portent des charges de méme signe) : la force électrique
est orientée dans le sens décroissant de I’énergie potentielle,
et tend a éloigner la sphere du point O.

64 -2 PO 2 4 6,

-0871

Doc. 2

En ajoutant 1’énergie potentielle de pesanteur, I’origine de
I’énergie potentielle étant prise en z =0, il vient :
o
;1 +mgz— 4.
= R
(RZ + 22) 2
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Ep(z) = aq

0,24 E(2)

—0414
%)

—084

Doc. 3

On retrouve les positions d’équilibre z, et z, rendant 1’énergie
potentielle stationnaire :

—en z; I’énergie potentielle passe par un maximum (local) :
I’équilibre est instable,

—en z, I’énergie potentielle passe par un minimum (local) :
I’équilibre est stable.

b) Au voisinage de z, = z,, notons z =z,+ £ et tentons une
linéarisation de I’équation du mouvement :

m &) =F(z, + &) —mg = [F(z.) —mg] + £(£) 1P 000
dr? dz

2
ou le terme d’ordre 0 est nul par définition de 1’équilibre. On
obtient une équation d’oscillateur harmonique :

2
ddgt(;) = wge,

ou la pulsation est :

\/ 1 (dF) aq(2z* - R?)
a)(): == = _—0xe 2
m dz Z.=12 g

m(z’ +R*)?

3 e a) Pour les trajectoires de phases fermées, qui correspon-
dent a des mouvements périodiques, les conditions initiales
sont sans importance. Pour la trajectoire non fermée, qui part
sur I’axe (Oz) du plan de phase, la petite sphere a été lachée
sans vitesse initiale.

Le sens d’évolution s’obtient sachant que z augmente lorsque
le point de phase est au-dessous de (Oz) car la vitesse est
négative, et que z diminue si le point est au-dessus de (Oz)
(doc. 4).
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Viw,

Doc. 4

b) Les trajectoires fermées correspondent a des oscillations
autour de la position d’équilibre stable z = z,. Notons que la
plus petite trajectoire correspond pratiquement a un cercle :
I’approximation linéaire, donnant des oscillations harmo-
niques, est ici satisfaisante.

Pour la trajectoire non bouclée, 1’énergie mécanique est suf-
fisante pour passer la bosse d’énergie potentielle en z=z,.
Dans un premier temps, z varie de zy) a z, ; I’énergie poten-
tielle diminue et 1’énergie cinétique augmente : la trajectoire
s’éloigne de (Oz). Pour z diminuant de z, a z;, I’énergie
potentielle augmente, I’énergie cinétique diminue : la trajec-
toire revient vers 1’axe (Oz), mais ne le touche pas : la petite
sphere n’atteint pas 1’abscisse z; avec une vitesse non nulle.
Au-dela, elle poursuit sa chute en accélérant.

9 Navire a3 moteur (Banque G2E08)

1 ¢ La puissance fournie par le moteur compense exactement
la puissance de la force de frottement lorsque le bateau avan-
ce a vitesse constante.

Py — kv =0.

Numériquement :

y = 15 nceuds = 7,7 ms~ 1.

k=1,09 10* Nm~2 .

2 * Quand le navire stoppe ses machines, il continue sa route
selon la direction de 7.

Soit 7y = vye,.

En projection sur &', dans le référentiel lié au port, le princi-
pe fondamental de la dynamique appliqué au bateau s’écrit :

m% =— kv
dr
En posant L = E,ilvient % S= g
k »? L
Lod (1 d (¢ 1 1 t
Soit — | —| = —|—|et — — — = — en tenant compte
dr \v dr \ L v v, L
des conditions initiales.
_ ylL
L +uv,t

dX_ voL il = v,L

3eOnadonc: — = = dr.
L+uyyt L+t
Soitx =+ L In (L + yyt) + k.
At=0,x=—Xdonmmek=-LInL-X.
vyl v,
Doncx(t)=LIn |1+— | -X=LIln — -X.
IL v(t)

On atteint la passe pour x = 0 avec vp = v, exp [_TJ .

Sivp=2nceuds X=LIn %0 <1850 m = 1 mille nautique.

Up

4.9=L<1 l)=773s.

T

5exg=+926m=LIn-C-X.
Q

vo = 0,73 nceud = 0,37 ms~".

6 © Pour arréter le bateau en urgence, il faut remettre les
moteurs en marche et faire machine arriere.

€) ttude d'un looping
(d’apres ICNA06)

1 ¢ La bille est en mouvement dans un référentiel galiléen.
En lui appliquant le théoreme de 1’énergie cinétique entre les
points A et O, il vient :

Ec(0) - Ec(A) = Wpoids > Wit

Puisqu’il n’y a pas de frottements, le travail de la réaction,
orthogonale au déplacement, est nul.

Wpoids =mg(ya —yo) = mgh.

Donc %mvg—%mvz =mgh avec v, = 0.
vy = \2gh.

2 © En un point M tel que y,, = a(1 — cos 6), on obtient :

%mv@:mg(yA—yM)=mg(—a+h+acos 0).

vy = [2g(a cos O—a + h)]"?

3 e Sur le guide circulaire, les forces appliquées a m sont le
poids et la réaction R ...

ma(M)y=mg +Re,

Soit m(— ab?Z. + ab@,) =mZ + Re.. ()

En projection sur &y, I’équation (1) donne :

mab=— mg sin 6.

On multiplie par 6.

a0 = g sin 06

a % (%02> = % (g cos ).
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Soit%aé’2 =gcos O+k
En 0=0, vy = af = \2gh.

D’oﬁl&=g+k. k=g<£— 1).
a a

a6? =2g cos 0+ 2g<£ = 1).
a
En projection sur &, I’équation (1) donne :
R = — mab? — mg cos 6.
R=-3mgcos 0+ 2mg (1 —ﬁ)
a

b) La bille peut parcourir le guide en entier si R reste négati-
ve sur tout le parcours.

Soit 2—%$ 3 cos 6.
a
En 6 =m, on obtient 2—%=—3
a
5
hmin=§a.

5 e Avec h = hy = 2a, R s’annule pour :
—3mg cos 6+ 2mg(1 -2)=0
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cos 90=—%. g = 131,8°.

6 * A ce moment-1a, vV = a8 1790

. 12
avec 0= (Z_g cos 6 + Z_g)
a a
. 12
0= (2_8) _
3a
12 5

Soit vy =d (2—g) CcoS 90 == z Z‘gl

! 3a 3 3

7 * Le mouvement se fait alors sous 1’action du poids seul,
vy, reste inchangée.
hy est atteint lorsque la vitesse verticale », s’annule.

L muv — % mvgz = mg(hg, — hy), avec vy = v, .

2

SoithM=h90+;—j—;—.§

hy = a(l —cos 6;) + % @_i) - %a.
hy =§—(7)a.




Oscillateurs

0000000000000 00000 LES OBIJECTIFS

- Connaitre la réponse d’un oscillateur a différents
types d’excitation.

 Lois de Newton.

EXEEXXREERRRXRRNRLEY LES OUTILS MATHEMATIQUES

 Résolution des équations différentielles du deuxieme
ordre a coefficients constants.

 Notation complexe.
¢ Calculs sur les nombres complexes.

« Oscillateur harmonique

Un oscillateur harmonique est un systeme a un degré de liberté dont I’équation du mouvement est de
la forme X + wf)x =0, quelle que soit la nature physique de la variable x . II est soumis a une force

2
de rappel f=—kx qui dérive de I’énergie potentielle €,(x) = kxT 11 effectue des oscillations iso-

: I3 . 2 T .
chrones de pulsation @, = \/ﬁ et de période T, = 7” L’énergie mécanique de 1’oscillateur
. 0
harmonique se conserve.

« Oscillateur amorti par frottements visqueux

Sous I’effet d’une force de frottement fluide f =—hy =—hxeé,, ’équation du mouvement de I’os-

cillateur est ¥ + 2ax + whx =0 avec 20= i _ %, Q estle facteur de qualité de I’ oscillateur.
m

®Si a>m,ou Q< 1/2:1e mouvement est apériodique.
*Si o= w,ou Q=1/2:1le mouvement est critique.

®Si a< mw,ou Q> 1/2:1le mouvement est pseudo-périodique (la solution est le produit d’une expo-
nentielle et d’une sinusoide) de pseudo-période :

2n 1
T:? avec w:W:wo\/l—"—QZ.

Pour les faibles amortissements (<< @, ou Q >> 1), la variation relative de I’énergie mécanique
Aéy 21

=——=,ouencore Q=27

éwm 0

M

A%,

au cours d’une pseudo-période est (voir exercice 2).
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« Oscillations forcées

L oscillateur précédent est soumis a une force excitatrice F, = F,(f)e, . L’équation du mouvement
est alors :
F(0)

. . 2
X+20x+ wyx = .
m

La solution de cette équation est de la forme x(¢) = xy(¢) + x,(¢) , ou x(f) est la solution générale de
I’équation homogene associée (régime libre) et x;(f) une solution particuliere (régime forcé).
L’ oscillateur étant amorti, le régime libre tend vers 0 quand ¢ augmente. Au bout d’un certain temps,
seul subsiste le régime forcé. On appelle régime transitoire le régime représenté par x(f) tant que
Xo(f) n’est pas négligeable devant x(7) .

Quand plusieurs excitations agissent sur un oscillateur linéaire, la réponse de celui-ci est la somme
de ses réponses a chacune des excitations prises isolément.

«Résonances

L’ oscillateur est soumis a une excitation sinusoidale de pulsation @ :

Fy(t) =majx,, cos wt.
La réponse en régime forcé (ou régime permanent) est de la forme x(f) = x,cos(@t+ @), ou x, et
¢ dépendentde ®.
On utilise alors les grandeurs complexes associées aux grandeurs sinusoidales : & la grandeur
u(t) = Uycos (ot + ¢) , on associe la grandeur complexe u(f) = U,e/@ + 9 = U el/o,
ol U, =U,e est’amplitude complexe de u(f). On obtient u(f) en prenant la partie réelle de u()
et I’amplitude réelle U,, en prenant le module de U,,.
L’amplitude x,,(w) passe par un extremum pour @=0.Ily a résonance d’élongation (autre extremum

. 1 . 1 . .
de x,(w)si Q> "k Cette résonance a lieu pour @, = ®, \/ 1- 2—Q2 . Si ’amortissement est
v

faible, 0~ @, et I'amplitude maximale X, est égale d Qx, .Le systeme effectue un filtrage passe-

c ‘ . 1 1
bas ou passe-bande pour sa réponse en élongation, selon que Q < i ou Q> 5
v v
Il y a résonance de vitesse pour @= @, quelle que soit la valeur du facteur de qualité. L’amplitude
de la vitesse a la résonance est Vi, = Q@yx, . Le systéme effectue un filtrage passe-bande pour sa
réponse en vitesse. La bande passante A@ a 3 dB est la bande de pulsation a I’intérieur de laquelle

I’amplitude de la vitesse satisfait & 'inégalité V, () > % .
v
. .y - e Ao 1
La bande passante (pour la vitesse) et le facteur de qualité sont reliés par I’équation — = —.

o, 0Q
Le calcul de la bande passante pour I’élongation (quand il y a résonance) est beaucoup plus lourd.
Cependant, dans le cas d’un amortissement faible (Q >> 1), on retrouve la méme relation.

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.




ESSENTIEL o oscillateurs

Conseils et pieges a éviter

* Les oscillations harmoniques (amorties ou non) n’existent pas qu’en mécanique; il faut bien
connaitre les propriétés des solutions.
* Bien connaitre les solutions quelle que soit I’écriture de 1’équation:

X +20x+ wjx=0

X+2x+wjx=0
avec Q facteur de qualité de I’oscillateur.
* Pour les oscillations forcées, elles sont ici toujours sinusoidales; si le terme forcé n’est pas sinu-

soidal, mais périodique, penser a la décomposition de I’excitation en série de Fourier et faire la
somme des solutions car I’équation différentielle est linéaire.
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0 “Associations de ressorts

Une masse m est reliée de deux facons différentes a deux
ressorts de raideur k; et k,, de longueur a vide €, et €, :

Premier cas

ki, €o1 ko, €0
_|}xummmmmnmu__|}}]mmmmm]muu_

Second cas

Montrer que la masse décrit un mouvement harmonique

de période T =2r M dans le premier cas, et
172
m

k +k,

T =21 dans le second cas.

En déduire la raideur du ressort équivalent a I’ensemble
dans chacun des deux cas. Commenter.

Dans les deux cas, appliquer la relation fondamenta-
le de la dynamique, projetée sur 1’axe (Ox), a la
masse m, et la mettre sous la forme mx =— K(x —€).
Faire attention au signe dans I’expression des forces
de rappel des ressorts.

Dans le premier cas, pour exprimer la longueur du
deuxieme ressort en fonction de x, appliquer la rela-
tion fondamentale de la dynamique au point sans
masse A (point d’attache des ressorts).

Conseils

6 Oscillateur amorti de facteur
de qualité élevé

Un oscillateur harmonique perd 5 % de son énergie méca-
nique par pseudo-période.

1 De quel pourcentage sa pseudo-fréquence differe-
t-elle de sa fréquence propre f, ? Estimer le facteur de
qualité Q de I’oscillateur.

2+ Apres combien de pseudo-périodes son amplitude

sera-t-elle égale a " de sa valeur initiale ?

3 ¢ Apres Q pseudo-périodes, quelle est I’amplitude d’os-
cillation ?
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Voir 1’Essentiel sur I’ oscillateur amorti.

Déterminer la valeur du facteur de qualité.
L’amortissement pourra étre considéré comme faible,
ce que 1’on vérifiera avec les résultats obtenus.

Conseils

e “0scillateur harmonique amorti
par frottement solide

On considere un oscillateur harmonique constitué par un
point matériel de masse m assujetti a se déplacer en glis-
sant sur I’axe (Ox), rappelé vers la position d’équilibre
x =0 par un ressort de raideur k.

Le glissement sur la tige matérialisant 'axe (Ox) s’ac-
compagne d’un frottement. Ainsi, la réaction R du sup-
port se décompose en une composante normale N (qui
compense ici le poids) et une composante tangentielle T .
On supposera ce frottement entre solide décrit par les lois
suivantes :

—le point M peut étre maintenu en place par I"existence de
la réaction tangentielle T a condition que celle-ci reste
limitée par I’inégalité : |
— si cette condition n’est pas reahsable alors le point M
glisse, et le frottement est régi par la loi de Coulomb : T
est opposée au glissement, et ||| = f|[N.

1 ¢ Quelle est la dimension du coefficient de frottement
solide f 7

2 o Le point M étant maintenu immobile a I’abscisse x;, a
quelle condition peut-il y rester si on le libere ?

3 » On suppose cette condition non réalisée, le point M se
mettant 2 glisser dans le sens des x décroissants. Etudier le
mouvement du point M jusqu’a ce qu’il s’arréte pour la
premiere fois. Préciser 1’abscisse x; correspondante.

4 » Si le point M ne peut se maintenir immobile en x,,
que se passe-t-il ensuite ?

5 o Généraliser les résultats précédents pour décrire com-
pletement le mouvement du point M. Représenter son
évolution x =f(¢) au cours du temps, et donner 1’allure de
sa trajectoire de phase.




EXERCICES o oscillateurs

Les lois du frottement solide sont non linéaires. On
étudiera alors les cas suivants :

— soit la vitesse est nulle et il faut vérifier si le mobi-
le est en équlibre ;

— soit la vitesse est non nulle, le signe de la vitesse per-
met alors de définir completement la force de contact.

Conseils

6 Pendule simple amorti

D’aprés Mines d’ Albi, Douai, Nantes.

On considere un objet M de masse m accroché a
un point fixe O par I'intermédiaire d’un fil inextensible
de longueur € et de masse négligeable. L’ensemble est
situé dans le champ de pesanteur terrestre g = gé, avec
¢ =981 m.s?, ¢, étant un vecteur unitaire de 1’axe
(Ox) _vertical descendant. On note 6 l'angle orienté
(Ox,0M) = (¢,, ) ou i estle vecteur unitaire coli-
néaire au vecteur OM .

Lorsqu’on enregistre expérimentalement 6(¢) , on constate
que I’amplitude de 6 diminue lentement. On interprete ce
résultat par la présence de frottements que I’on modélise
par f =— o' , ot v désigne la vitesse du point M et «
une constante positive.

1 » Etablir I’équation différentielle du second ordre véri-
fiée par 6. En se limitant aux petits angles, écrire I’équa-

2
tion sous la forme d—z + 2 4o + w36=0.

dt T dt

Donner I’expression de 7 et son interprétation physique.

2 A quelle condition obtient-on un régime pseudo-pério-
dique ? Dans le cadre d’un régime pseudo-périodique, cal-
culer la pseudo-pulsation @ et la pseudo-période T .

On appelle décrément logarithmique J la quantité :

Exprimer 6 en fonctionde T et 7.

ou T estla pseudo-période et ¢ le temps.

3 o La figure ci-apres représente les variations de 6 avec
le temps. On précise les coordonnées de quatre points par-
ticuliers :

points A B C D
t(s) 0,248 1,10 2,20 8,00
0(°) 0,00 8,95 8,02 0,00

Lamasse m est égale a 470 g. Calculer numériquement, a
partir de ces valeurs, sans oublier les unités :

a) le décrément logarithmique 9 ; b) la pseudo-période T';
¢)letemps 7; d)laconstante «.

Appliquer le théoreme du moment cinétique en O ou
la relation fondamentale de la dynamique projetée sur
la tangente au mouvement (pour éliminer 7).

Conseils

6 Modélisation d’un oscillateur
D’aprés Mines d’ Albi, Alés, Douai, Nantes, 2008.

Soit un point matériel de masse m, en mouvement dans le
champ de pesanteur g uniforme.

1+ Etude énergétique d’un oscillateur .

a) Définir I’énergie potentielle associée a une force . Pour
une force de rappel élastique de constante k, déterminer
I’expression de 1’énergie potentielle en fonction de I’écart
x a la position d’équilibre, a une constante additive pres.
b) On considere un mouvement conservatif de m sur I’axe
horizontal Oy, autour d’une position d’équilibre Y, avec
I’énergie potentielle Ep(y) = Ey + 0. (y — Y)?, ol o est une
constante positive. Etablir 1'équation différentielle du
mouvement et en déduire qu’il s’agit d’oscillations har-
moniques dont on précisera 1’expression de la période.

¢) Application: considérons le dispositif horizontal de la
figure suivante.

Les ressorts sont identiques, de raideur & et de longueur a
vide L, tandis que les points d’attache sont distants de
2L,.

Exprimer Ep(y) si y désigne I’écart a la position d’équi-
libre, et calculer la période T, des oscillations de m si
m =200 g et k=40 N/m.

d) On envisage I’existence d’un frottement fluide d’intensi-
té proportionnelle a la vitesse de m par rapport a I'axe du
mouvement: F =— B.m.v ol Best une constante positive.
Donner la dimension ou 1'unité SI de .

e) Etablir I’équation différentielle du mouvement. Quelle
est la valeur numérique maximale de f permettant les
oscillations de m ?
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2 » Modélisation d’un dispositif expérimental

a) On dispose d’un banc a coussin d’air rectiligne (Ox),
incliné par une cale de hauteur /2 d’un angle ¢ par rapport
a I’horizontale, selon la figure ci-dessous. Sur ce banc, un
aimant est fixé a I’origine O, et un autre aimant, de masse
m, est fixé sur un palet mobile sans frottement:

a

L

Les aimants sont orientés de telle sorte qu’ils se repous-
sent mutuellement. La possibilité pour m d’osciller autour
d’une position d’équilibre résulte de la compétition entre
la répulsion €lectromagnétique, réduite a une force notée
F, prépondérante lorsque les aimants sont proches, et le
poids, qui devient prépondérant lorsque la distance aug-
mente.

Faire un bilan des forces a I’équilibre sur un schéma.

b) Sans connaissances préalables en électromagnétisme,
on cherche dans la suite a vérifier si la force électroma-
gnétique agissant dans cette expérience peut étre modéli-
sée par une loi de la forme: F(x) = k(xy/x)"e,, avec
k > 0 et n entier naturel. Exprimer dans cette hypothese la
position d’équilibre x, en fonction de xy, k, m, g, L, hetn
dans le cas des petits angles (7 << L).

NB: cette approximation sera toujours utilisée dans la suite.
¢) On mesure x, pour différentes cales, puis on représente
In (%) en fonction de In (x,/x,). En prenant x, = 1 m, dédui-
re des mesures ainsi représentées ci-dessous les valeurs de
netde k.

Ondonne: L=120cm ;m=189 g ; g =9,81 m.s™>%

X
In (k) en fonction de In (x—e)
0
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Oscillateurs u EXERCICES

Valeurs correspondantes :

In (i—o) In (h)
Z2.19 ~461
22,39 Z301
22,56 2322
22,63 281
Z2.73 ~253
~276 ~2.30
~2.81 SN

d) Exprimer littéralement 1’énergie potentielle totale Ep(x) de
m, 2 une constante additive prés, en fonction de x, xo, k, m, h,
g, L et n, puis en fonction de x, xy, x,, k et n seulement.

e) Lorsqu’on se limite a des oscillations de faible amplitu-
de autour de la position d’équilibre, on rappelle qu’on peut
utiliser pour 1’énergie potentielle un développement de
Taylor d’ordre 2:

_ 2 /d2E
EP(X) = EP(x = -xe) + %( dsz )X:Xg

En déduire une expression de Ep(x = x,) sous la forme:

%K (x — x,)* + cste; le détail de la constante additive

n’est pas demandé, mais on exprimera la constante K en fonc-
tion de x,, Xy, k et n.

f) Justifier qu’au voisinage de 1’équilibre, la résultante des
forces subies par m équivaut a une force de rappel élastique
dont on précisera la constante de raideur équivalente.

g) Toutes choses égales par ailleurs, montrer que la période T
des petites oscillations autour de I’équilibre est proportion-
nelle a une puissance de / que 1’on déterminera; en déduire
une méthode de mesure de n que I’on décrira succinctement.

G “Portrait de phase d’un oscillateur
pas toujours harmonique
Les deux ressorts sont identiques, ils possedent une raideur

k et une longueur a vide €. Le point M, de masse m , est
mobile sans frottements sur I’axe horizontal (Ox) (doc. 1).

A

k, €,
a

M

0 X
a

k, €,
B

Doc. 1




EXERCICES o oscillateurs

1 » Montrer que 1’énergie potentielle du point est :
€, = kx? = 2kt Va2 +x2 + 2kly a

0,6 |
si on impose €p(0)=0. K\OAI/\
On donne (doc. 2) la courbe représentative de %I:(I:) ,ou: ‘1 AN lfh
‘ - ] -
u=2>, pour différentes valeurs de or= i) : k/:g%: -‘
a a ’

1 1
a=0,a=E,a=E,a=l et a=1,5. VOO
Doc. 3
Commenter. Portrait de phase de I’ équation différentielle :
d2u a
Sy an2u (1 - )=0.

"4 A ép(u) dr? ( V1 + u?

T ka?
2,04 X

A e,

Lo 11 f } a @
1.2 VYN Y T
08- 0 5 | ,’\ \‘. T "’ T ‘\\ Tl \‘| |

, 09/ 27 /45 % 63 81 t
0.41 R A U i A N ()

0 =24 X :

—0254-------== e @ Doc. 4
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Diverses solutions de I’ équation différentielle :
0 0408 12 16 2 24 28 ! dith =— 4n2u (1 -——%—) aveca =1,5 pour i =0
Doc. 2 de VI +u?

etx(0)=2;x0)=14;x0)=¢€;x0)=-1,2.

2
2 ¢ On pose 23 = 2% et T = Eﬂ En prenant comme
m

0 b) Etude de la courbe pour a=1
nouvelle unité de temps T, montrer que I’équation diffé-
. sz . vz e, A 1 du _
rentielle d’évolution de u s’écrit : % dr (pour o = 1)
o
—+4n’u| 1- =0
’ ( Vi+u® J
A,
. u L 09 u
3 * On propose les portraits de phase dans le plan (u, 2—). ’
o
correspondant a différentes valeurs du rapport & = ﬁ .
a
. Doc. 5
a) Etude de la courbe pour a=1,5 Portrait de phase avec o = 1.
Les conditions initiales choisies sont #(0)=0 et u(0)#0.
Commenter les mouvements décrits par ces trajectoires dans A U
le plan de phase (doc. 3) (on se limitera aux courbes (1), 04 1
(2), (3) et (4)) et les évolutions de u(f) (doc. 4) ; faire le ’
lien avec la courbe €p(ur) . 0,21 /
Placer les positions d’équilibre sur le plan de phase. Que 0 ‘ T
peut-on dire du point (0, 0) ? _o0ad 2 4 !
~0,4-

Doc. 6
Solution de I’ équation différentielle pour o = 1.
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Expliquer pourquoi le document 5 prouve que les oscilla-
tions ne sont pas harmoniques.

On donne la courbe u(f) (doc. 6) pour les conditions initiales
u(0)=0,5 et u(0)=0.

Placer les points A, ,A,, A; et A, sur cette derniere figure.

¢) Etude de la courbe pour a=0,1

Commenter et expliquer le caractere harmonique ou non
des petits mouvements (les courbes tracées sur le document
7 correspondent aux conditions initiales #(0) = 0,05, 0,1
et 0,2, la vitesse initiale étant toujours nulle. Existe-t-il ici
une trajectoire frontiere comme pour la courbe correspon-
danta o=1,5? Pourquoi ?

Données : On rappelle que :

(n-1)
2

(1+x)2=1+nx+n x2, pour x << 1.

N
/

-0,2

Doc. 7
Portrait de phase de I’ équation différentielle :
Uy gpou-——2_)=0

dr N1+ u?

avec a=0,1.

1) Utiliser I’expression de 1’énergie potentielle élas-
tique d’un ressort.

2) Les trajectoires de phase entourent-elles une ou
plusieurs positions d’équilibre ? Sont-elles elliptiques
(ou circulaires suivant les variables choisies en
abscisses et en ordonnées) ? Une trajectoire de phase
peut-elle former un § ?

Pour un systeme conservatif, les trajectoires de phase
sont des trajectoires isoénergétiques, ce qui permet de
faire le lien avec la courbe ép(x) (on rappelle que
Ep(x) =< €y, car g est = 0).

Conseils
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@D itude de la suspension
d’un véhicule

D’apreés Mines d'Alés, Albi, Douai, Nantes, 2006.

Le véhicule étudié est modélisé par un parallélépipede, de
centre de gravité G et de masse M, reposant sur une roue
par I'intermédiaire de la suspension dont I’axe OG reste tou-
jours vertical.

L’ensemble est animé d’une vitesse horizontale 7 = vii,.
La suspension, quant a elle, est modélisée par un ressort de
raideur constante k£ = 1,0.10° N.m! (de longueur & vide
ly) et un amortisseur fluide de constante d’amortissement
constante 4 = 4,0.10° U.S.I. La masse de ’ensemble est
M =1000 kg.

La position verticale du véhicule est repérée par z; dans le
référentiel galiléen proposé ayant son origine sur la ligne
moyenne des déformations du sol. On note z la cote du
centre de la roue par rapport au niveau moyen de la route.

Fig. 1
La route est parfaitement horizontale.

Fig. 2
La route est ondulée.

L’amortissement entre M et la roue introduit une force de
frottement fluide, exercée par I’amortisseur sur M, qui s’é-

crit :
ﬁ:_g,(%_%)-’
dr dr ) *

1 ¢ La route est parfaitement horizontale (fig. 1)

1.1. La route ne présente aucune ondulation et le véhicule
n’a aucun mouvement vertical. Déterminer la position 26,
de G lorsque le véhicule est au repos.

1.2. Suite a une impulsion soudaine, le véhicule acquiert
un mouvement d’oscillations verticales. On cherche dans
cette question a établir I’équation différentielle caractéris-
tique du mouvement par une méthode énergétique.



EXERCICES o oscillateurs

On étudie le mouvement par rapport a la position d’équi-
libre établie précédemment. On posera z = zg — Gy
1.2.a) Etablir I'expression de I’énergie potentielle de
pesanteur.

1.2.b) Etablir I’expression de 1’énergie potentielle élas-
tique.

Les énergies potentielles seront exprimées en fonction de
z et a une constante additive pres.

1.2.c) Appliquer le théoreme de 1’énergie cinétique a la
masse et en déduire I’équation différentielle en z caracté-
ristique du mouvement.

1.2.d) Dessiner, qualitativement, les allures envisageables
de la fonction z(¢). (la résolution de I’équation différentiel-
le n’est pas demandée).

2 ¢ La route est ondulée (fig. 2)

Le véhicule se déplace a la vitesse horizontale v sur un sol
ondulé. L'ondulation est assimilée a une sinusoide de
période spatiale L et d’amplitude A. zq peut alors s’écrire
zo=R + A cos ot.

On étudie maintenant le mouvement par rapport a la posi-
tion d’équilibre établie précédemment.

On posera z = zg — Gy

Pour les applications numériques on prendra L = 1 m ;
A=10cm.

2.1. Quelle est 'unité de A ?

2.2. Exprimer @ en fonction de v et L. Vérifier I’homogé-
néité du résultat.

2.3. En appliquant le principe fondamental de la dyna-
mique a la masse M dans le référentiel terrestre supposé
galiléen, établir I’équation différentielle en z régissant le
mouvement.

2.4. Justifier qualitativement le fait que 1’on recherche la
solution z(f) de cette équation différentielle sous une
forme sinusoidale z(f) = z,,,,.cos (0 + 0).

2.5. Résolution par la méthode des complexes

On pose z = Z.e', réponse complexe du véhicule a I’ex-
citation sinusoidale et zo — R = Aelor,

k.ol
z G+ 50
2.5.a) Montrer que i = 7 avec jle
2 P+ joS+ —)
( MM
complexe tel que j> = — 1 puis que I’on peut mettre sous la
1+ CE
forme A = 2—@1 = q ; Exprimer alors @y,
A 1- i ] 2 HZ
w5 Qawy

w, et O en fonction de k, A et M.
2.5.b) Calculer numériquement @,, @, et Q. N’oubliez
pas les unités.

2.5.¢) Donner I’expression du module |% en fonction de

w,, 0, et Q.

2.6. Etude fréquentielle
On souhaite maintenant étudier 1’amplitude des oscilla-
tions en fonction de la vitesse de la voiture. Pour cela, on

étudie donc

Z en fonction de .

2.6.a) Tracer I’allure du diagramme de Bode relatif a

[N

2.6.b) w,, valeur de @ pour laquelle I’amplitude est maxi-
male, est de I’ordre de grandeur de @,. Quelle est la valeur
de v correspondante ? calculer I’amplitude des oscillations
du véhicule pour w = @,.

2.7. Application

Dans le film « Le salaire de la peur », Yves Montand
conduit un camion (@, = 25 s~!) chargé de nitroglycérine.
1l passe sur une tdle ondulée de période spatiale 1 m et
pour laquelle A = 10 cm. Afin d’éviter I’explosion du char-
gement il doit traverser la tole a une vitesse inférieure a
5 km/h ou supérieure a 50 km/h. Justifier qualitativement
ceci a I’aide des résultats précédents.

© :réponse harmonique stabilisée

Le pendule simple de masse m représenté sur la figure
(doc. 1) est 1ié par deux ressorts identiques de raideur k et
longueur €, a vide.

Au repos, I’abscisse x est nulle lorsque y = 0.

On fera I’approximation des petits angles pour étudier le
mouvement.

LU

1 © Quelle est la pulsation propre @, du systeme ?

2 ¢ Le point A est mobile, animé d’un mouvement sinu-
soidal, se déplacant de y(r) = Y, cos @t par rapport a sa

position fixe précédente. On note 22 = i

m
En supposant qu’un régime permanent est établi, détermi-
ner amplitude X,, du mouvement de M, et le déphasa-
ge ¢ de son déplacement x(¢) par rapport au déplacement
y(f) du point A. Tracer les variations de X,, et ¢ en fonc-
tion de @.

3 ¢ Discuter la modification des résultats lorsqu’on tient
compte d’un amortissement du pendule, couplé avec une
palette plongeant dans un liquide, a I’origine d’une force
de frottement F =—h xe,.
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4 ¢ On souhaite que le déplacement X, varie (2 ¥,
donné) au plus de 10 % sur une plage de fréquence aussi
large que possible. Quelle valeur faut-il donner au facteur
de qualité de I’oscillateur pour réaliser cette condition ?

1) Ecrire I’équation du mouvement, en utilisant
cos @ = 1 et sin @ = 6 a I'ordre d’approximation
linéaire.

2) et 3) Le régime sinusoidal forcé est établi, utiliser
la notation complexe accélere la recherche de la solu-
tion x(7) correspondante.

4) Utiliser I’allure des courbes de réponse X, ()
possibles pour choisir le bon cas de figure a utiliser.

Conseils

Q Oscillateur paramétrique

Un pendule simple (doc. 1) constitué d’un fil inextensible
de masse négligeable et d’un point matériel M de masse
m est accroché au point O', mobile le long de I’axe ver-
tical (Ox).

¢
00’ ¥D(1) ’
e .
9 /69 F
M
N

=

Doc. 1

1 ¢ Le point O’ est immobile : D(¢) =0.
Quelle est I’équation du mouvement du pendule ? Quelle
est la pulsation propre @, des petites oscillations ?

2 Le point O’ est animé d’un mouvement oscillant :
D(f) =D, coswt.
a) Etablir I’équation du mouvement :
6+ wp (1 + h(r) sinf=0,
en précisant ’expression de A(f).

b) En supposant I'angle 6 petit, et I’excitation trés faible,
montrer que I’oscillateur harmonique risque d’entrer en réso-
nance si on donne a la pulsation @ une valeur particuliere.

¢) La résolution numérique de I’équation donne, pour
o = 20,, le résultat ci-apres (doc. 2).
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(1)

0,84

g

A

0,

>

0,

=

0.

i

-0,

i

-0.

FS

—~0,6-

=y

-0,84

Doc. 2

Commenter. On essaiera en particulier d’interpréter les bat-
tements de I’amplitude d’oscillation qui sont observés.

1) Projeter convenablement I’équation donnée par la
relation fondamentale de la dynamique.

2) a) Faire de méme en tenant compte du mouvement
de O".

b) Mettre 1’équation sous la forme d’une équation
d’oscillateur avec second membre excitateur.

¢) Les oscillations du pendule sont-elles isochrones
pour toutes les valeurs de son amplitude d’oscillation ?

Conseils

m “Systéme auto-excité :
oscillateur de Van der Pol

1 ¢ Préliminaire
Soit un oscillateur régi par 1I’équation d’évolution :

L Wy 2 o
¥+ —2i + wox = 0 en régime libre.

a) Lorsque Q > 0, quel comportement limite (¢ — %) peut-
on attendre pour I’oscillateur évoluant & partir de condi-
tions initiales a priori quelconques ?

b) Qu’en est-il pour Q < 0 ?
¢) Quel est le cas limite séparant ces deux comportements ?

2 ¢ On s’intéresse a 1’oscillateur de Van der Pol, dont 1’é-
quation différentielle d’évolution est :

j&+ﬂ<x—2—l)x+w3x=0.

0 \x

(Les simulations sont données pour x, = 1 et @y = 1rad.s™'.)
a) Laché sans vitesse initiale pour x(0) = 0,1 ou 4, pour
Q =5, I’évolution du systeme est représentée sur le docu-
ment 1.

Commenter qualitativement ces résultats.
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Doc. 1

b) Pour Q = 10, 1 ou 1/3, a partir d’autres conditions
initiales, on a représenté les trajectoires de phase de

I’oscillateur (doc. 2) dans le plan (i, X )
X0 WopXp

Doc. 2

Que peut-on dire du comportement asymptotique du sys-
teme ?
Les oscillations peuvent-elles étre harmoniques ?
3 * On se place désormais dans le cas ou le régime limite
est pratiquement sinusoidal : 1/Q, noté & sera traité
comme un infiniment petit d’ordre 1 dans les calculs qui
suivront, et on cherche une solution presque sinusoidale
de la forme :

x(t) =xy [ A cos(wyt) +B(1) ] .
La « correction » B(f) sera traitée comme un infiniment
petit d’ordre 1 en &

a) D’apres les simulations, quelle est la valeur de A ?

b) Déduire de I’équation du mouvement, développée a
Iordre 1 en g, I’équation d’évolution de B(?).

¢) La solution B(r) étant stable au vu des simulations,
exprimer la solution obtenue en régime permanent établi,
et la solution compléte (mais approchée) x(#).

Quels sont les harmoniques du signal mis en évidence
dans cette étude ?

1) Rechercher les racines de I’équation caractéris-
tique et en déduire la convergence ou la divergence
des évolutions correspondantes suivant le signe de Q.
2) On remarquera un comportement qui semble
périodique au bout d’un temps « suffisamment »
long.

3)a) et b) Une lecture rapide des simulations donne
une valeur approchée de A ; cette valeur sera confir-
mée lors de la recherche de I’équation différentielle
vérifié par B(f) : les termes d’ordre 0 doivent dispa-
raitre, et seuls les termes d’ordre 1 en € ou B doivent
rester.

¢) La solution de 1’équation différentielle précédente
en B(t) fait apparaitre deux harmoniques @, et 3@,

Conseils
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“ Associations de ressorts

Premier cas : La relation fondamentale de la dynamique

appliquée a la masse m s’écrit, en projection sur 1’axe :
(Ox) : mX == ky(€y = €p) .

Il reste a exprimer ¢, en fonction de la position x de la

masse m (I’origine de I’axe est prise en O , point d’attache

du premier ressort). Pour cela, on applique la relation fonda-

mentale de la dynamique au point matériel sans masse A :

0=—ki(€; =€) + k(€5 = £x) .

ky
On en déduit ¢ _€lo+ (62—{520),
ky

t k
dou: x={,+4,= 1+ €2+€10 €20’
ky

k
soit : €y —4yy=|—|(x =Ly,
2~ %20 (kﬁ'kz)( 0
avec LO = 601 + 602 .
L’équation du mouvement est donc :

—kik
—lz(x—Lo).
ki + k,

La masse décrit bien un mouvement périodique de période :

Tzz,t\/M.

mx =

kyky

L’association des deux ressorts en série est équivalente a un

ressort unique de raideur K = ———
111

(et de longueur a vide

Lo+ Cop).

Second cas : La relation fondamentale de la dynamique appli-
quée a la masse m s’écrit, en projection sur I’axe (Ox) :

mx =—ky(€; =€) + ky (€, =€)
=—ki(x = €o) + k(L —x = £py)
avec L longueur totale du systeme
(ko1 = kylop + ko) )
(ky + ky)

La masse décrit bien un mouvement périodique de période :

T=2m n .
ki + k,

L’association de ces deux ressorts en parallele est équivalente
a un ressort unique de raideur K=k, +k, .

soit : mx =— (k; + kp)(x — L) avec Ly=

Les ressorts s’associent en série ou en parallele comme les
conductances ou comme les capacités (cf. H-Prépa, Tout en
un, 1™ année).

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et probléemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.

Remargue : On peut aussi associer les ressorts en paralléle
de la facon suivante ; les résultats sont équivalents :
ki€or + Kyl

K=k +k, et Ly=
P 0 ky + ky

6 Oscillateur amorti de facteur
de qualité élevé

1 © Pour un oscillateur harmonique dont I’équation d’évolu-
tion est :

. .2
mi+kx=0 ou ¥+ wyx=0 avec w0=\/£
m

Iénergicest: €= - kx,,2 = - mayx,.2,
2 2

ol x, est1’amplitude d’oscillation.
Pour T’oscillateur faiblement amorti, 1’équation du mouve-
ment est :

. @y . 2

i+—x+wy=0

0

dont la solution est de la forme :

x(1) = xp €Xp<— a)g ) cos(wt + @)

1
avec @ = wo\/l -
40?

L’énergie diminue donc, sur une période, d’un facteur :

exp (— Gy 20 ) qui vaut ici 1 -5 %. On a donc :
o

0
5% _z_nﬂzz_n car o= @,
0 o
Le facteur de qualité, élevé, vaut Q = m 126.

0
Les pseudo-fréquence et fréquence propre different alors, en
valeur relative, de :

f-h|_ ‘\/ L _L_swﬁ
fo 40? 802

Cet écart relatif est ici négligeable.

a)a)o
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2 ¢ ’amplitude, proportionnelle a exp (— %), est divisée

par e au bout du temps 7= Z—Q, soit au bout de n périodes.
n= l ~ i = & = 40.
r r, 2nm

Cette valeur élevée est bien la marque d’un oscillateur faible-
ment amorti.

3 o Apres Q oscillations, I’amplitude est égale a :

B w, |\ _ w, 21t>
x(f) = xgexp[——2 ¢t | = xyexp| - —2 Q0 ——|.
(N =x P( 20 ) 0 P( 20 % o,
Soit : x(f) = xy exp(— m) = 0,043 x,.

Remarque : Le nombre d oscillations « accessibles » ou « visi-
bles » donne, avec une bonne précision, la valeur du facteur de
qualité & un oscillateur amorti.

9 Oscillateur harmonique amorti
par frottement solide

1 ¢ Le coefficient de frottement f n’a pas de dimension.

2 o A |’abscisse Xy, le point M est soumis :

— a son poids et a la réaction normale du support, qui se com-
pensent : |N| =mg ;

— a la réaction tangentielle f =Te,;

— a la force de rappel du ressort F=- kxye,.

L’accélération peut étre nulle si T = k x;,. Ceci n’est possible

fmg

que pour |T| < fmg, donc pour |x,| < -

3 o Le rappel du ressort I’emporte initialement sur la réaction
tangentielle, et le point M glisse dans le sens des x décrois-
sants, donc T =+ f mg, et I’équation du mouvement est :

mx =—kx+fmg.
Le point M quitte I’abscisse x, > a avec une vitesse nulle,
donc :

x(t) = (xg— a) cos(wy t) + a, avec @, = \/L
m

: A s N T, P .
Le point M s’arréte a nouveau a t = 70 = ——, (une demi-
(o

période), a I’abscisse x; =—xy + 2a.
4 o [’équilibre en x; est impossible si x; < — a, soit x, > 3a.
Dans ces conditions, le rappel du ressort I’emporte sur le frot-

tement et le point M repart dans le sens des x croissants, avec

T=-fmg, soit : P [

dont la solution pour % <t<T, est:

x(t) = (x; + a) cos [a)o (t - %)] —a=(xy—3a) cos(wyt) —a.

Cette phase se prolonge jusqu’a ¢ =T, a ’abscisse :
X, =Xxy—4a.

5 e Les points d’arrét successifs sont donnés par :

Xo» X1 == Xo + 2a, X, = Xy — 4a, X3 =— Xy + 6a, x, = x, — 8a, etc.
L’arrét définitif sera obtenu apres n demi-oscillations, lorsque
|x,| < a est vérifié pour la premiere fois.

L’évolution de la position x(¢) est constituée d’un ensemble
de demi-oscillations harmoniques, de méme « demi-pério-
des », centrées en x=—a aladescente, en x=+a alamon-
tée. L’évolution des élongations successives est en progres-
sion arithmétique de pas égal a 4a.

La trajectoire de phase est constituée, dans le plan <x, L),

()
d’un ensemble de demi-cercles successivement centrés en
(-a,0) eten (+a,0).

x(1)

Doc. 1. Evolution x(t).

Doc. 2. Trajectoire de phase.
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G Pendule simple amorti

1 ¢ Le point matériel est soumis a :
— son poids P = mg =mg (cosfe —sinfe) ;
_la traction du fil T = T €. (radiale pour un fil idéal) ;
—1la force du frottement ]? =—ai=-albg,.
La relation fondamentale de la dynamique s’ écrit :
md =P +T +f ,
en projection sur ¢, on obtient m€@=—mg sin6— adX.
Si on se limite aux petits angles, cette équation devient :
m€+ ald+mgh=0.
On peut la mettre sous la forme :

2
d_9+gd_9+a)(2)0=0’0f] gzg,
dr*> 7 dt T m
soit : r=2—m et w0=\/§.
o 4

7 est la durée caractéristique de 1’amortissement.

2 * On obtient un régime pseudo-périodique si le discrimi-
nant de I’équation caractéristique est négatif, ¢’est-a-dire si :

1
——w0<0 donc si wyT>1.
72

La pseudo-pulsation est :

w=\/w2—i=w\/l—#
e N (o

et la pseudo-période T = %

6(t) est de la forme :

0(1) = exp| iT (A cos(wi) + B sin(w1)),
donc :
—expl- L o[ 00\ _T
0(t+T) =exp, T)Q(t) et 0 ln( 00+ T) ) -

3 ¢ a) Pour déterminer &, on utilise les points B et C:
93 8,95
OC 8,02

0=

=In

):0,11.

b) Entre les points A et D, on compte sept pseudo-périodes,

d’olr: T=u=1,ls.
7
T
c) TZEZIO,I S.

2m
d) a= 7= 9,3.1002N.m Ls.
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9 Modélisation d’un oscillateur
1 ¢ Etude énergétique d’un oscillateur :

a)F =—grad E,.

Si

=

—kxu, E,= % kx?, 2 une constante additive pres.

el
I

b) E,(y) = Eq + oy — Yo)? donne F = - 201y - y) #,
Le principe fondamental de la dynamique appliqué a la masse
m dans R galiléen s’écrit :

d?
m dz == 20y — Yo) i,
Son%+% :2—ay0.

On obtient I’équation d’un oscillateur harmonique de période

T:Zn\/%.
NS
Z

\ ;
\ 0
Lo Lo

La force totale agissant sur m est :
F=—kyl,~ kLo~ y - Lo~ &,).
F=-2kyi,.

E,(y) = ky*. OnaalorsT0—21t\/——032s.

d) F =—Bmi. Bestens.
e) On a alors my =—2ky — Bmy.

. .2k
y+py+=—=y=0.
m
L’équation caractéristique associée est :

r +ﬁ1+——0

2k

m pourra osciller si A < 0, soit 8 < Bin =24/ — =40 s~
m

2 » Modélisation d’un dispositif expérimental

a)

A Iéquilibre :
mg +F +R =0.

b) En projection sur ’axe des x, on a : —mg sin o+ F = 0.
On se place dans I’approximation des petits angles :

. h
sino=o=—.
L

On a alors : k(&)n =mg —.
Xe IL
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)=k (ﬁ)
mg \Xe

Inh=In (k—L) +nln <ﬁ>
mg e

La pente de la droite obtenue en tracant In () en fonction de
In (ﬁ) est —n.
Xo

On obtient : n=4 In (k_L) =—135 k=2.10°SL

mg
d) A I’abscisse x, la masse m posséde une énergie potentielle
de pesanteur mg x sin o
De plus, la force F dérive d’une énergie potentielle £, .
F=—grad E,, soit % =— k(2.

Xe

1-n

X
E, =—kx{§
: 7

r a une constante additive pres.

—-n

E,(x)=E, +mg %x =k—20 1o 4 mg L

n-1 1L,

On peut éliminer / de cette expression en faisant intervenir x,.

— Xg 1-n o0 i
Ep(x)—kmx +k()€_) X.

e

oL o)

dx x" Xe
(iEz” =kn xféll :
Dot E(x=x,) = E,(x=x,) +kn xx°1 LG
K =kn f?l.
Xe

f) Au voisinage de x = x,, on a donc une force de rappel qui
s’écrit — K(x — x,), correspondant a une constante de raideur
équivalente K.

g) La période d’oscillations T s’écrit alors : T = 27 \/%

T n+1
T=2n+/7"7"7x, 2 .
knx§ ~¢

I
Or x, =x0(mgh) n,
kL

n+1
Donc T est proportionnelle a 4 27 .

Si on fait la mesure de T pour différentes valeurs de /4, on
pourra en déduire la valeur du coefficient .

0 Portrait de phase d’un oscillateur
pas toujours harmonique

1 e Les ressorts, identiques, ont le méme allongement :
A =\a?> + x> - ¢,.

L’énergie potentielle emmagasinée est donc :

%P=2%m€2+1{

=kx2=2k€y\a®+ 2+ k €3+ ka® +K.

L’énergie potentielle est définie & une constante pres, et le
choix €p(0) =0 impose K =2 k €, a — ka*.

Soit Ep=k x> =2k y\a® + x> + 2k £, a.

Sur les courbes fournies on voit que :

esi > 1,ily adeux positions d’équilibre stables symétriques
parrapporta O etune position d’équilibre instable : le point O ;
esi < 1,ily aune seule position d’équilibre : le point O ;
elle est stable ;

esi a=1,lepoint O estencore la seule position d’équilibre,
elle est stable mais la courbe est « plus plate » que pour
a < 1 (les trois positions d’équilibre que I’on obtient pour
a>1 sont confondues : x =0 estracine triple de la dérivée).

2 o Le théoreme de I’énergie cinétique donne :

2
lm E) + €, = cte,
2 \dt
2
soit encore : lma2 d—”) + €,(u) = cte
2 dt
avec : ) = kau? - 20T + 1% + 20).

En dérivant, on obtient :
d’u du
2L 24 u— o —=
dr? dr dr ez dt
ce qui donne :
2
du _ 2ku + 2k u

La nouvelle unité de temps T, impose t=1"T,,

soit - du _ 1 du
' a? T T At
du 2kT3 o
donc : — =_ Ou(l——)
dr'? m VI + u?
Sachant que Q3 = Z et Ty= %, cela conduit a :
m 0
d’u
. 41t2u(1 - )
dr? \ﬁl + u?

avec la nouvelle unité de temps.

3 e a) Les courbes (1) et (2) correspondent a des mouve-
ments oscillatoires autour d’une des deux positions d’équili-
bre stable. La trajectoire de phase représentée par la courbe
(1) est elliptique : les petits mouvements du point sont (qua-
siment) harmoniques, la courbe (2) n’est pas du tout ellip-
tique (en forme d’ceuf) : les mouvements un peu plus grands
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sont périodiques, mais non harmoniques. Ces deux courbes
correspondent a une énergie totale du systeme inférieure a 0.

La courbe (3) est en fait composée de deux trajectoires (deux
séparatrices), elles s’arrétent a la position d’équilibre instable
(0, 0) . Elles correspondent a une énergie totale nulle.

La courbe (4) représente un mouvement périodique de grande
amplitude, non harmonique ; elle correspond a une énergie
totale positive et entoure les trois points singuliers.

b) Les trajectoires de phase représentées ne sont manifeste-
ment pas elliptiques (elles ont une forme d’anneau de patinage
de vitesse !) : les petites oscillations ne sont pas harmoniques.
On peut vérifier que le développement de 1’énergie potentielle
au voisinage de x =0, a I’ordre le plus bas non nul, est :

0, &
%p(x) = Z k ?

Ce n’est pas une approximation parabolique, et le rappel exer-
cé par les ressorts vers I’équilibre x =0 n’est pas linéaire. Les
points A; et A, sont des extremum de x, les points A; et
A, sont des points ou x s’annule.

0.4

~04

Solution de I équation différentielle :

2
—=—47t2u(1— )aveca:l.

o
e
¢) La courbe correspondant a x(0) = 0,05 est elliptique (elle
semble circulaire) : les petites oscillations sont harmoniques.
En effet, quand o est différent de 1, le terme prépondérant
dans le développement de 1’énergie potentielle au voisinage de
Oesten x2. Il n’existe pas ici de courbe frontiere, cariln’y a
pas de position d’équilibre instable.

@D itude de la suspension
d’un véhicule
D’aprés Mines d’Ales, Albi, Douai, Nantes, 2006.

1 ¢ La route est parfaitement horizontale :
1. Lorsque le véhicule est au repos, la force F est nulle.
zq,, est alors donné par : Mg - k(zg,,~ R~ £0) ih.=0

Zch=€O—%+R.

2.) P =-Mgii. =- grﬁ E, E, = Mgz en prenant I’ori-
gine de 1’énergie potentielle en 2G,,-
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b)f = k(zg-R - €)il.= - grad E,,
E, =%k(zG—R —0)? + cte.

ZG_R_€O=Z+ZGC‘{_R_€0=Z_%'
2
On peut garder par exemple E,, = % k(z - %) .
dEC dEpl dE‘p2 _ = = -— _ —_ e
C)T+ TR =F.uog vg=vil,+zu,.
2
Soiti<lez+lMéz>+i<Mgz+lk(z—%) )
dr \2 2 dr 2 k
= Az - zp)z.

La route étant horizontale, z, = 0.
Apres simplification par z, on obtient :

Mz +Mg+k<z—%>=—lé.

M7z + Az + kz=0.

4

avec A = A2 —4kM.

2 ¢ Laroute est ondulée :
1. A s’exprime en kg.s~!.
2. La sinusoide a une période spatiale L, donc elle s’exprime

X
en cos 2T —.
L

Pour le véhicule, on a x = »t donc w = %, qui est bien en
Sy

3. M7 + Mg + k(zg — 2y — €g) = — Az — )
avec ZG—ZO—€0=Z—ZO—&.

4. Le régime transitoire tend rapidement vers une réponse
nulle du systeme. z(f) ne comportera alors qu’une réponse a
I’excitation forcée de pulsation @ contenue dans zy(%).

5.a) En utilisant la notation complexe, 1I’équation différen-
tielle du mouvement donne :

(~M@?*+k+jA0)Z = (k + jAw)A.
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k  jold . @

A eci 1+j—

S'té— (M+ M) _ / wy
o A_(_a)z_‘_'a)i_‘_L)_]_iz_F'i
19 MM w} JQwO

avec a)0=\/% a)1=% et Q=T.
b) wy=10rads™!. , =25rads! Q=25.

w2 \112
(1 +—2)
(1
c) |;

(R pur

o5/ Qw;

)

log (

SIS

} log w
lo (2]

b) Si w=~w, v= L2w0 = 1,59 ms~! = 5,7 km/h.
T

Alors |Z| =27 cm.

7. Pour @, = 25 s™!' v = 14,3 km/h donne I’amplitude maxi-
male des oscillations. Pour éviter d’avoir une trop grande
amplitude de vibration, il faudra donc choisir une vitesse fai-
ble (< 5 km/h) ou une vitesse élevée (> 50 km/h), en fait en

dehors de la bosse formée par log |%|

6 Réponse harmonique stabilisée

1 ¢ Pour de petits angles, le vecteur e, est pratiquement
confondu avec le vecteur E'e , et les tensions des ressorts don-
nent des efforts pratiquement horizontaux. En projection sur
5'9 , I’équation du mouvement nous donne, la force de traction
du fil étant radiale :

m€O=—mgO—k(x+ € - €p) + k(€ — x — €;)

soit, avec x = €6 pour de petits angles :

X+ wﬁx:O avec w0=\/5+2—k.
L m

2 © Dans I’équation du mouvement, le terme k(x + € — €;)
devientici k(x + € —y—{€,), donc :

i+ opr=0%y.
On en déduit, en supposant un régime permanent sinusoidal

de pulsation @ établi (il faudrait donc en toute rigueur un
petit peu de frottement) :

2
x(H) = % Y, cosot = X, cos(wt + @)
wy— 0*
2 P
avec sz—z‘() Ymet{¢_0519<w<w°
|w0_a)2| (D=—7[Sla)>a)0
Xm :
s i
ag " |
' [0}
@y
Doc. 1
AQ [o) o
0
| ] A
Doc. 2
3 ¢ En notant b &, il vient :
m 0

. Wy . 2 2
x+—°x+w0x:.(2y.

En utilisant la notation complexe, on obtient :

. 02
x=X,e= S oo 2 2
-0+ — + @,
0
et donc en notation réelle :
X(t) = X, cos(wt + @)
( o
avec : X, = Y,
2
NG
[0
| e
e/? =
—
Vo)
{ 0

On obtient alors les courbes suivantes (doc. 4 et 5) :
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Lorsque Q > % la pulsation de résonance :

v
= @, 1——1
! ! 2Q2

est d’autant plus proche de la pulsation propre @, que le fac-
teur de qualité est élevé.

A la résonance, I’amplitude reste limitée lorsqu’on tient
compte du frottement.

4e

Doc. 5

Pour étendre au maximum la zone dans laquelle X, ne
varie pas trop, il faut ajuster I’amortissement pour obtenir :
X max = Xm0 (1 +10 %) = 1,1 X, o, la bande de pulsation
acceptée allant alors de 0 a @, .

A la résonance, X, =

0
, max m, 0 —
\/ .
40°

que le facteur de qualité doit étre ajusté au voisinage de

, on en déduit

0 =0,9(Q = 0,6 ne convient pas car Q > %).
\“‘
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0 Oscillateur paramétrique

1 * Laccélération du point M est :
d2 T/i — = 2= .. = -
% =dy, + 00— L0%¢ , avecicia ,,=0.
La tension du fil est radiale (fil idéal), donc en projetant
1’équation du mouvement sur ey, il vient :

m€0 = —mg sin 6.

aM) =

Pour les petits mouvements, 1’équation linéarisée :

6+5 6=0
¢

est celle d’un oscillateur harmonique de pulsation propre :
C()O = \/ ﬁ
¢
2 ¢ a) Il faut maintenant prendre en compte 1’accélération :
dy= —Dn0*coswr @,
ce qui donne la nouvelle équation du mouvement :
m(€8 + D,,w* cos t sin @) = — mg sin 6.

Celle-ci est bien de la forme demandée, avec :

2
h(t) = & % cos wt.

@y
b) Pour de petits angles, I’équation du mouvement peut s’é-
crire :
0+ wgez—&%coswte
(o)
qui s’apparente a une équation d’oscillateur harmonique excité.
Le terme excitation fait cependant intervenir 1’état de 1’os-
cillateur lui-méme.
Pour un second membre tres faible, le mouvement doit étre
une oscillation de pulsation @, que vient perturber le terme
excitateur. Si on pose : 6(f) = Acos(@yt + @), on voit que le
terme excitateur se comporte comme :
cos(wt) cos(wt + @) =

% cos((@ — @)t — @) + % cos((@w + wy)t + @)

et peut mettre I’oscillateur en résonance s’il contient un terme
de pulsation @, ce qui correspond au cas @ = 2m, (si
o = 0, on est ramené a la question 1), il n’y a pas d’excita-
tion). Ce raisonnement qualitatif permet de prévoir une réso-
nance paramétrique puis une excitation de pulsation double
de la pulsation propre de 1’oscillateur.

¢) Au début, ’oscillateur est excité a la résonance paramé-
trique : son amplitude augmente donc...

Lorsque son amplitude augmente, I’approximation des petits
angles cesse d’étre satisfaisante, et sa période propre aug-
mente. Il n’y a alors plus de résonance paramétrique et I’am-
plitude de I’oscillateur excité est moins importante...
SiI’amplitude d’oscillation diminue, la pulsation propre aug-
mente un peu, et la condition de résonance se retrouve réali-
sée... et ainsi de suite.




@ oscillateurs

m “Systéme auto-excité ;
oscillateur de Van der Pol

1 ¢ Préliminaire

a) L’équation caractéristique est :

r2+ﬂr+a)f)=0 A:wé(L—4>.

QZ
Lorsque O > 0, on peut obtenir :

* deux racines réelles et négatives pour Q < % ;

. P 1
e une racine double — w,, négative, pour Q = E ;

* deux racines complexes conjuguées, de partie réelle :

Dy . 1
———ne atlve, our > —.
20 g pour Q 5

Dans tous les cas, le terme en x, qui correspond a un frotte-
ment (fluide), conduit & une solution qui tend vers zéro. La
nature du régime transitoire dépend de O, mais le régime final
est le méme pour tous les O positifs.

b) Pour Q < 0, on obtient maintenant :

* deux racines réelles positives pour Q > —% ;

* une racine double + @y, positive, pour Q = —% ;
* deux racines complexes conjuguées, de partie réelle :

(0] .
=0 positive, pour Q < — l.

2 2
Cette fois, les solutions obtenues sont divergentes : le syste-
me est instable.
¢) Le cas limite séparant les deux comportements correspond
a l’inversion de signe du terme en x, il correspond donc au cas
limite 1 =0, c’est-a-dire a I’oscillateur harmonique : il n’est
pas amorti, son facteur de qualité est infini.

2 ¢ a) Lorsque |x| est inférieur 3 x,, le terme en X est
négatif, et on peut attendre une amplification du signal.
Lorsque |x| est supérieur & x,, c’est I'inverse. Ceci permet,
trés qualitativement, de comprendre que I’amplitude d’os-
cillation arrive a se stabiliser & une valeur qui n’est ni nulle,
ni infinie, comme I’indique la simulation.

b) L’existence d’une limite d’évolution est confirmée par les
trajectoires de phase : dans tous les cas, le systeme tend vers
un cycle limite, indépendamment des conditions initiales.
L’équation n’est pas linéaire, et les oscillations observées ne
sont pas harmoniques. On note toutefois que pour Q €levé, le
terme en ¥ reste assez faible : le régime limite est long a
atteindre, mais les oscillations obtenues sont alors quasi-sinu-
soidales.

3 ¢ a) Sur la simulation obtenue pour Q = 10, il apparait un
cycle limite presque circulaire, de rayon égal a 2 : c’est la
signature d’un mouvement quasi sinusoidal, d’amplitude
Xm=2Xxp.
b) On reprend 1’équation du mouvement de 1’ oscillateur et on
introduit la solution proposée :
o[- 205 cos @t + B(1)| + ewyxy [4 cosX(wyf) - 1

+ 8 cos(wyB() + BX D[~ 2sinayt +B(1)]

+ a)%xo [2cosmyt + B(1)] = 0.
Le terme d’ordre 0 en € se simplifie : cela confirme la valeur
choisie pour A : A =2.
A Tordre 1 en & (donc en ne gardant que &, B(r) et ses
dérivées) :
B(t) + woB(h) = + 2ewisin(3wyd).

¢) La solution B(#) contient donc :

— un terme éventuel de pulsation @, qui s’ajoute au terme

Axycos(myt), ce qui modifie Iégerement A, par une correction
0 o q g p

d’ordre 1 ; ce terme dépend des conditions initiales ;

—en régime, établi, il y a un terme de pulsation 3@, :

+2e@; c .
B(t) = (—Tl)a% sinBwyt) = - n sin 3@yt.

Le terme correctif B(f) fait donc apparaitre une pulsation
triple de la pulsation de base (en plus d’éventuels nouveaux
termes de pulsation @,).

Cet oscillateur non harmonique n’a pas une évolution pure-
ment sinusoidale, ni méme périodique, le régime transitoire
durant un temps infini. Ce qui a été construit n’est qu’une
approximation mettant en évidence I’existence des harmo-
niques @, et 3@, au bout d’un temps « suffisamment » long.
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Théoréme
du moment cinétique

0000000000000 00000 LES OBIJECTIFS

* Introduire le théoreme du moment cinétique.
* Etudier les mouvements a force centrale.

- Utilisation de différents systemes de coordonnées.
* Lois de Newton.

EXXEEXRERRRRRRRRRTY LES OUTILS MATHEMATIQUES

» Produit vectoriel.

«Moment d’une force
e Moment en un point

Le moment au point O de la force F appliquée en M est : J%O —OM A F (doc. 1).
Si la force F « passe par le point O », son moment en O est nul.

* Moment par rapport a un axe
i - g T .
Le produit scalaire Jl, =.l,.€ estle moment de la force F par rapport & I’axe A qui passe par
le point O, et qui est orienté par son vecteur unitaire .
M, est indépendant du choix du point O sur I’axe A.

Le moment par rapport a ’axe A d’une force F o« parallele a » ou « passant par » I’axe A est
nul (doc. 2).

Doc. 1: AI0=WA F'=0_I{./\ F Doc.Z:Jl_/t'AzJI/LA.E' avec My = AIO.Z
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Théoréeme du moment cinétique

«Moment cinétique

Le moment cinétique au point O du point matériel M dans le référentiel R est :

Lo(M),5,=m OM A v(M)g,.

«Théoréeme du moment cinétique

Dans un référentiel galiléen %R, le théoréme du moment cinétique peut étre appliqué :

dL,(M) _ =

e en un point fixe O : q =My ;
t

L . dL
* en projection sur un axe fixe A : 4 L =My ;
t

¢ le théoreme du moment cinétique est une conséquence de la deuxieme loi de Newton. Dans cer-
tains cas, il donne acces rapidement a I’équation du mouvement (exemple : rotation autour d’un
axe fixe).

« Mouvement a force centrale
* Conservation du moment cinétique : pour un mouvement a force centrale de centre O fixe, le
moment cinétique L, est une constante du mouvement.

-
* La trajectoire du point matériel est contenue dans le plan contenant O et perpendiculaire a L,
(si le moment cinétique est nul, la trajectoire est sur une droite passant par O).

e Laloi des aires est assurée : la vitesse aréolaire dd_&i =1 126 est une constante du mouvement :
t
dsA _C
dt 2

Et C la constante des aires.

Conseils et piéges a éviter

* Bien connaitre le calcul d’un produit vectoriel :

F i normale au plan défini par OM et F.

.- H

— — - — —

My=OM A F =OMFsinoii =OH A F =OHF i

* Faire une analyse précise des forces qui s’exercent sur un point matériel avant d’appliquer le théo-
reme du moment cinétique.

e Le théoreme du moment cinétique est souvent intéressant pour étudier I’équation d’évolution
d’un mouvement méme si on ne connait pas certaines forces (par exemple la tension du fil dans le
cas du pendule pesant).
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0 Oscillateur harmonique spatial

Un point matériel de masse m est soumis a la force
F =—kr.

1 ¢ Montrer qu'un choix approprié d’axes (O, x, y, z) et
d’origine des temps permet de décrire le mouvement par :
x(t) = x, coswt
y(t) =y, sinwt
z(H)=0

2 » Quelle est la constante des aires associée a ce mouve-
ment ? Quelle est I’aire balayée par le rayon OM =7 sur
une période ?

L’équation du mouvement peut étre aisément résolue.
On pourra aussi utiliser la conservation associée au
caractere central de la force subie.

Conseil

6 “Mouvement a force centrale

On observe le mouvement d’une particule P soumise a
une force centrale et on remarque que I’angle « entre le
rayon vecteur OP et le vecteur vitesse 7 est constant.

1 » Montrer que la force est donnée par :

~=_m( C )2 1 -

. _3 re
sma’/ r

ou C est la constante des aires (C = %)

2 » Trouver une intégrale premiére du mouvement (sans
utiliser la conservation de 1’énergie). Déterminer 1’équa-
tion polaire de la trajectoire. On prendra comme condi-
tions initiales r=ry,i =y et =0, 6, #0.

3 * Déterminer I’énergie de la particule. Est-elle conservée ?

(%]
z 1) On rappelle que ’angle « entre deux vecteurs a
S = a.b . anb
S et b vérifie cosaza—b ou sma:u.
ab ab

Utiliser 1’hypothese de 1’énoncé et la conservation du
moment cinétique en O pour établir une relation
entre 7, r et les constantes du mouvement. En dédui-
re la loi de force (grice a la relation fondamentale de
la dynamique).

2) Déduire des calculs de la question précédente que
1= cte . En déduire r(7) , puis 6(¢) et éliminer le
temps entre ces deux expressions pour obtenir 7(6) .
3) Utiliser I’expression de sin en fonction de r et .
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9 Rappel élastique
le long d’un cercle

Une masselotte, assimilée a un point matériel M de masse
m, est assujettie a glisser sans frottement sur un cercle ver-
tical de centre O et rayon R.

Elle est reliée au point A par un ressort de constante de rai-
deur £ et de longueur au repos €.

1 ¢ Etablir par trois méthodes différentes 1’équation du
mouvement du point M.

2 e Discuter les équilibres, leur stabilité, et indiquer éven-
tuellement la période des petites oscillations.

1) Une seule variable, I’angle 6(¢), décrit 1’état du
systeme. Il faut donc trouver une équation qui ne fait
pas apparaitre la réaction du cercle.

Conseil

@) :péviation d’une particule
par un puits de potentiel

Une particule de charge ¢ > 0, mobile a la vitesse v,
dans une région de I’espace ou le potentiel électrostatique
est nul (par convention), pénetre a I’intérieur d’une sphere
de rayon R ou le potentiel est — V,, acquérant ainsi
I’énergie potentielle ép =—¢ V. (On suppose V,>0.)

On admettra que 1’on peut parvenir a ce résultat avec deux
grilles sphériques métalliques concentriques tres proches




Théoréeme du moment cinétique

de rayons égaux a R, la grille externe étant au potentiel
nul et la grille interne étant au potentiel — V|,. Le champ
électrostatique entre les deux grilles, dans une pellicule
d’épaisseur tres faible, est radial.

On supposera, en outre, que ces grilles sont parfaitement
perméables a la particule et on négligera les effets de la
pesanteur. Le référentiel d’étude est galiléen. La particule
rencontre la premiere grille sous 1’angle d’incidence .

1 * Montrer que la particule pénetre alors entre les deux
grilles (r < R) avec un angle [ par rapport a la normale
OI que I'on exprimera en fonction de o , gV et €y,
énergie cinétique initiale.

Vérifier que la réfraction constatée obéit a la loi de
Descartes, par analogie optique. On définira un indice de
réfraction équivalent.

2 ¢ Décrire le mouvement ultérieur de la particule et déter-
miner I’angle de déviation résultant par ce puits sphérique.
Le systeme proposé est-il stigmatique au sens de 1’optique
géométrique ?

1) Identifier les grandeurs conservées pour ce mou-
vement : deux relations obtenues devraient permettre
de déterminer la norme de la vitesse et sa direction
dans le plan de figure...

2) Tous les « rayons » incidents paralleles a I’axe
(Ox) passent-ils par le point F' aprés traversée du
systeme ?

Conseils

9 “Particule évoluant dans un céne

Un point matériel M de masse m glisse sans frottement
dans un cone d’axe (Oz) vertical et de demi-angle au
sommet valant o.

A Tinstant initial, il est lancé a I'altitude z, avec une
vitesse horizontale vy = v,

Doc. 1

On observe alors 1’évolution suivante (doc. 2 et 3), repré-
sentée pour une vue oblique et pour une vue de dessus de
I’évolution du point M.

7
/ //‘ﬂ'// 127
I({F‘:é’:")’;,;r‘, {||'|I
RV
\

N

Doc. 3. Vue de dessus.

1 ¢ Pourquoi le point M contourne-t-il I'axe (Oz) en
tournant toujours dans le méme sens, et sans jamais tom-
ber au fond du cone ?

2 ¢ En exprimant deux constantes du mouvement, justifier
I’évolution du point entre deux altitudes extrémes.

3 o La trajectoire pourrait-elle étre circulaire ?

Considérer les actions subies par le point, leurs direc-
tions, ainsi que leur puissance, pour proposer les
deux constantes associées a ce mouvement. Discuter
ensuite les zones énergétiquement accessibles au
point M.

Conseils

G Pendule a deux longueurs
D’aprés Mines de Douai, Alés, etc., 2005.

On considere un mobile ponctuel de masse constante m
soumis, dans un réf_@rentiel galiléen, a un ensemble de for-
ces de résultante f, partout et constamment définie dans
I’espace et le temps.

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.



1 ¢ En utilisant le principe fondamental de la dynamique
(ou théoreme du centre d’inertie), montrer que, sous cette
hypothese, la norme v du vecteur vitesse du mobile est une
fonction continue du temps.

(t=0), =0 (t=1),6,=0 (t=1), =0
1€ phase 2¢ phase
Fig. 1

On étudie un pendule simple modifié, présenté sur la figu-
re 1. Un mobile ponctuel M de masse m, est accroché a
I’extrémité d’un fil inextensible de longueur L et de masse
négligeable, dont I’ autre extrémité est fixe en 0. On négli-
ge tout frottement et on repere I’inclinaison 8 du brin de fil
soutenant M par rapport a la verticale. Lorsque 6 > 0, le
systéme se comporte comme un pendule simple de centre
O et de longueur de fil L. A la verticale et en dessous de

O, un clou est planté en O’ avec 00’ = %, qui bloquera la

partie haute du fil vers la gauche : quand 6 < 0, le systeéme
se comporte donc comme un pendule simple de centre O’

et de longueur de fil % A la date ¢ = 0, on abandonne

sans vitesse initiale le mobile M en donnant au fil une
inclinaison initiale 8(0) = 6, > 0. On note ¢, la date de la
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Théoréme du moment cinétique

premiére rencontre du fil avec le clou, #, la date de pre-
miere annulation de la vitesse du mobile pour 6 < 0.
L’intervalle de dates [0, #,[ est nommé premiere phase du
mouvement, l'intervalle ]¢;, #,] est nommé deuxiéme
phase. A la date 17 immédiatement inférieure a 7, le fil n’a
pas encore touché le clou et a la date /7 immédiatement
supérieure, le fil vient de toucher le clou.

2 » Etablir I'équation différentielle vérifiée par 6 pour la
premiere phase du mouvement.

3 » Dans I’hypothese des petites oscillations, on suppose
que sin 6 = 6. Reconnaitre 1’équation différentielle d’un
certain type d’oscillateur et en déduire, sans résoudre 1’é-
quation, la durée 6t de la premiére phase du mouvement.

4 ¢ En utilisant le théoréme de 1’énergie mécanique, déter-
miner la vitesse » de M a la date ¢7. En déduire Ia vitesse

angulaire @7 = i—f a cette date.
5 © Le blocage de la partie supérieure du fil par le clou ne

s’accompagne d’aucun transfert énergétique. Déterminer
la vitesse v} de M a la date #1. En déduire la vitesse angu-

laire @7 = % a cette date.
t

6 © En utilisant le résultat des questions 2 et 3, donner sans
calcul la durée Oty de la deuxiéme phase.
7 * Déterminer I’expression de I’angle 6, a la date #,.

8 e Décrire brievement la suite du mouvement de ce sys-
teme et donner 1’expression de sa période T.

9 e Dresser I’allure du portrait de phase, dans le systeme

do
& (—)
axes | 0, &




o Oscillateur harmonique spatial

1 © La force étant centrale, on sait que le moment cinétique
LO OM A m7 est une constante du mouvement, qu1 a lieu
dans le plan contenant O et perpendiculaire a LO (st lo est

nul, la trajectoire est plus simplement rectiligne).
_ \/Z
m
de sorte que la solution 7(f) est de la forme :

- 4 a
7 =7 cosw(t — ty) + — sin@(r — fy)
®

Pour le rappel élastique proposé, on a :

. 5
F=—ki ou 7+@7=0 avec

ol 7 et #, sont les position et vitesse du point M a I’instant
fige

La trajectoire est donc plane, et dans ce cas précis elliptique,
de centre O.

Doc. 1

En choisissant, dans le plan de la trajectoire, les axes x et y
suivant les axes de I’ellipse, on obtient les équations carté-
siennes paramétriques proposées.

Notons que x, et y, sont de méme signe si le point M
contourne I’axe (Oz) dans le sens direct.

2 o [aire élémentaire balayée pendant dr est, a’ordre 1 en ds:

ds= 140 _ 1 .d0,,
2 2 dt
avec 12 = x2 + )2 = xy cos? 0t + y o sin @t (doc. 2).
uy aire dS
~<a1d0
- ”d
s r
%0
O X
Doc. 2
D’autre part : tan 6= 2N tan wt,
X Xo

donc : do =0 @y .
cos’8  x, cos’wt
On a donc :
aS=L 21 4tan2 gyt o @4 _ 1 odr
2 Xo costwr 2
et on retrouve : a5 _Hn®_

dr 2
conformément a la loi des aires (en utilisant celle-ci, on

aurait pu aussi calculer directement ((11—3 a l’instant =0, ce
t
qui redonne immédiatement le méme résultat).

On peut alors écrire

= cte = %, ce qui donne 1’aire

balayée par la trajectoire :

S=T Xo Yo @

= T|x, Yol qui est naturellement 1aire

d’une ellipse de demi-grand et petit axes |xo| et |yo|-

6 Mouvement a force centrale

1 * Le point étant soumis a une force centrale, son mouve-
ment est plan. On repere sa position dans ce plan par ses coor-
données polalres d’orlgme 0, le centre de la force.

On a alors OP =re, et v=re, +rfey . La conservation du
moment cinétique s’écrit L = mr2d=mC .

L’angle « entre 0P et » vérifie :
OP 1) rr r

OPv = rJRr(éy \/z’2+(£>2.

r

Cos o=

En élevant cette équation au carré, on obtient, apres calculs

I’équation (1) :
. C?
(sin” @) 7% = cos” ot —-. On dérive cette expression par rapport
r

au temps, apres simplification par 27, on obtient :
fsin2a=—cosza?—;=f 1)
Or, la relation fondamentale de la dynamique projetée sur €,
séerit m (i — r6?) = m('r' = f—:) =7
En utilisant I’équation (1), on a I’expression de f:
f=—m( ¢ )zﬁ(avec f=fé',).

sin o
Remarque : On peut aussi écrire L = mrvsing,

. € oy (CPY L, 2
d’on sin ¢=-—, puis r°(7* +|— | sin a= C*.
rv r

Tous calculs faits, on retrouve I équation (1).
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2 o [’équation (1) s’écrit aussi 77 = cte = ryr , ou encore

2

dgt ) _ 2ro7. On en déduit 12 = 2ryrot + 1},

d’ou : r(f) = \/2r0i’ol +7.

On a de plus ézEZ.L, et donc 6, = —
rr o 2rgigt + 13 7

0)=—C—1n (ﬂ [+ 1).
27‘07‘0 Iy

En éliminant le temps entre 7(¢f) et 6(7) , on obtient :

d’ou :

=Ty exp (_"oc’:o 0).

Si 1y # 0, la trajectoire est une spirale (le fait que I’angle
entre le rayon et la tangente a la courbe soit constant est une
propriété caractéristique des spirales logarithmiques).
Si ry=0, r estconstant : la trajectoire est un cercle.

3 o L’énergie de la particule est :
C

sin o

€ 1 ) ( )2 1
=—mt-m — + cte.
2 2r?

On a montré que v = : I’énergie de la particule est

rsin o
constante, ce qui est naturel puisque la force que I’on a déter-
minée est bien conservative.

9 Rappel élastique
le long d’un cercle

e

9

O:

N,

SO0O0000000Es Soo00onOo00

La réaction du support IV = Ne, étant normale au cercle, on
peut I’éliminer :

—en utilisant la relation fondamentale de la dynamique, en
projection sur ey ;

— en appliquant le théoréme du moment cinétique au point
fixe O,car N « passe par O » ;

—en utilisant la conservation de I'énergie mécanique, le poids
et la traction T de I’élastique dérivant d’une €nergie poten-
tielle, 1a réaction N ne travaillant pas (normale a tout instant
a la vitesse de la masselotte).
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Théoréeme du moment cinétique @

Méthode 1
Le poids est mg = mg(cos Oe. — sin0¢e}).
La traction du ressort est :

f:kA€(—cong;+sin£E;),
2 2

avec AC=2R cosg —4{, et O variant entre — T et 7.

La relation fondamentale de la dynamique donne, en projec-
tion sur &, :

mRO = — mg sin 6 + k(R sin @ — €, sin g)

Méthode 2 .
Le moment cinétique en O est Ip=m R*0°¢..
Le bras de levier associé a la traction de I’élastique est :

d =R sin g son moment en O est donc :

7o=kACdE = k<R2 sin@ - €, R sin g)z
Le moment du poids en O est :
Mg =—mg R sin@ €.
Le théoréeme du moment cinétique, appliqué en O, donne

donc : )
mR*0=—mg R sin6 + k(R2 sin@ — €, R sin%)

ce qui est conforme au résultat précédent.

Méthode 3

L’énergie cinétique vaut : €x = L reén.

L’ énergie potentielle est, a une constante prés (en notant A€
I’allongement du ressort par rapport a sa position d’équilibre) :

Cépz—ngcosl9+%kA€2

=—mgR cos 0 + % k(2R2<1 + cos&) —44yR cosg +€5).

En dérivant par rapport au temps 1’équation de conservation
de I’énergie € + €, = cte, on retrouve encore 1’équation d’¢-
volution de la position du point M.

2 * [équation du mouvement :

é+(£—£>sin9+k—€0sing=0
R m mR 2
nous indique les positions d’équilibre (8= 0) pour :

sin 12 [2(i - i) cosﬁ + k—eo] =0.

2 R m 2 mR

La position d’équilibre 6 = 0 apparait ici, ainsi éventuelle-
ment que les solutions =+ 6, ot ’angle 6,, compris entre 0O
et 1, est donné par :

COS— = 7
2 o(p-I&




CORR'GES e Théoréme du moment cinétique

Ces deux dernieres positions ont un sens lorsque 1’angle 6,
est défini entre — 7 et 7w, donc si kR > myg, et dans ce cas,
pour k€, < 2(kR —mg).

On peut retrouver ces conclusions sur les tracés des variations
de €,(6) —€,(0) dans les trois cas utiles, pour & variant de
-Tam:

- 0o/n ©,(6) - €,(0) 0o/m
SN0 0.5

o/n

€,(6) —€,(0)

Cas. 3. mg < kR et k€, <2(kR—mg).

Au voisinage d’une position d’équilibre on note : 6 = 0, + €.
L’équation du mouvement est alors :
. O+ €
oin é= (L = i) sin (8, + €) - K sin(q—>
R mR 2

m

—_

-1 ~0,5 0,5

0s
=0+ [(L - i) cos O, — ko cos(—q)] E+ ...
Cas. 1. mg > kR. m R 2mR 2

Pour 6, =0, on obtient, a I’ordre linéaire :

e=||l—-<)-—|¢
€p(0) —€p(0) [(m R/ 2mR
Cette équation est de la forme €= — P¢ dans les cas :

[mg > kR] et [mg < kR et k€, > 2(kR — mg)], pour les-
quels cette position d’équilibre, unique, est alors stable. On

obtient ainsi de petites oscillations de période T = 2—;; au

voisinage de 6., =0.

Pour 6. =+ 6, I’équation linéarisée est :
2
024 <R - ﬁ)
k) e
4R (R - E)
k

Elle est de la forme €= — ()’¢, la position * 6, étant stable
des lors qu’elle existe.

i b
m

o/
-1 ~0,5 0,5 1

Cas. 2. mg < kR et k€, > 2(kR —mg).

6 Déviation d’une particule

par un puits de potentiel
1 ¢ A la traversée du dioptre de rayon R, la particule char-
gée subit I’effet d’une force radiale, dirigée vers le point O :
sa trajectoire reste dans le plan de figure, le moment cinétique
au point O est conseryg.
La force électrique ¢E est associée a I’énergie potentielle
€, = qV. L'énergie mécanique €, = % mv? + qV est, elle

aussi, conservée.
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La conservation du moment cinétique nous donne :
(R sina) (mvy) = (R sinf8) (mv)
et celle de 1’énergie mécanique :
1 mvy = L qVs.
2 2
On en déduit la relation « de Descartes » :
Isino=nsinf
ou I’indice n associé a la sphere de rayon R vaut :

V V.
n:\/1+q2:\/1+ qo.
mVy 2 %o

2 e A la sortie de la sphere, on retrouve naturellement :
o' =oetv=uv
La déviation est D =2(ax— f3).
On peut déterminer la position de F’, car :
X;=Rcos(a—D) et y,=R sin(a— D).

Yi
tan D’
Il est clair que la position de F' dépend de I’angle «, et le sys-
teme n’est donc pas stigmatique pour un faisceau de particu-
les homocinétique dirigé parallelement a 1’axe (Ox).
On constate que dans les conditions de Gauss, donc pour ¢
petit, on a stigmatisme approché car (o << 1) :

zﬂ;D=2(a—ﬂ)=2a<1—l);
n

Donc : OF =xp =x;+

n
a—Dza<—1+£);szRa<—l+£);
n n
1 .1
tan D D
2
Ra<—1+z) -l+=
Yro n) - R n
tan D 1 2 4.1
Za(l——) 7
n
_1+g R
fo:R+£ 1n= .
2 12 2(1—l)
n n

6 Particule évoluant dans un cone

1 ¢ La rotation autour de I’axe (Oz) nous fait naturellement
considérer le moment cinétique du point M par rapport a cet
axe. Celui-ci vaut :

L.=(mF A v).c.
=m[(re, + z&) A (e, + rOey+2e)].¢. = mr2 .

Les actions subies par le point M sont son poids, qui est ver-
tical, et la réaction du cdne, perpendiculaire a la surface de
celui-ci, et qui passe donc par I’axe (Oz) : le moment des
actions subies par rapport a ’axe fixe (Oz) est nul, donc
L. est une constante du mouvement.

Cette constante est indiquée par les conditions initiales :

L. =mryvyg=mzy(tan @)v,.
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Théoréeme du moment cinétique @

On voit donc que le signe de 6 ne change jamais : le point
M contourne toujours 1’axe (Oz) dans le méme sens. De plus
r ne peut pas s’annuler : le point M ne tombe pas au fond
du cone (sauf si L. =0, soit z,=0).

2 e Le poids travaille et dérive de I’énergie potentielle
€, = mgz. La réaction du cone ne travaille pas. L'énergie
mécanique :

Em = % m(i? + 1°0% + %) + mgz
est donc aussi une constante du mouvement.
En utilisant I’équation du cone : r = ztan ¢ et I’expression
de L., il vient alors :

1

L? 1
C<€M=Em(1+t.am2()c)22+ 2 — +mgz =cte

2m tan? o 72
on en déduit que 1’évolution de I’altitude z est soumise a la
contrainte :

é (z):LifL+mgz<‘£
e 2m tan? o 7? M

de sorte que z évolue entre z,,;, et z,.., altitudes extrémes
pour lesquelles 1'inégalité précédente devient une égalité. Ces
valeurs limites se devinent aisément sur la trajectoire. Notons
qu’avec les conditions initiales proposées, z, coincide avec
I’une de ces valeurs limites.

107

81 %p,eff(z)

64

47 Ey

g 1 Zinin 2 ;Zmax 4 5
Doc. 1




CORR'GES 6 Théoréme du moment cinétique

3 e La trajectoire est circulaire si la valeur de 1’énergie méca-
nique correspond juste au minimum de 1’énergie potentielle
effective, ce qui impose la relation :
2
Vo _
Zo

o Pendule a deux longueurs

1 © Le principe fondamental de la dynamique appliqué a la
masse m s’ écrit :

-
dv _ 7
m—-=f.

dr
En multipliant scalairement par 2, on obtient :

m%(%ﬁ):f.;.

f étant partout définie, f. v n’est pas infinie et 2 est donc une
fonction continue du temps, de méme que .

2 e Lors de la premiére phase du mouvement, le théoréme du
moment cinétique appliqué a m en O donne :
mL*0 = — mgL sin 0
3 ¢ Dans I’hypothese des petites oscillations, sin 8= 6.
Soit § +£ 9=0.
I
C’est ’équation d’un oscillateur harmonique de période

T=2m \/£
8

ot correspond au quart de cette période, soit :
st=L \/ L .
2Vg

4.EM=%my2+mgL(l—cos 0).

La tension du fil ne travaille pas donc I’énergie mécanique de
m est constante.
A =0, on obtient Ey; = mgL (1 — cos 6,).

At=rm, Ey =%mv[2 = mgL (1 = cos 6y).

vy =\/2gL (1 —=cos 8y et w7 =”TT=\/2L—g (1 —cos 6y).

5 ¢ Au moment du blocage par le clou, il n’y a pas de trans-
fert d’énergie, donc

EM=lmvl‘2=%mvfz

2

vl =01 .
. 2L
La longueur du pendule devient 3
N —
donc @7 = £ i\/z—g (1 = cos 6).
2L 2V L
6 L4 5tH = E %.
2 \ 3g
7 ¢ Pendant la deuxieme phase
Eu =lmy2 + ng_L (1 —cos 6,).
2 3
A la date ty, v=0.

mg 2TL (1 =cos 8,) =mgL (1 —cos ;).
cos 6, =—%+%cos 6.

8 ¢ Le pendule redescend alors jusqu’a €= 0 puis remon-
te avec la longueur L jusqu’a I’angle 6, et ainsi de suite.
T = 2(0t, + Otyy).

Qe

d6
d

0, )

Le portrait de phase comporte deux décrochements qui

correspondent aux variations brusques de ((11—;9 .
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Forces centrales
conservatives
Interaction newtonienne

* Mettre en ceuvre les lois de conservation pour
étudier le mouvement de particules dans un champ
newtonien.

 Notions d’énergie, de moment cinétique.

©00000000000000000000 LES OUTILS MATHEMATIQUES

» Coordonnées polaires, coniques.

« Force centrale conservative

= —_
Un champ de force centrale conservative de centre O est de la forme F = F(r) e, avec:

dé.(r)
Fry=—2%
)] 4

, €,(r) désignant I’énergie potentielle (définie & une constante pres) associée a ce

champ de force.

Un point matériel évoluant dans un tel champ de force décrit une trajectoire plane (notons Nla

normale de ce plan), voit son moment cinétique L, =mCN au centre du champ de force et son

énergie mécanique €y = éx + €,(r) conservée au cours du mouvement. Le domaine des valeurs

de r accessible a la trajectoire est défini par € Peff(r) < €y, ou la fonction énergie potentielle

effective est définie par :

mC?
22

ou C est la constante des aires du mouvement plan.

%p,eff (}") . + %p(r)

« Champ newtonien
e Champ de force

-

= e o . . < e
Le champ de force est de la forme F =- o —; L’énergie potentielle, prise nulle a I’infini, est
r

alors €,(r) = - & Le champ est attractif pour ¢« > 0, répulsif sinon. La force de gravitation
r
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ESSENTIEL G Forces centrales conservatives. Interaction newtonienne

= mM ; . s N ‘o .
F=-G — ¢, attirant le point matériel de masse m vers un astre de masse M a symétrie sphé-
r

rique en est un exemple, et permet de comprendre 1’essentiel de la mécanique du systeme solaire,
par exemple.

¢ Constantes du mouvement

Soit un mouvement de point matériel dans un champ newtonien de centre O défini par un

champ de force de la forme F=- a%.

-
Pour ce mouvement le moment cinétique L, et 1’énergie mécanique €, se conservent.

-

. g e P
Pour un champ de force newtonien de la forme F =-— ar—é, on peut définir le vecteur de Runge-

-

UAL, -

——0 _e¢..
a

Pour ce mouvement, le vecteur de Runge-Lenz se conserve: il est parallele au rayon vecteur 7

lorsque la distance r au centre O de la force passe par une valeur extrémale, et de norme e,

excentricité de la conique, trajectoire du point matériel.

Lenz /T =

e Trajectoires
Les équations du mouvement peuvent étre résolues exactement, et les trajectoires obtenues sont

p

des coniques, d’équation polaire y = ———:
1 +ecosé

—casrépulsif: e>1,¢y>0
—cas attractif : e <1,¢y, <0
e=1, éy=0 - parabole;
e > 1,y > 0 — branche d’hyperbole (état de diffusion).
Pour une trajectoire circulaire de rayon a (plus généralement, pour une ellipse de demi-grand

branche d’hyperbole (état de diffusion) ;

ellipse (état lié) ;

axe a), I’énergie vaut €y = — &
2a
e Lois de Kepler

Pour le systeme solaire, ou le champ de gravitation solaire est le champ newtonien prépondérant
agissant sur les planetes, des observations astronomiques ont conduit a I’énoncé des trois lois de
Kepler.

Premiére loi
Chaque planéte décrit une ellipse dont le Soleil est un foyer.

Deuxieme loi

Laire balayée par le rayon Soleil-planéte est proportionnelle au temps mis pour la décrire (loi des
aires).

Troisieme loi
T? .
Le rapport — est une constante dans le systéme solaire.
a
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Forces centrales conservatives - Interaction newtonienne o ESSENTIEL

Conseils et pieges a éviter

« Pour les forces centrales conservatlves de centre O, ne pas oublier que:

=
— le moment cinétique se conserve LO = mCN avec C la constante des aires, et N normale au
plan de la trajectoire;

— I’énergie mécanique se conserve.
* Le vecteur de Runge-Lenz ne s’utilise que pour une interaction newtonienne.
* Les lois de Kepler ne s’utilisent que pour une interaction newtonienne.
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o Orbitogramme de la Villette

D’aprés Banque Agro-Véto, 2007.

A. Etude cinématique

On considere un référentiel galiléen associé au repere
L —_ - - N .

orthonormé (0, e, e ) e.), ’axe Oz est vertical ascendant.

La position d’un point matériel M sera définie par ses

coordonnées cylindriques, r (r > 0), fet z.

On notera respectivement ¢, et €, les vecteurs unitaires

déduits de €, et €, parrotation d’angle 6 autour de Oz.

1 ¢ Exprimer OM dans la base cylindrique.
2 « En déduire la vitesse 2(M) dans cette méme base.

3 o Montrer que 1’accélération peut se mettre sous la
forme :

son-{5-

d9>2)g+<2dr do d29)~ d?z -
! dr dt dr?

_— Cp+——=¢€..
dr TR

4 » Montrer que d.€, peut s’écrire aussi :
d.cy= 14 (r2 ﬂ)
rodt dr
B. Etude dynamique et énergétique
On étudie le mouvement d’une bille d’acier M, de masse
m assimilée a un point matériel sur une surface de révo-
lution. La surface sur laquelle roule la bille est engendrée

par la révolution d’une portion d’hyperbole, z = __k, k> 0.
r

La bille se comporte sur cette surface comme un corps
céleste soumis a une force de gravitation.

1 Rappeler I'expression de la force de gravitation
exercée par un point M, de masse m,; sur un point M,
de masse m,. On notera r = MM, la distance entre

—

MM,
r

les points et i = le vecteur unitaire orienté de M,

vers M,.

2 » Montrer que cette force dérive d’une énergie poten-
tielle dont on établira I’expression. On choisira 1’origine
de I’énergie potentielle lorsque r tend vers I’infini.

On revient a I’étude de la bille.
On néglige les frottements. La réaction normale du sup-
port sera notée :

—_—

RN =Rr2r +R029 +Rz€z'
3 o Justifier sans calcul que R4=0.

4 ¢ Faire un bilan des forces s’exercant sur la bille.
Préciser si ces forces dérivent d’une énergie potentielle.
Dans I’affirmative, préciser 1’expression de I’énergie
potentielle associée en fonction de la variable r unique-
ment. On choisira I’origine de I’énergie potentielle lorsque
r tend vers I'infini.

5 e Ecrire le principe fondamental de la dynamique et
faire la projection dans la base cylindrique.

En déduire que la quantité 2

dée .
—— est une constante notée
C dt

6 * Exprimer I’énergie mécanique sous la forme :

2 2
E, = % mou(r) (%) + % m % - m’_k Préciser a(r) en
fonction de k et r.

Que peut-on dire de 1’énergie mécanique ?

7 * On peut donc définir une énergie potentielle effective
1 C* mgk

Epeff(r) =EmF—T.

Tracer Iallure de la courbe E,.q(r).
En fonction de la valeur de I’énergie mécanique initiale du
systeme E,, discuter le caractere 1i€ ou libre du mouvement.

8 ¢ Pour quelle valeur de r a-t-on un mouvement circu-
laire ?

On exprimera le rayon du mouvement circulaire - en
fonction de C, g et k.

. . . -
9 ¢ On lance la bille d’une distance r, avec une vitesse .
Préciser la direction et le module de 7, pour avoir un
mouvement circulaire.

A. Cf. cours. .
B.3. S’il n’y a pas de frottements R. v=0,
donc R est normal a la surface.

Conseils
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Forces centrales conservatives - Interaction newtonienne o EXERCICES

0 Stabilité d’'une trajectoire
circulaire dans un champ

de force en 1

rn
Un point matériel de masse m évolue dans le champ de
force centrale F(r) ¢,, de centre O.

1 ¢ Quelle relation lie le rayon r, et la vitesse v, dans le
cas d’une trajectoire circulaire ?

2 ¢ L’objet subit une perturbation de vitesse, de sorte
qua t=0: )

1(0) = ro, v4(0) = 76,(0) = 2, et 1,(0) =7(0) = awy,
avec |a| << 1.
Etudier I"évolution du rayon r(r) au voisinage de r,, et éta-
blir un critere que doit vérifier le champ de force pour que
I’évolution ultérieure se fasse au voisinage du cercle initial.

2 ¢ Que devient cette condition pour un champ de force

1 . .
en — ? Qu’en est-il pour le cas newtonien ?
rll

1) Quelle est I’accélération pour un mouvement cir-
culaire ? Ce mouvement est-il uniforme ?

2) Ecrire I’équation du mouvement radial en utilisant
la constante des aires.

3) A priori, il vaut mieux trouver que le champ new-
tonien donne une solution stable...

Conseils

9 Chez le petit prince

Evaluer le rayon d’une plangte telle qu’en sautant a pieds
joints, on puisse échapper a la pesanteur.

Que faut-il faire pour réaliser un état de diffusion ?

Conseil

a Lancement d’un satellite GPS

Le lancer d’un satellite depuis une navette spatiale s’effec-
tue en trois étapes successives : la navette est d’abord mise
sur orbite circulaire, au moyen de fusées auxiliaires ; a par-
tir de cette orbite circulaire, la navette éjecte le satellite qui
gagne progressivement une altitude plus élevée ; enfin, une
fois parvenu a son altitude définitive, le satellite s’y stabi-
lise au moyen d’un dispositif de freinage. Dans la premie-
re phase, la navette et son satellite sont solidaires. Avec I’é-
quipage et la charge utile, I’ensemble est assimilé a un
point matériel unique de masse M . Le tout est en orbite
circulaire d’altitude / etderayon r=R + h,ou R estle
rayon de la Terre. On appelle g, 1’accélération de la pesan-
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teur au niveau du sol. On prendra g, = 9,81 m.s 2 et
R =6400 km pour les applications numériques.

1 ¢ Déterminer, dans le référentiel géocentrique (9) sup-
posé galiléen, en fonction des constantes M ,R et g, la
vitesse »(r) , la vitesse angulaire @y(r) et I’énergie méca-
nique é(r) de ’ensemble.

2 » Avant le lancement, la fusée était placée sur un pas de tir
situé a la latitude A . Déterminer la variation d’énergie méca-
nique entre le lancement (avant la mise en route des fusées) et
’arrivée sur orbite circulaire, en fonction de r,R , M , g, A
et T, période de rotation de la Terre autour de 1’axe des poles.

3 ¢ Commenter le choix de A permettant, avec des
moteurs donnés, la mise en orbite la plus favorable.

4 ¢ AN. : L’orbite a atteindre est située a ’altitude de 300
km. Calculer I’économie d’énergie réalisée par unité de
masse du systeme lancé, lors du passage du pas de tir
d’Edwards (Californie, A, = 34°50'N) a celui de Cap
Canaveral (Floride, A, = 28°30’N) (a titre documentaire,
un gramme d’essence fournit typiquement 40 kJ dans un
moteur a explosion). Commenter.

5¢ AN. : Déterminer l'altitude H qu’il faut atteindre
pour obtenir la période de rotation de 12 heures qui est
celle des satellites du systeme GPS.

1) Projeter la relation fondamentale de la dynamique,
appliquée a I’ensemble {navette + satellite + équipa-
ge + matériel } sur son orbite circulaire, sur la norma-
le au mouvement.

2) Sur le pas de tir, la vitesse de la fusée est égale a la
vitesse de rotation de la Terre sur elle-méme en ce
point.

Conseils

9 Transfert d’un satellite

(Concours national DEUG 2008)

La Terre est considérée comme un astre sphérique de cen-
tre O, de rayon R et de masse M. Le référentiel géocen-
trique est supposé galiléen. La Terre est animée par rap-
port a ce référentiel d’'un mouvement de rotation uniforme
de période T;.

On désigne par g, 'intensité du champ de gravitation ter-
restre a la surface de la Terre.

On place un satellite (S) de masse m sur une orbite cir-
culaire C, située dans le plan équatorial et d’altitude z
faible devant R.

On considere que sur ’orbite C, le satellite est soumis au
champ de pesanteur g, identique 2 celui qui régne au
niveau du sol.

1 ¢ Déterminer la vitesse » du satellite (S) en fonction de
gy etR.




EXERCICES G Forces centrales conservatives - Interaction newtonienne

2 » Exprimer la période T, du satellite (S) en fonction de
8o et R.

3 o Déterminer la vitesse vg d’un point de 1’équateur ter-

2
restre en fonction de R et T, ainsi que le rapport (%) .
0

4 » Application numérique :
2
Calculer le rapport (%) pour R = 6 400 km,
0

20=98Im.s2 et T;=24h.
Dans la suite du probléme, on négligera v devant 5.

On place maintenant le satellite (S) sur une nouvelle orbi-
te C, située dans le plan équatorial. On désire que (S)
soit vu immobile de tout point de la surface terrestre.

On ne considere plus que z est tres petit devant R.

5 e Exprimer le champ de pesanteur g en fonction de g.

6 Déterminer le rayon R, de cette nouvelle orbite C,.

En déduire le rapport x = %

7  Déterminer la vitesse v, du satellite (S) sur I’orbite
C, enfonctionde x et y,.

8 ¢ Exprimer en fonction de K= % muv§ etde x, le travail

W nécessaire pour amener le satellite (S) sur 'orbite C,
depuis la surface terrestre.

La mise en orbite géostationnaire du satellite (S) est réali-
sée de la maniere suivante :

— Phase 1 : On lance le satellite (S) depuis la surface ter-
restre sur ’orbite C,. On désigne par W, le travail néces-
saire a cette opération.

— Phase 2 : En un point P de C,, on communique au
satellite (S) en un temps trés bref une nouvelle vitesse v
de maniere a le placer sur une orbite elliptique tangente a
C, aupoint A.

On désigne par »; la vitesse du satellite (S) a son arri-
vée au point A.

— Phase 3 : Au point A, on fait passer la vitesse du satelli-
te (S) de »] a v,.

9 o Exprimer W, le travail nécessaire a la phase 1 en
fonction de K,,.

10 ¢ Déduire de I’énergie sur C, et sur la trajectoire ellip-
tique la vitesse v en fonction de v, etde x.

11 ¢ Exprimer le travail W, nécessaire a la phase 2 en
fonction de K, etde x.

12 » Déterminer la vitesse v] en fonction de v, et de x.

13 ¢ Exprimer le travail W; nécessaire a la phase 3 en
fonction de K, et de x. Comparer le travail W calculé
a la question 8 et la somme W, + W, + W.

14 ¢ Déduire de la 3¢ loi de Kepler la durée ¢ du transfert
du satellite (S) de ’orbite C, al’orbite C, en fonction
de T, etde x.

6 “Trajectoire d'une cométe

On considere que la Terre décrit autour du Soleil une tra-
jectoire circulaire de rayon Ry = 150.10° m, avec la
période T, , ala vitesse »;.Une comete décrit une orbi-
te dans le méme plan que celle de la Terre. Elle passe le
plus pres du Soleil a une distance kR , sa vitesse en ce
point est ;.

1 ¢ Déterminer la vitesse » de la comete lorsqu’elle coupe
I’orbite terrestre en fonction de &, v et v .

AN.: k=042, ».=30,00.10>m.s! et

v, =65,08.103m.s™!. Calculer ».

2 Montrer que la comete décrit une orbite elliptique.
Exprimer son demi-grand axe a sous la forme a = ARy.
Déterminer son excentricité e en fonctionde u;, v et k.
Donner la période de révolution T de la comete sous la
forme T =nT,.

A.N.: Calculer A,e et n.

3 o Pendant combien de temps reste-t-elle dans 1’orbite
terrestre, c’est-a-dire r = SC < R ? Cette durée donne
I’ordre de grandeur de la durée de visibilité de la comete
depuis la Terre, elle sera mise sous la forme d’une inté-
grale, puis, comme on n’en cherche qu’un ordre de gran-
deur, on prendra e = 1 pour effectuer le calcul, et on

L = l tan (&) + l tan3 (ﬁ) .
(I +cos ) 2 2 6 2

g(i
utilisera f

0
1) Utiliser la conservation de 1’énergie de la comete en
I’exprimant au point de sa trajectoire le plus proche du
Soleil et au point ou elle coupe 1’orbite terrestre.

Conseils

2) Déterminer le signe de I’énergie de la comete.
Exprimer a en fonction de I’énergie de la comete
pour obtenir la relation a = ARy.
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3) A partir de 1’équation traduisant la conservation du
moment cinétique, isoler 6 et le mettre sous la forme
0=1(0) .

En déduire I’ordre de grandeur de la durée de visibi-
lité de la comete depuis la Terre en utilisant les hypo-
theéses simplificatrices de I’énoncé.

0 Incident sur un satellite

Un satellite se trouve sur une orbite circulaire, de rayon ry,
autour de la Terre lorsqu’un incident se produit modifiant
la direction de la vitesse d’un angle ¢, sans changer sa
norme vy. S

0] '

1 ¢ Montrer que la nouvelle trajectoire du satellite est une
ellipse de demi-grand-axe égal a 7.

2 » Montrer, en utilisant le vecteur Runge-Lenz A (cf.
I’Essentiel) que I’excentricité e de 1’ellipse est ¢ = sina.

3 o Le satellite tournant initialement a 700 km d’altitude,
pour quelles valeurs de o s’écrasera-t-il sur la Terre ?

1) Quelle est I’énergie € du satellite apres 1’incident ?
En déduire la valeur du demi-grand axe a de 1’ellipse
grice a la relation entre a et €.

2) Rappelons que le vecteur Runge-Lenz :

— ;/\LO - k
A= —¢, avec F =——-¢,
k ,,~

Conseils

est parallele au rayon vecteur 7 lorsque la distance
r au centre de la force passe par une valeur extréma-
le et de norme e, excentricité de la trajectoire.

3) Le satellite s’écrasera sur la Terre si le périgée de
la trajectoire passe sous la surface terrestre.
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€ “Mouvement hyperbolique
répulsif. Expérience de
Rutherford

Une particule ¢ de masse m et de charge g =2e, venant
de Dinfini avec une vitesse z; , s’approche avec un para-
metre d’impact b= OH d’un noyau cible (noyau d’or) de
masse M >> m et de charge Ze .

y

noyau d’or

®z

1 * Montrer que :

_.:_k(_. -

- N Ze?
Voo — ¥y €g —€q ), OU k=
mﬂob

4me,

et ot I'indice O concerne les grandeurs au départ et I’indi-
ce oo les grandeurs quand la particule est de nouveau infi-
niment éloignée du noyau.

2 ¢ En déduire la déviation D de la particule en fonction
de k,m,b et y,.

3 e Déterminer la distance minimale r,;, de plus courte
approche du noyau.

1) Ecrire la relation fondamentale de la dynamique et
remarquer que &, s’exprime simplement en fonction

Conseils

de &.

de
Intégrer alors I’équation obtenue entre le départ P,
et un point P, , ou la particule est de nouveau infini-
ment éloignée du noyau.
Attention a |’orientation des vecteurs.
2) Que peut-on dire du module du vecteur vitesse aux
points P, et P. ? Projeter alors 1’équation obtenue
a la question 1).
3) On peut utiliser la conservation de 1’énergie.
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Q Correction relativiste.
Avance du périhélie de Mercure

1 ¢ Préliminaire
a) Soit un champ de force newtonien de la forme

g - TA L
F=- aﬁ ;en utilisant le vecteur de Lenz A = TO e s

retrouver 1’équation polaire r = de Dellipse

1+ecosf

trajectoire décrite par une planete autour du Soleil.
Relier en particulier le parametre p a m, LO =Le. et a
constante d’interaction a préciser.
b) Exprimer p al’aidede r, et rp, distances en périgée
et a I’apogée de la trajectoire.

y
planéte

2 » Avance du périhélie

En Relativité Générale, le mouvement d’une planete de
masse m autour du Soleil, assimilé a une sphére homo-
géne de masse M, etde centre S, doit étre décrit comme
si au potentiel d’attraction newtonienne subi par la masse

(de lIa forme V(r) =- G Mom) se superposait un potentiel

GMo_l —_8

perturbateur Vp(r) = — ou ¢ désigne
c

m P 37
la vitesse de la lumiere (¢ = 3.103 m .s7!).
On prendra M, =2 .10 kg (on suppose que M, >> m de
telle sorte que 1’on peut considérer le Soleil comme immo-
bile). On traitera V, comme une perturbation par rapport
au potentiel newtonien V.

a) Quelle condition doit satisfaire le mouvement de la pla-
nete pour qu’il en soit ainsi ? Vérifier rapidement si I’on peut
appliquer cette approximation a la Terre et a Mercure (dont
la période de révolution autour du soleil est de 88 jours). On
rappelle que la distance Terre-Soleil est Ry =1,5.10"' m
On admet alors qu’en premiere approximation la trajectoire
de la planete reste sensiblement elliptique. On appelle (Ox)
I’axe focal et (Oy) 1’axe perpendiculaire a (Ox) .

b) Exprimer (31—? ol A est le vecteur de Runge-Lenz, en

fonction de 6 et 46 ainsi que de

£9G5M0’ dt

I’excentricité e et du parametre p =
m

de Iellipse.
*GM, P
Ce vecteur sera exprlme dans la base polaire puis dans la base
canesmnne (e, e}) En déduire que la variation AA du vec-
teur A pendant une période de révolution de la plangte sur
- -
sa trajectoire elliptique est égale a : A A=2emn % e,.
oP

Données :

2n 2n

(1+ecos@)cos8 df=2em et | (1+ecosh)sind dd = 0.
0 0
En déduire que le potentiel perturbateur V, d’origine rela-
tiviste entralne une déformation de la trajectoire cor-
respondant a une rotation lente du grand axe de ’ellipse,
dans son plan, autour du Soleil.

¢) Calculer I’angle A¢ dont tourne la trajectoire de la pla-
néte pendant une période de révolution en fonctionde G,
M,, ¢ et des distances maximale et minimale, 7, et 7p,
de la planete au Soleil.

d) En déduire « I’avance séculaire » 02 pour une plane-
te dont la période de révolution, exprimée en jours sidé-
raux, est T, c’est-a-dire ’angle dont a tourné le grand axe
de sa trajectoire au bout d’un siecle (on rappelle qu’un an
correspond a T, = 365,25 jours sidéraux).

Calculer 6 en secondes d’arc (1 seconde d’arc est égale
a ﬁ degré) pour Mercure, dont I’aphélie se trouve a
7,0.10'° m du Soleil et le périhélie a 4,6.10'° m
Expérimentalement, on trouve 5= 42,6 + 0,9 secondes
d’arc. La théorie relativiste rend-elle effectivement comp-
te de cette valeur ?

1) Cf. I’Essentiel.

2) a) Pour déterminer I’ordre de grandeur de la vites-
se de la Terre et de Mercure autour du Soleil, assimi-
ler leurs trajectoires a des cercles.

Conseils

b) —— dv est la somme de deux termes : 'undt a V(r),

I’autre 2 V() . En déduire que dans I’expression de
%, seul le deuxieme terme donne une contribution
non nulle. Exprimer alors L en fonction de 6 et de
sa dérivée par rapport au temps (en utilisant 1’équa-
tion polaire de la trajectoire) pour obtenir une expres-
sion de la forme % = £(6)8€,. 1l faut ensuite expri-
mer ce vecteur dans la base cartésienne avant de I’in-
tégrer sur une période de révolution.

¢) Quelle est la relation entre le module de A etlex-
centricité de la trajectoire ? Exprimer ensuite p en
fonction de r, et 7p.
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o Orbitogramme de la Villette

A. Etude cinématique
—

10M =re, +z2..

20y =je +r0ey+ze,.

=

3eg =f§',+i’0§'e+f9?9+ree_?.e—reza+§?z.

“Vaz "Var ) )¢ de de ~ de2 )07 A
5 dr d9 d29
0 By =2 ar dar g

Si on calc lei( d—e)—Zﬁd—9+ : 826 _ oo

Y\ ar) T e T ae T e

d’ou le résultat demandé.

B. Etude dynamique et énergétique

= Gmm, -
Tefip=- 2

Gmym, .
E,(r) =———=2 aorigine choisie.
r
3 e Lanormale  la surface considérée n’a pas de composante
sur €y, donc Ry = 0 en I’absence de frottements.

4 o Les forces qui s’exercent sur la bille sont
—le poids mg qui dérive de I’énergie potentielle

k
Ep=mgz=—mg7.
— la réaction R x qui ne travaille pas.

5 md =Ry+mg.
En projetant sur la base cylindrique, on obtient :

n(g-r (G )) =+

1 dr de
" dt( dt) 0

d?z
mv=—mg+Rz

2

De la deuxieme équation, on déduit que r % est une

constante.
a6

]
"

6°F, —%mv + mgz
2 2 2
=lm((£) + 72 (d_0> +(£> )+ng
2 dr dr dr
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rz(d_0>2=c_2 -k oy 2ok dr
dr r? r dt r2 dr
dr 2 2 2 dr

E,,,:lm(

2 r

q p k?
On trouve I'expression demandée avec o(r) = 1 + —.
r

3.

Peff

} r

Si E, > 0, I’état est libre.
Si Ey < 0, I’état est lié.

. 9 dE peff
8 * Le mouvement est circulaire pour T 0.

9  La bille doit étre lancée selon &y. 7 = v 2p.

d
== =
C=r =Ty V.

dt
2.2
. N gy
Onaaussi ry=rc dott ry=—2"0
vz_gk
0__¢
o

0 stabilité d'une trajectoire
circulaire dans un champ

de force en 1

rn
1 ¢ Pour la trajectoire circulaire, décrite a vitesse angulaire

constante (loi des aires), on a :

2
m=2 = _ F(ry).
To

2 o [’équation du mouvement, en projection sur le vecteur
radial, donne :

. R e . r22
F(r)=m(r—r92)=m(r_7>=m<r_ 0731’0).
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Posons r =ry(1 + &()), et linéarisons cette équation :
F(r, (G

(ro) +er F (70)
m m

ou le terme d’ordre O se simplifie (question 1)), ce qui donne :

+(3_j> F(ro))‘g .

o m

é——(1—3 £+..)

3F(ry)
o

+ F'(r, )) =0.

ou bien encore : €— (
m

On obtient une évolution au voisinage de 7, si:

3F(’0)
o

+ F'(rg) <0.

3 e Pour F(r) = k , il vient k(n—3) <O.

Pour avoir une trajectoire circulaire, il faut déja avoir un
champ attractif, soit k£ > 0, de sorte que la condition de sta-
bilité est n < 3. Dans le cas de la gravitation, n =2, et ainsi
la trajectoire circulaire apparait stable : ouf !

9 Chez le petit prince

Sur Terre, un saut a pieds joints permet facilement d’élever
son centre de gravité d’une hauteur 4 de 1’ordre de 50 cen-
timetres. L’impulsion initiale correspond a une énergie déve-
loppée de 1’ordre de mgh.

Admettons que I’on fera de méme sur la planete en question,
pour laquelle la vitesse de libération est donnée par :

1 2 GmM
= mvg—
2 R

ou G est la constante de gravitation, M la masse de la pla-

nete, R son rayon.

=0

O Rycoei oy 2 ; e
L’énergie cinétique % myv, que I’on peut créer étant de

I’ordre de mgh, on en déduit gh = (jTM ou le champ de

pesanteur g est pratiquement égal au champ de gravitation a

T et on obtient :

la surface terrestre : g =

T
h M
MT_2=_'
Ry R

En supposant que la densité de la planéte soit trés voisine de

3
celle de la Terre, on aura alors M = M, — R , et donc finale-
T

ment:  R=\hR; = 1,8 km (Ry = 6 400 km).

La planete a la taille d’un astéroide...

G Lancement d’un satellite GPS

1 ¢ La relation fondamentale de la dynamique projetée

2 MM

- My 5

sur e, donne — =-G 2T , ou My estla masse de
r r

M \
la Terre. Avec g, = % , on obtient v= R\‘ gIO On en
: R’
déduit @, = L 80— -
-
L’énergie potentielle gravitationnelle est :

2
=M S _m B
r r

L’énergie mécanique €(r) du systeme est donc :

2 2
%(r)— Mv r)— MgOR &

2 o Lénergie mécanique de la fusée sur le pas de tir est :

1 2
€y = EMvé - Mg,R avec vy, = (%)Rcosl .

La variation d’énergie mécanique entre le lancement et 1’arri-
vée sur ’orbite circulaire est donc :

R) 1 (2mRcosA)’
A€ =2(r) =€, = Mg R 1— — |- —p| 222584
=% g‘)[zrj2( T )

3 © A€ représente I’énergie a fournir au systeéme pour le met-
tre en orbite. Elle diminue quand cos A augmente, donc
quand A diminue : les meilleures bases de lancement sont les
plus proches de 1’équateur.

Ao AEN)-AEAy) = ZM( ](cos Ay —cos® 1) .

Par unité de masse, I’économie d’énergie est de 24 kJ, ce qui
semble assez faible, si on la compare 2 A%4(A,) = 32,8.103kJ
pour 1 kg de charge.

3

2
5.TO_ZTI: o (R+H) ’
() Ry
RTy\z0 \5
soit : H=( ;\g0>3—R=20,3.103km.
T

6 Transfert d’'un satellite

1 © Sur I’orbite circulaire de rayon R, on a :

2 R
m % =mg, d’oll z=goR.

n
2. Vo—Rwo—RT—

0
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go'

Vg

4AN.: (v_)z =345.10-2.

= mM - GM GM
BeF =—G7u,=mg. g=76tg0=F.

2
Donc g =g, % a la distance r = R).
I

6 * La période du satellite sur I’orbite C; doit étre T).
2
R}
R? R?
Ri=gy—=go—T3.
1= 80 o’ 8o e
R, =424.10" m.
R’
R

mwi R, =mg=mg,

x=—=6,62.

7.my_%=GmM v
R, R} R,

De méme 3 = CjTM

On en déduit :

E =— = -
1 muvy R, 2m 1
SurlaTerre:E=lmv]23— GMM=lmy]23—my%.
2 R 2
Le travail W a fournir pour passer a C; est :
W=E1—E=—%mv]25—%mv%+mv(2)z+%mu%<2—%)
W=KO(2—1).
X

9 ¢ Lorsque le satellite est sur Terre, son énergie est :

E=lmv]23—GmM.
2 R
T R DS W, L )
2 R 2

Wl = Ko.
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10 e Le transfert se fait sur une ellipse de demi-grand axe

R+ R,

=

B, -_GmM 1 n GmM
ellipse R +Rl ) 0 R
oGy R _2GM x
0 RR+R) R 1+x
0=} 2x

1+x

, 2%
=N

11 e W, = Egjipse — Ep

GmM  GmM R —R
W, = — + M _ G =R
2TTRAR, 2R "™ RR+R)
x—1
W, =K :
2 "% +1

12 ¢ Au point A, on a :
GmM + 1 n_ GmM

Euine = — 22 4 ~ mv[2=— :
ellipse R1 ) 1 R+R1
1/'—1/\/ 2
POV X1+ n)”
GmM =~ GmM
13 e W, =E, — By = — -2
3 1 ellipse 2R1 R +R1
x-1
W;=Ky———.
TR+ x)

W1+W2+W3=K0(1+u+ x_l )
x+1 x(1+x)

2
=KOM=K(2_L).

x(1+x) X
W1+W2+W3=W.

14 ¢ La troisieme loi de Kepler donne :

42 (R +R,\? 4n?
Tﬁise=—(—1> et T2=_2 g3,
e TGy U2 "Tom !
R+R
Ty =T( 1)
ellipse 1 2R1
¢ = Leipse _ T (1 +x)3/2.
9 52\

0 Trajectoire d'une comete

1 ¢ L’énergie de la cométe est :
e au point le plus proche du Soleil :
| GMj

((‘Z:Emvl —mm; (1)




e au point ol elle coupe I’orbite terrestre :

=Lms2 s @
2 Ry
avec pour la Terre sur son orbite circulaire :
GM
2 S
vy = . 3
TR )

La conservation de 1’énergie de la comete permet de détermi-
ner v . Tous calculs faits, on obtient :

v= ;“012+2v%(1—1] =41,8 km.s™..
k

\

2 © Lénergie de la comete est égale a :

€= m[—vl = 7] =—-25.10°m (en joules) ;

elle est négative, donc la trajectoire de la comete est une ellip-
se. Elle est reliée au demi-grand axe a par :

@o_OMs __ viRy
2a 2a
. o Ry
Des relations (1) et (3), on déduit a = 5 ;
Z_%9
ko3
, 1
c’est de la forme a= ARy, avec A= 7 e
Z_9L
k 11%

Pour déterminer 1’excentricité e de la trajectoire, on peut uti-
liser, par exemple, la distance comete—Soleil au périhélie :
rp=kRr=a(l —e),dou:

ko
e=1-—=k—+-1
A vl

(e < 1 : la trajectoire est bien elliptique).

)
La troisieme loi de Kepler donne — = R_O3 ,ou T, estla
9 T

période de rotation de la Terre autour du Soleil.

3
On en déduit T = A*Ty =nT;, .

AN.: 1=179; ¢=0,977 (e est donc proche de 1, I’ellipse
est tres excentrée) ; n = 75,7 : la période de la comete est
d’environ 76 ans (il s’agit sans doute de la comete de Halley).

3 © La loi des aires donne 726 = L kRyv; (au périhélie, la
m

vitesse est orthogonale a SC). L’équation de la trajectoire est :

2
r=¢, avec p =rp(l +e)=RT<ﬂ>.
1+ecosf vt

CORR'GES G Forces centrales conservatives - Interaction newtonienne

On en déduit :
2 4
dé _Ld+ ec;)se) =/t 5 (1+ecosB)’ .
dt m p Ry (kvy)
3
Onpose 7=R; (ij) . La durée recherchée est :
G

+ 60 + 60 9
e[
o =—60 Loy (1 + ecos 6)?

ou 6, est’angle correspondant au point d’intersection de la
trajectoire de la comete et de celle de la Terre (voir le schéma
précédent).

Pour déterminer 1’ordre de grandeur de At , on prend e =1
(approximation justifiée par I’application numérique ci-dessus).

On obtient At =271 ltan(e—oj + ltan3 (e_oj ,
2 2) 6 2

p N

avec Ry =———, d’ou:
1+ecosf,

2 ”2

1

K-l

—— |, soit 6= 100°.
%

k==

Ut

6, = arccos

AN. : At=1,76 7, soit environ 77 jours.

0 Incident sur un satellite

1 » L’énergie du satellite aprés 1’incident est la méme qu’a-
vant puisque la vitesse reste la méme en module : elle est
donc négative, égale a :

1 _ mMy

€=—LgMMr
2 )

la trajectoire est une ellipse de demi-grand axe r, (I’énergie
Lo o mM.
sur une trajectoire elliptique est € = —G2—T ).
a
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2 e Calculons le vecteur de Runge-Lenz, constant, a I’instant
initial :

= 1 - = -
A=;(v/\L0)—e,

1 —_ 9 - - —_
= T [vo(cosaego —sina e,o) A mTrgvgcosae.] — €

Sachant que la constante d’interaction est k = GmMr, et que
2
v GM P
0= T on en déduit :
Iy 2
o

-

A =sina(-sino Z,.O + cosa(?go)
et, par conséquent : .
e =A?=sina
ce qui assure le résultat.

3 e L’équation polaire de la trajectoire est :

- p
1+ ecosf

avec e=sine et p=a(l —e?)=r,cos’a.
Au périhélie, la distance minimale est :
_ ro(1 —sin’@)

I'p = " =r0(1—Sin0().
1 +sino

Le satellite ne s’écrase pas si rp > Ry, ce qui donne :

. R
sing<1-—L,
)

L’écrasement est donc évité pour :

R
o< arcsin(l ——T) = §7%
o

9 Mouvement hyperbolique
répulsif. Expérience de Rutherford

1 ¢ La relation fondamentale de la dynamique appliquée a

-

. L. vk
la particule o s’écrit m— = —22; .
dr r
1 de
En remarquant que E; =———"  on peut écrire I’équation
é dt
précédente sous la forme :
dv -k de,
de .24 dt

On reconnait au dénominateur le moment cinétique de la par-
ticule L = mr2f=— mbuv, (c’est une constante du mouve-
ment, on le calcule au départ en faisant tres attention a
I’orientation des vecteurs). D’aprés le schéma de 1’énoncé,
0 diminue au cours du mouvement, il est donc normal de
trouver L < 0.

En intégrant I’équation ci-dessus entre le départ et un point
ou la particule est de nouveau tres €loignée du noyau, on
obtient :
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Vo= Uy = ey —€ |-

= Y0 6.~
mygb\ 7

2« A I'infini (des deux cotés), I’énergie potentielle d’inter-
action entre la particule o et le noyau est nulle, I’énergie est
uniquement sous forme cinétique, on en déduit (grace a la
conservation de I’énergie) que 112"l = v .

On projette alors 1’équation précédente sur les axes (Ox) ou
(Oyl en remarquant que e, =" e , et que I’angle entre (Oy)
et eq estégala D, on obtient :

vycosD —vy =— k sinD  (sur (Ox))
muvyb
vysinD = (cosD+1) (sur (Oy)).
mu

On vérifie que ces deux équations sont équivalentes.

La premicre équation (par exemple) devient :

2, sin’ 2 = 25in2c0s2 s
muvyb
d’ou : tanB ==
2 myyb

3 o L’énergie de la particule, constante, est :

%M=%mvé=%m(i‘2+r29.2)+€
2.2
=lm}2+m+£.
2 2r? r

Lorsque la distance est minimale, il vient :
2,2 2.0 _
mb* v+ 2k7 s — Moo i = 0.

La racine positive de cette équation de degré 2 est :

k k \2
Fmin = = + \/(—2> + b?
muv muv

que I’on peut aussi écrire :
D 1
Fmin=b [ tan — + D
COs —
2

o Correction relativiste.
Avance du périhélie de Mercure

1 ¢ Préliminaire

a) A est un vecteur constant dans le plan de la trajectoire
(dirigé de S, foyer de ’ellipse, vers P, périgée de la trajec-
toire, que 1’on peut exprimer :

. - - —_ —_
(re.+rfBeg) ALe.—e,.

- 1 - » - 1

A=— ALy -e,=
a( 0) G,

En notant 9(;{, ?), ona:

L2

= 7 = . e
r.A = ||A]|r cos @, mais aussi 7. A = ————— —
Gm’M,

7o




@ Forces centrales conservatives - Interaction newtonienne

= 2
En notant e = ||Al| et p = L2 , on obtient bien la conique :
Gm MO

N
l+ecos@

b) Au périgée : rp = P ;alapogée :ry = P ;

1+e 1-e
pP—Tp TaA—PD
donc : e=———=——,
I'p '
. 211,
ce qui nous donne :  p=-—"—.
ra+7p

2 * Avance du périhélie

a) Le terme supplémentaire est correctif si [V,| << [V

. GM, [? GmM
Soit : o L7 o
(,'2 ,,3 r

s

Comme L est de l’ordre de mrv, on en déduit Y «<1.la
@

planete doit avoir une vitesse non relativiste pour traiter le
terme supplémentaire comme une petite perturbation a appor-
ter au mouvement newtonien classique.

2nR
Pour la Terre : v = L = 30 km/s.
T
2mR Ty Ty .
Pour Mercure : vy = - avec — = — (3¢ loi de
M Rt Ry

Kepler), soit vy = 50 km/s.
Dans les deux cas, I’approximation non relativiste est bien
satisfaisante.

b) Pour ce mouvement, la force :
- d - GmM, - ¢ o
Fz—E(V(r)+Vp(r)) &=-— 2 &=

est centrale, et le moment cinétique est une constante du mou-
vement. On a donc :

dA _ 1 (F —») -

— = —ALy|-0e

dt GmM, \m ¢ o
=#(_£3)AL5= e 6z
Gm*M, \ * T GmM, 2 °

car le résultat donné par le terme newtonien est nul.
En utilisant 1’équation polaire (mouvement peu perturbé) de
la trajectoire, il vient :

-

2 - -
&l & (onh) (—sin@ex+cos66y)d—‘9
dt  GmM, p? dr
et en intégrant sur un tour :
o o .
AR = dA 2TE e

dr= e, .
o—o dt GmMyp?

La variagion de Z est orthogonale a X , de module tres infé-
rieur & A : le potentiel perturbateur V|, entraine une défor-
mation de la trajectoire correspondant a une rotation lente du
grand axe de I’ellipse dans son plan.

planete

AA |AD

¢) L’angle A¢, dont tourne la trajectoire pendant une révolu-

IAAI

tion, est Ap=—
ITATl

(il est tres faible donc assimilable a sa

tangente). Le module de A étant aussi I’excentricité de la tra-
jectoire, cette expression se simplifie :
__ 2re _ 6ml* _ 6nGM,

GmMyp*  m*C?*p? cy

A

On introduit r, et rp, il vient finalement :
Ap= 3nGM, ratTp .
C? P Pz

Remarque : Mercure n’a pas une vitesse nettement plus
importante que la Terre sur son orbite, mais les distances
caractéristiques ry et rp sont bien plus faibles dans son cas
car c’est la planéte la plus proche du Soleil. L’ avance de son
périhélie sera donc plus facilement détectable car A@ est ici
plus important, le phénomene étant également plus rapide
puisque c’est aussi la plus petite période de révolution.

d) En un siecle, le grand axe de I’ellipse a tourné de :

5.0:100%@.

L’application numérique donne 62 = 2.107* rad = 43,1
secondes d’arc. Cette valeur rentre dans la zone d’incertitude
fournie par I’expérience : la théorie relativiste rend effective-
ment compte de I’avance du périhélie de Mercure.

Remarque : On observe un phénomeéene semblable pour les
satellites terrestres, la cause en est tout autre : I'avance du
périgée des satellites est due a I’ aplatissement de la Terre aux
poles, le potentiel gravitationnel n’étant plus exactement
GM; me

—, le deuxiéme
r r

newtonien mais de la forme V =—-m

terme étant tres faible par rapport au premier.
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Mécanique en
référentiel non galiléen

« Prévoir et interpréter le mouvement d’une particule
soumise a un ensemble de forces dans n’importe
quel référentiel.

* Mécanique en référentiel galiléen.

EEEERRERRRRRRRRRRRLN LES OUTILS MATHEMATIQUES

- Les mémes que pour les chapitres précédents.

«Forces d’inertie, relation fondamentale de la dynamique

Dans un référentiel non galiléen @ , il faut introduire des forces d’inertie pour traduire la relation
fondamentale de la dynamique :

e - maq(M) = F +F,+E ,

I_*";e =— ma,(M) , ot a,(M) est’accélération du point coincidant ;

Fo=— ma.(M)=—2m@A7/a(M) , ot @(M) est accélération de Coriolis du point M et 3 est
le vecteur rotation du référentiel non galiléen R par rapport & un référentiel galiléen.

Dans I’expression du théoréme du moment cinétique en un point fixe de R (référentiel non galiléen),
il faut aussi introduire le moment des forces d’inertie d’entrainement et de Coriolis.

«Théoréme de I'énergie cinétique

Le travail de la force d’inertie de Coriolis est toujours nul dans R .
Le théoréme de I’énergie cinétique s’applique dans R en introdui-
sant le travail de la force d’inertie d’entrainement :
A&, = TF)+ T(E).

La force d’inertie d’entrainement peut éventuellement dériver d’une
énergie potentielle. Par exemple, dans le cas ot &R est en mouvement
de rotation uniforme autour d’un axe fixe A d’un référentiel galiléen,
I’énergie potentielle d’inertie d’entrainement est alors égale a

1 . .
ép = ——mQ*HM? +cte , ou £ estla vitesse de rotation constante
2 A est un axe fixe danﬁ un réfé-
de % autourde A et H la projection orthogonale de M surl’axe  rentiel galiléen et Q2 est un

de rotation A . vecteur rotation constant.

Conseils et pieges a éviter

* Les lois de la dynamique appliquées en référentiel non galiléen sont souvent simples, en particu-
lier dans les référentiels en translation et en rotation.
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o Une attraction foraine
sans danger ?

Un des maneges d’une foire foraine est constitué d’un énorme
cylindre vertical qui tourne autour de son axe a la vitesse
angulaire @. Les passagers pénetrent a I’intérieur et s’ins-
tallent contre la paroi du cylindre. Le cylindre est mis en
rotation, d’abord lentement, puis de plus en plus vite. Quand
la vitesse de rotation w est suffisamment grande, le plan-
cher est retiré et les passagers restent collés contre la paroi
du cylindre.

1 ¢ Expliquer pourquoi les passagers restent collés contre
la paroi. Quelle est la force qui les empéche de tomber?
Est-ce sans danger ? Que ressent un passager qui essaie de
décoller un bras ou une jambe ?

2 ¢ On appelle u le coefficient de frottement : les passa-
gers sont immobiles tant que les composantes tangentielles
RT et normale RN de la réaction du support vérifient la
relation IRTI s U IRN

Déterminer la valeur minimale de la vitesse de rotation du
cylindre (en fonction du rayon du cylindre a,de g etde
1) a partir de laquelle on peut retirer le plancher.

3°A N.: a=4metu=0,4. Calculer la vitesse mini-
male de rotation du cylindre en tours par minute.

1) Comment doit étre dirigée la force qui permet aux
passagers de ne pas tomber ?

2) Projeter la condition d’équilibre relatif des passa-
gers sur le rayon-vecteur et sur I’axe du cylindre pour
exprimer RT et RN La relation IRTI su IRNI per-
met de déterminer la valeur minimale de @ .

Conseils

@) (iquilibre en référentiel tournant

D’aprés ENAC Pilotes.

Un systeme est constitué d’une glissiere T soudée sur un
bati mobile autour d’un axe vertical A . Sur la glissiere
inclinée d’un angle 8 fixe par rapport a la verticale est posé
un solide S de masse m qui peut glisser sans frottements
sur T . Ce solide, que I’on peut considérer comme ponc-
tuel, est accroché a un ressort a spires non jointives, de rai-
deur &, de longueur a vide €, dont I’autre extrémité est
fixée au bati, selon la figure ci-apres.

1 * Le systéme est immobile. Calculer la longueur €, du
ressort a I’équilibre.

2 » Le systéme est mis en rotation autour de I’axe A avec
une vitesse angulaire constante @ suffisamment faible
pour que S reste au contactde T'.

Calculer la réaction R du bati sur § quand le ressort a
atteint sa nouvelle longueur d’équilibre €, en raison-
nant dans le référentiel tournant R 1ié a la tige.

3 o Calculer la vitesse de rotation du solide @, telle que
le solide décolle juste de la glissieére quand le ressort a
atteint sa nouvelle longueur d’équilibre €.

2) Faire I'inventaire des forces qui agissent sur S
quand il est en équilibre dans le référentiel tournant
PRr. La projection de la relation fondamentale de la
dynamique sur la direction de la tige donne la longueur
du ressort a 1’équilibre ; sa projection sur une direction
orthogonale donne la réaction de la tige sur S .

3) Quelle est la valeur de la réaction du support quand
la tige décolle ?

Conseils

€) tquerre oscillante

Une équerre d’inertie négligeable, portant une surcharge de
masse m asapointe M (avec AM = {), pivote autour de
I’axe Az fixe, incliné de ’angle o par rapport a la verti-
cale AZ.Le plan xAz est vertical, et on repere la rotation
de I’équerre par I’angle 6.

L’effet de frottements fluides est modélisé par un couple de

freinage — A (31—9 par rapport 2 Az.
t

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problémes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.



<
Q|

4 M (masse m)

1 ¢ Caractériser les mouvements de 1’équerre, I’angle 6
restant faible.

2+ L’axe (Az) est maintenant animé dans le laboratoire
d’un mouvement accéléré : @ = aye,, . Quelle est la posi-
tion d’équilibre et la période des petites oscillations a son
voisinage si les frottements sont négligés ?

3 e L’axe est toujours animé, mais d’un mouvement
oscillant : y, =y, cos(wt). Déterminer les mouvements du
pendule dans I’approximation des petits angles, en régime
permanent établi. Le systéme peut-il entrer en résonance ?

1) Pour un mouvement de rotation, on peut penser a
utiliser le théoréme du moment cinétique.

2) Dans le référentiel en translation, on peut utiliser
les forces d’inertie.

3) En régime sinusoidal forcé établi, I'utilisation de
la notation complexe permet d’obtenir rapidement le
régime linéaire forcé.

Conseils

9 Oscillations d’un pendule dans
un référentiel en mouvement

D’apreés ENACO7.

o

On désigne par R'(0'x"y'z") un repére d’origine O’ dont
les axes orthogonaux O'x’, O'y" et O'z’ sont respective-
ment paralleles aux axes Ox, Oy et Oz d’un repere R(Oxyz)
que ’on supposera galiléen. Un pendule simple est cons-
titué d’un point matériel P de masse m, suspendu a I’ori-
gine O’ de R’ par un fil sans masse ni raideur et de
longueur €. Onnote € 1’angle que fait le fil, que 1’on sup-
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Mécanique en référentiel non galiléen EXERCICES

posera constamment tendu, avec la verticale Oy de R
(cf. figure ci-dessous). Dans un premier temps, 1’origine O’
de R’ reste fixe et confondue avec ’origine O de QR.

y
— eU
eZ
o e,

1 ¢ Quelle doit étre la longueur € du fil pour que la pério-
de des petits mouvements du pendule soit T, =1s ? On
prendra pour norme de I’accélération de la pesanteur
g=- gE;,, la valeur g =9,8 m.s 2

2 e Lerepere R’ est maintenant animé d’un mouvement
de translation rectiligne uniformément accéléré d’accélé-
ration constante @ = ae,.

Calculer le moment IAIO,(Ee) par rapport au point O’ de la
force d’inertie d’entrainement F, qui s’applique au point P
dans le référentiel R’

3 o Calculer le moment o'(ﬁic) par rapport au point O’
de la force d’inertie de Coriolis F;, qui s’applique au point
P dans le référentiel R'.

4 ¢ Déduire du théoréme du moment cinétique appliqué en
O’ dans R’ au point matériel P 1’équation différentiel-
le a laquelle obéit I’angle 6.

5 o Déterminer la valeur 6, de I’angle 6 correspondant
a la position d’équilibre du pendule.

6 * Exprimer la période T des petits mouvements autour
de la position d’équilibre 6, en fonctionde €, a et g.

9 “Rupture dans un systéme
tournant

Un point matériel M de masse m est relié aux points O
et A situés sur 'axe (Oz), distants de 24, par deux fils
identiques, souples, de masse négligeable, inextensibles et



EXERCICES Mécanique en référentiel non galiléen

de longueur € > h (doc. 1). L’ensemble est en rotation a
vitesse angulaire €2 constante autour de Oz.

Doc. 1

1 ¢ Décrire les positions d’équilibre relatif du pendule sui-
vant les valeurs données a 2.

2 ¢ Lorsque la tension d’un fil atteint T,,,, =50 N, celui-
ci casse. Pour quelle valeur €2, cela se produit-il ?

Données : m=1kg; g=10m.s7?; €=40cm et
h=30cm.

1) On peut étudier 1’équilibre et sa stabilité a 1’aide
d’une énergie potentielle adéquate, dans le référentiel
tournant a (2 = cte.

2) Traduire 1’équilibre relatif pour déterminer la ten-
sion du (ou des) fil(s).

Conseils

6 Bille dans un tube en rotation

D’aprés ESTP.

Cet exercice représente un peu moins de la moitié d’ une
épreuve de concours de 4 heures.

L’exercice envisage différentes situations d’une bille B, de
masse m , quasi ponctuelle, soumise a la pesanteur et sus-
ceptible de se déplacer a I'intérieur d’un tube cylindrique
mince T, de longueur 2¢ , effectuant des mouvements de
rotation caractérisés par une vitesse angulaire @ constante
autour d’un axe fixe passant par son centre O .
L’accélération de la pesanteur est g , de module g cons-
tant, dirigée selon la verticale descendante.

La position de B dans le tube est repérée par 7 = OP .

- dr
Onpose r=Ilrll et v=—.
dt

A Dinstant initial, = r, et v=1y,.
Les mouvements de la bille ont lieu sans frottements.

TeLetube T estdans le plan horizontal (xOy) et tour-
ne autour de I’axe (Oz) , selon le document 1.

Etablir I’équation différentielle vérifiée par r(7) . Intégrer
cette équation en tenant compte des conditions initiales.
Etablir I’expression du temps 7 que mettra la bille pour
sortir du tube. Calculer 7 pour € =0,1 m, ry=1cm,
5=0m.s! et ®=2rad.s\.

Y O=owt

Doc. 1

2eLletube T estdans le plan vertical (yOz) et tourne
autour de I’axe (Ox) selon le document 2. A V'instant ¢,
le tube T fait ’angle 8= wt avec I’axe (Oy) . On uti-
lisera la base de projection liée au tube : (i, 7 , €,) oll

S
0 =$ est tangent au tube, T est orthogonal 3 u dans la
direction des 6 croissants et ¢.=UAT.Onnote R la
réaction du tube et R =1IR Il .

a) Etablir I’équation différentielle en r(f) du mouvement
de B.

b) Intégrer cette équation en tenant compte des conditions
initiales.

¢) Etablir I’expression de R(f) .

d) Dis\cuter des équilibres possibles de B par rapport au
tube. A quelle condition le mouvement est-il sinusoidal ?

e) Décrire le mouvement pour les conditions initiales liées :

r=r et v0=i—r0a).
20

Doc. 2
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3eLetube T est, dans le plan vertical (xOz) du repere
mobile (Oxyz) orthonormé, en rotation autour de 1’axe
(0z) , la vitesse angulaire @ étant constante. La position
dutube T dans ce repere est fixée par I’angle ¢ qu’il fait

avec I’axe (Ox) ( O<op< g

On note R la réaction du tube. On choisit la base de pro-
jection (i, i, ilAi’) , ot i estdéfini comme & la ques-
tion 2) et '’ orthogonal 2 i/ dans le plan (xOz) décrit
dans le document 3.

a) Déterminer I’équation différentielle en r(f) du mouve-
mentde B .

b) Intégrer cette équation en tenant compte des conditions
initiales.

¢) Discuter des équilibres possibles de B et de leur sta-
bilité.

Doc. 3

1) Faire soigneusement l’inventaire des forces qui
agissent sur la bille dans le référentiel tournant a
vitesse angulaire constante. Remarquer que le mou-
vement de la bille a lieu le long du tube, donc que la
vitesse et 1’accélération du point dans le référentiel
tournant sont, elles aussi, dirigées selon le tube.

2) a) Le bilan des forces est le méme, seules leurs
directions changent. PrOJeter la relation fondamenta-
le de la dynamique sur # pour éliminer R.

b) On cherchera la solution particuliere sous la méme
forme que le second membre de 1’équation différen-
tielle, c’est-a-dire sous la forme Csinw?,ou C est
une constante.

¢) Projeter la relation fondamentale de la dynamique
sur 7 etsur e,.

3) a) Le bilan des forces est le méme, seules leurs
directions changent. PrOJeter la relation fondamenta-
le de la dynamique sur # pour éliminer R.

Conseils
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Mécanique en référentiel non galiléen EXERCICES

0 “Perle sur un cercle horizontal
en rotation

Un cerceau horizontal, de centre C et de rayon a, est en
rotation uniforme @ autour de 1’axe vertical ascendant (0Oz),
O étant un point fixe du cerceau. Une petite perle M , assi-
milable a un point matériel, de masse m , se déplace sans
frottements sur le cerceau. On repere sa position par I’angle
6 entre les vecteurs OC et CM comme le décrit le schéma
ci-dessous.

YoA

MO

1 « Etablir 1’équation différentielle vérifiée par 6(r) .

2 » Déterminer la réaction du cerceau sur la perle.

Faire soigneusement I’inventaire des forces qui inter-
viennent dans le référentiel tournant lié au cerceau.
Que peut-on dire sur la direction de la réaction du
support (attention, le support est filiforme) ?

Pour déterminer I’équation différentielle vérifiée par
0(7) , il faut utiliser une méthode qui permette d’éli-
miner la réaction du support.

Conseils

€ “5jcu de palets sur un manége

Sur un plateau horizontal tournant a vitesse angulaire
constante (2 autour de I’axe vertical OZ, se trouvent
deux individus notés A et B.

A Dinstant initial (t=0, donc 0=0), A lance un palet vers
B avec la vitesse v, tandis que B lance un palet vers A
avec la méme vitesse. On néglige tout frottement pour les
contacts entre les palets et le manege.




EXERCICES Mécanique en référentiel non galiléen

1 ¢ Justifier trés simplement que ni 1’un, ni ’autre, ne

Y recevra le palet expédié par son vis-a-vis.
y 2 » Retrouver ces résultats en aidant A et B a tenir comp-
te des forces d’inertie sur leur manege. (On pourra utiliser
B & I’affixe complexe u =x + iy pour un palet.)
0=Q1t 2 Py
T 1) Le mouvement des palets dans (XOY) est élé-
g A X § mentaire.
VA & 2) Tenir compte des forces d’inertie pour écrire les

équations des mouvements en projection sur (0OX) et
(0Y). Le changement de variable proposé, classique
en référentiel tournant, permet une résolution rapide.
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o Une attraction foraine
sans danger ?

1 ¢ 11 faut que les passagers soient soumis a une force verti-
cale qui équilibre leur poids pour qu’ils ne tombent pas : ce
sont les frottements qui permettent aux passagers de tenir en
équilibre. La force qui leur permet de rester collés contre la
paroi est la composante tangentielle de la réaction du support.
Le coefficient de frottement paroi-passagers doit étre suffi-
samment important : les vétements des passagers ne doivent
pas étre trop « lisses ».

Si un passager essaie de décoller un bras, celui-ci sera rappe-
1€ vers la paroi par la force d’inertie d’entrainement (force
centrifuge); pour réussir, il devra fournir 1’effort nécessaire
pour vaincre cette force.

2 ¢ Dans le référentiel tournant 1ié au cylindre, la condition
d’équilibre d’un passager s’écrit : 0= mg + R+F .

(le passager est immobile dans le référentiel tournant, donc
F.=0).

« En projection sur la verticale ascendante : 0 = — mg + Rr;
« en projection sur le rayon vecteur : 0 = — Ry + m®’a .

Le passager est en équilibre tant que IﬁTI su IﬁNI , ce qui
impose : mg < umw’a .
La vitesse @ de rotation du cylindre doit vérifier :

I

0= |- .
\ ua
On remarque que cette valeur ne dépend pas de la masse du

I

I8, tous les passagers
\E
seront en équilibre, a condition que 4 soit le méme pour tous
(ce qui dans la réalité n’est pas le cas car la valeur de u dépend,

par exemple, des vétements des passagers).

passager : si @ est supérieure a

3¢ A N.: @y, =248 rad.s! = 0,4 tours par seconde, soit
23,6 tours par minute.

A
>
R
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@) tquilibre en référentiel tournant

1 » Les forces appliquées au solide S sont :
« son poids P= mg;

« laréaction de la glissiere R =Re 98

« la tension du ressort T =— k(€ — €)e, .

A I’équilibre, la relation fondamentale de la dynamique pro-
jetée sur &, donne 0=mgcosO—k({,— ), soit :

l.= €0+%cose.

2 * Dans le référentiel 1i€ a la tige, il faut tenir compte des for-
ces d’inertie. La relation fondamentale de la dynamique s’écrit :
mdg(S) = P+R+T+ I?ie+ I?icz 0

quand le solide est en contact avec la glissiere.
A Péquilibre relatif, Fi,=0 .
De plus Fic =—mw?* { sinfey
=me?* € sinf (sinO, +cosbe).
La relation fondamentale de la dynamique a 1’équilibre, pro-
jetée sur &, donne :
0 =mg cosO— k(. — €y) + mw?* sin>6¢”,,
soit - 0= k€, + mg cos 8 ’
k — m(w sin )2

ce qui n’a de sens que si k > m®? sin® @, donc si le ressort

est assez raide pour pouvoir compenser 1’effet de la rotation,

sinon il se tendra jusqu’a une réponse non linéaire, voire la

rupture.

Cette équatign projetée sur ¢,
R = (mg sinf—ma*{ sin6 cos0)e, .

donne la valeur de R :

3 ¢ Le solide décolle quand R=0.La longueur €7 vérifie
donc les deux équations suivantes :
0= k€, + mg cos 0
¢ k—m(w,sing)?’
et mg sinf— ma)g €7sin6 cosf=0.
La pulsation @, et lalongueur €7 vérifient donc :

2 kg

ol= me
0 mg + k€, cos @

et €/{=40,+ .
k cos@

€ tquerre oscillante

1 ° Le moment cinétique est celui du point matériel de masse
m, ce qui donne en projection sur (Az) :

L, =m{%0.
Le moment du poids par rapport a cet axe est :

T, poias = (W Aamg).e,=—mg € sinfsina.



Le théoréme du moment cinétique, en projection sur 1’axe
fixe (Az), donne donc :

m€*0 = — 26 — mg € sin@sina.
Pour de petits angles 6(¢), on obtient I’équation d’oscillateur
harmonique amorti :
- 2
g sin o et Q= ml @0
1 A

6+ %9+ w§9=0, avec w0=\/

2 © 11 faut tenir compte des forces d’ 1neme réduites ici a la
force d’inertie d’entrainement : fle —ma,e, dontle moment
par rapport a (Az) vaut :

I

ie,z

=—mfla, cos 6.

L’équation du mouvement devient alors :

A 0 +§sinasin0—%cos9=0.

0+ " ¢

L’équilibre dans le référentiel entrainé correspond donc a :

0., = arctan ( 4 )
g sina

Au voisinage de I’équilibre, notons 6= 6, + €, ce qui donne
a I’ordre linéaire, et en négligeant les frottements :

i—f+<§sm(xcose +— s1n0 >£=O

¢ ¢
ou encore : £+ we=0.
La période des petites oscillations au voisinage de 6, est

alors T = 2—“

w
3 o [’accélération d’entrainement est ici :
—_ 2 -
a=—wy,coswt.e,,

ce qui donne, pour de petits angles d’oscillation :

cos wt

A - @’y
0+ 6 + (= sina| 6=

me? € 4
en régime sinusoidal forcé établi, on aura, en notation com-
plexe :

_ - 0%y, f_
6= oy e/®

= Oy (w)e/ @+ 9@
6(— w? +j 7 + (Dg

ou I’amplitude d’oscillation est :
) 1

T

Cette fonction de la pulsation @ passe effectivement par un

maximum si Q > comme le confirme le graphe des

1
\/E k]
. €6 .
variations de —2 en fonction de —%- :
Yo Wy

Mécanique en référentiel non galiléen

L_ limite de résonance
2

G Oscillations d’un pendule dans
un référentiel en mouvement
D’apres ENACO7.
1 ¢ Dans le référentiel R galiléen, le théoréme du moment
c1net1que appliqué en O ala masse m donne :
m26=— mg{ sin 6,
Pour des petits mouvements, il vient :

6+8 9=0.
¢

La période des oscillations du pendule est T; = 2w \/ ﬁ
8

Ty=1s pour £ =0,2m.

2013'ie=—magx.

MO,(EC) =0Pn (- mae,) =—mal cos e,
3°ﬁic=—2m§A 771)/97{' or =0 donc ﬁic=6
Mo(F) =0

4+ Onaalors :

me?0 =—mgl sin @ — mal cos O

0 =—§sin 6—£cos 6.
¢ ¢

5 ¢ A I’équilibre, 6= 0.
tan =— 2. 6, =
¢

a
—arctan —.
4

6 ¢ Soit O=6,+ & cos () + € =cos 6, — €sin §,.
sin (6, + &) = sin 6, + £ cos 6.

f= e(— % cos 6, + % sin 90> = % cos 6, (— g +atan 90).

_ 8
Va® + g2

. Ja? 2
Soit £=— aTj’g €.

cos 6=

Ja® + g2
¢

W=
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Donc la période T des petits mouvements autour de 6, est

donnée par :
¢ 12
T=0m (7) .
Va? + g2

6 Rupture dans un systeme
tournant

1 * On raisonne dans le référentiel tournant a vitesse angulai-
re () constante, dans lequel le poids, les forces d’inertie d’en-
tralnement et de Coriolis, et la traction du fil du haut (on sup-
pose pour le moment que le fil du bas n’est pas encore tendu)
agissent sur le point M. Le poids —mg ¢, et la force d’iner-
tie d’entrainement mr?e, (on utilise les coordonnées cylin-
driques d’axe (Oz)) sont les seules forces qui travaillent, et il
est possible de leur associer 1’énergie potentielle :

€,=mgz— L omgp - mgl cos o — L er2sina
’ 2 2
ol ¢ est 'angle d’inclinaison du fil par rapport a la verticale.

A 1’équilibre dans le référentiel tournant, d—P =0, soit :
o

a=0, x=7 oubien =+ arc cos - =+ 0y
7

les deux solutions non triviales ayant un sens lorsque :

()>_QC=\/£.
¢

En déterminant la dérivée seconde :

2
Ex mg€ cosa+ m€>0? (1 -2 cos’ )

do?
me* (- ) en =0
—ml(P+ Pyena=n
m(ﬂw en == ¢
193 -
on voit que :

e o = 0 est stable (minimum de %p) pour 2 < ()., instable
sinon ;

e a=T estinstable (et peu envisageable avec un fil souple !) ;
e o= 1 o est stable lorsqu’elle existe, pour 2 > (..

On en déduit la position que va prendre le pendule, suivant la
vitesse de rotation imposée :

« (équilibre stable)

LS B Rl :
for (D)
! 2 0
0. :
L\al(ﬂ)
_a :

Doc. 1
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Mécanique en référentiel non galiléen CORR'GES

ou I’angle ¢ est donné par la mise en tension du fil du bas,
soit : 5 7
o, = arc cos(—) et ) = ()c\/—.
€ h

2 * Pour () < (), la tension du fil du haut est :
T=mg=10N < T -
Pour £, < 2 < (), on obtient :

T +mg +mlQsinae, =0,donc T = mg , inférieure 2
cos o
mg
T, = =1,33 N < T,,,. Le fil ne casse donc pas.
cos o

Il faut donc envisager le cas {2 > (2, avec o = ¢y, les deux
étant tendus, soit :

— o = . N -
T +mg+T'+mbPsina, e, =0
et donc, en projection :
(T+T')sina; = mlP sine,
(T-T')cosa; =mg
La tension la plus importante est :
( e m€(22>

cos

T

mlO2sine | e,

Doc. 2

Le fil casse pour :

= 2T,
.Qmaxz\/ T8 | Clmm 14,7 rad.s™! = 140 tours/min.
€ cosa, mé

0 Bille dans un tube en rotation

1 © Dans le référentiel R 1ié au tube T, labille B est sou-
mise :
« ason poids mg=—mge.;
. alaréaction R du tube (orthogonale au tube R.7 = 0);
« alaforce d’inertie d’entrainement :
Fo=—(m.a*.0P);

. alaforce d’iner‘Ei'e de Coriolis :

F..=-2mwe, A 7,%T(B) .




Mécanique en référentiel non galiléen

La relation fondamentale de la dynamique s’écrit alors :
mdjy (B) = mg + R + mw?OP— 2m@7. A 75 (B)
avec OP=ril , 7/'/%7(3) =i et E/%T(B) =7l .
En projection sur # , on obtient mi*=me?*- . La solution est :
r(t) = rych(@?) + %"sh(wt) .
La bille sort du tube a I'instant 7 tel que :
() = rch(@?)+ %’sh(a)r) = ¢
Avec y,=0, cette équation devient :

0= 1 argch (£> =1,5s.
(0] To
2 ¢ a) Le bilan des forces est le méme qu’a la question 1)
mais leurs expressions changent :

1 "oy

=
=—mge;;
=

« R=RT+RZ,;
2—0
= ma-ru, et

T

.
-

« Fo=-2mwe Aiid =-2moiT.
La relation fondamentale de la dynamique projetée sur # (ce
qui permet d’éliminer R) s’écrit :
mi* = — mgsin(f) + ma?*r .

b) La solution de cette équation différentielle est la somme de
la solution de 1’équation homogene associée r;, et d’une solu-
tion particuliere 7.
r, = Ach(wr) + Bsh(wt) (cf. question 1)).
On cherche 7, sous la forme r,= Csin(®?) (la solution parti-
culiere cherchée « ressemble » au second membre de
I’équation différentielle) ; on doit donc avoir :

-mCw? sin(@t) = —mgsin(@t) + mw*C sin(wt)

g 8
soit C= .
20?

Finalement :

r(t) = Ach(w?) + Bsh(w1) + %Sin(a)t)

avec 1, =A et =wB+-2 .
20
On en déduit :

1 gj g .
(t) = ry,ch(wt) + —| vy — == |sh(w?) +—=5sin(@?).
r(t) = rych(wt) w[”o 20 sh(wr) 207

¢) La relation fondamentale de la dynamique projetée respec-
tivement sur 7 etsur ¢, donne :

0= R, —mgcos(®t)—2mar
0=R,.

Dot R = (mgcos(a)t) + Zma)(a)ro sh (@)

- -1 7
+ (vo o ) ch(wt) + o cos(a)t))) T.

R(t) =11R,T Il =12mgcos(wf) + 2ma*rysh(wr)
+ 2mwyy— mg)ch(wr)! .

d) B est en équilibre si, et seulement si, 7(f) est constant, ce
qui est parfaitement impossible d’apres 1’expression établie
au2)b).

Le mouvement de B est sinusoidal si les facteurs de sinh(wr)
et de cosh(wt) sont nuls donc si :

7,=0 et vozi.

e) Les conditions initiales donnent :

8

r(t) = ry(ch(wt) — sh(wt)) +
20*

sin(wt)

g
=1,exp(—ot)+——=sm(wi).
0 P( ) 2(02 ( )

/
Aubout d’un temps 7 >>— , I’exponentielle sera négligeable
0]

et seul subsistera le mouvement sinusoidal.
On a tracé sur le méme graphique 7(¢) et sa partie sinusoidale :
elles sont tres vite confondues.

A
20 —agrandissement

104

E-N
[
~

— 104

—-204

Doc. 1

20

15 A

104

O T T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 !

Doc. 2

3 ¢ a) Le bilan des forces est toujours le méme. Leurs expres-
sions sont ici :

-

« P=—mge,; c ﬁ:Rl,/ﬂ’+Rye :
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= -
o Fo=mw* cos@ e, o Fie=2maicosQe,.

En projection sur # (pour éliminer R ), la relation fondamen-
tale de la dynamique donne :

my' = mo*rcos® 9 —mgsing < ¥ —(@cos@)’r =—gsing .
b) La solution de cette équation est de la forme :

7(t) = Ach(€27) + Bsh(€r) + g%("

en posant £2= @cos ¢ . Compte tenu des conditions initiales,
on obtient :

o g sing v g sing
’(t) = <r0— Q2 )Ch(gt) + E Sh(Qt) + 7

o) A Téquilibre, #=0 et #=0 donc r, = Z’;‘P.

Cet équilibre est instable : en effet, si on écarte la bille de cette
position d’équilibre, 1’équation du mouvement que I’on peut
écrire sous la forme 7 = (r — r,)2* prouve que la bille
s’éloignera de sa position d’équilibre.

0 Perle sur un cercle horizontal
en rotation

1 ¢ Dans le référentiel tournant %R, , la perle est soumise aux
forces suivantes :
« son poids : P = mg =—mge,;
« la réaction du cerceau : R (avec R. eg= 0 , car le mouve-
ment a lieu sans frottements);
« la force d’inertie d’entrainement : F;.= m£2*0OM,
« la force d’inertie de Coriolis : Fi.=—2m&2 A )5 (P) .
Dans la base (¢,, &y, ¢.): CM=aé,
OM=0C+CM =a(l +cos)&,—a sinhey,

Vg (M) = abe, et g (M) =- ab?e, +abz,.
Alors F,, =2maQ0z, .
Pour déterminer 1’équation du mouvement, on projette la rela-
tion fondamentale de la dynamique sur €’y (ce qui a pour effet

d’éliminer la force inconnue R) :
maf=—mQ% sin d’ot §+ Q%inf=0.

Remarque

La perle est en équilibre pour =0 ou 6= (dans ce cas la
perle esten O, ¢’ est-a-dire sur I'axe de rotation). La position
0=0 est stable : au voisinage de cette position d’ équilibre,
I’ équation du mouvement est 6=— Q0 dont la solution est
sinusoidale. La position @=T est instable.

Autre méthode

La réaction du support est orthogonale a la vitesse, elle ne tra-
vaille donc pas, tout comme la force d’inertie de Coriolis. La
perle reste a altitude constante, donc le poids ne travaille pas
au cours du mouvement. Seule la force d’inertie d’entraine-
ment travaille et elle est conservative.
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Mécanique en référentiel non galiléen

On peut donc utiliser la conservation de 1’énergie mécanique :
Ec+ €p =cte. Il reste a déterminer €p :

7. =F,,.dOM = —mQ%a sinfa d6
=d(ma*2’cos 0) =— dé;,
avec €p =—ma*Qcos O+ cte .
L’équation du mouvement est donc :
ma20® — ma*Q? cosO=cte ,

ou encore, apres dérivation et simplification par :
ma*d , 6+ Q*sin@=0 : c’est la méme équation.
2 © Larelation fondamentale de la dynamique projetée sur &,

- = - b
etsur e, donne, en posant R =R.e,+ R.e.

(I_i; est orthogonal au cerceau donc a &) :

—ma@?= R. +mQ2 2a(l +cos0)+2mQ ab
0=R.-mg,

R R. = —ma®’—maf 2(1 +cos0)— 2ma6
d’ou
R =mg.

9 Jeu de palets sur un manege

1 ¢ Dans le référentiel galiléen 1i€ au sol (repere (O, X, Y, 7)),
le mouvement du palet, horizontal, est rectiligne et uniforme :
le poids et la réaction du plan, verticale, se compensent.

o Erreur de A : il lance le palet a vitesse v, ?X(, 0=V e,
mais oublie que B se déplace par rapport au sol a vitesse
RO &, (initialement RO ?y) : B se trouve par exemple en B’

a la date t=£.
Yo

e Erreur de B : il lance le palet a vitesse absolue :
- — — -
4 ex(,=o) +R() €g(t=()) =—0p€, +R() ey 9

et rate donc A.

trajectoire du palet
envoyé par B dans le
référentiel fixe (OX'

A P B|  trajectoire du palet
envoyé par A dans le
référentiel fixe (OXY)

Doc. 1




CORR'GES Mécanique en référentiel non galiléen

2 « Ftudions le mouvement d’un palet dans le référentiel lié
au manege (repere (O, x, y, z = Z)), en tenant compte des for-
ces d’inertie :
{ﬁiez—maj=+mr(222,‘=m.(22(xgx +ye,)

Fo=-2mQe. nGe, +52)=2m (e, -ie,)
Les mouvements horizontaux des palets sont alors régis par
les équations couplées :

=20y - Px=0

y+20x-0y=0
Pour I’affixe complexe u = x + iy, il vient :

U+2iQu—-0%u=0.
Les solutions de I’équation caractéristique associée a cette
équation différentielle d’ordre 2 sont r; = — i) = r,, confon-
dues, donc :
u(t) = (At + B)e " = [@(0) + i 2 u(0))t + u(0)] e~
en utilisant les conditions initiales ; ou bien encore :
u(t) = [(xO + 1 )}0 +1 Q.XO— Qyo)t +x0 + iyo]e_int

ou on identifie :

x(1) = [t — 2 yo)t + xo] cos O + [(Vp + 2 xp)t + yo] sint

(&) = [(g + 2 xp)t + Yol cos 2 — [xo — 2 yo)t + x;] sinds

* Pour le palet lancé par A, Xy = YA, = 0, )'cAO =, et
).}AO =0, donc :

XA(f) = vyt cos Ot

Yalt) = — vyt sins

* Pour le palet lancé par B, g, = R, B, = 0, chO =—vy, et
)'IBO =0, donc :

Xg(t) = (= vy t + R) cosd + (RO) sin Ut

Ye(t) = (ROr) cos Ot — (— vt + R) sindk

Remarque : Les expressions de X, et Y 5 (ou Xg et Y) en fonc-
tion du temps étant évidentes, on aurait trés bien pu obtenir
Xp et yu (ou xg et yg) a partir de celles-ci par une rotation
d’ angle — Ot autour de (0z).

y

Doc. 2
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Référentiels
non galiléens usuels

« Expliquer différents phénomeénes observés sur Terre
comme les effets de marée.

* Mécanique en référentiel non galiléen.

0000000000000 000000 LES OUTILS MATHEMATIQUES

» Résolution des équations différentielles du second
ordre a coefficients constants.

* Développements limités.

« Les différents référentiels

e Le référentiel de Copernic R (C; xc¢, Y, z¢) est défini par le centre de masse C du systéme solai-
re et par les axes (Cx.), (Cyc) et (Czq) liés aux directions de trois étoiles considérées comme fixes.
Pour des points matériels mobiles dans le systeme solaire, ce référentiel est galiléen, avec une excel-
lente approximation.

o Le référentiel de Kepler Ry se déduit du référentiel de Copernic par translation : ’origine du réfé-
rentiel de Kepler (ou référentiel héliocentrique) est le centre d’inertie S du Soleil. En général, Ry
est galiléen avec une excellente approximation.

o Le référentiel géocentrique R, se déduit aussi du référentiel de Copernic par translation : 1’origi-
ne de R, est le centre d’inertie O de la Terre et ses axes sont paralleles a ceux du référentiel de
Copernic. Le référentiel géocentrique n’est pas galiléen.

o Le référentiel terrestre local Ry (P ; x,y,z) ason origine en un point P de la surface de la Terre,
l’axe (Px) pointe vers 1’est (le vecteur ¢, est tangent au parallele du lieu), I’axe (Py) pointe vers le
nord (le vecteur Z"y est tangent au méridien du lieu) et I’axe (Pz) pointe donc vers le zénith (confon-
du avec la verticale du lieu). II est en rotation par rapport au référentiel géocentrique, il n’est pas
galiléen.
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ESSENTIEL 9 Référentiels non galiléens usuels

«La loi fondamentale de la dynamique
dans le référentiel géocentrique

ma@yg, (M)=Fo+m(Gr(M)+G(M)+Gs(M)+..)~m T, (0)
=F,+mGr(M)+ m((éL(M) - 5L(0)) + (GS(M) - 55(0)) + ) ,

ou F, représente les différentes forces appliquées au point M et G;(M) P’attraction gravitationnelle
de I’astre i sur le point M (I’astre i représente la Terre, la Lune, le Soleil et tous les autres astres).

Les termes 6L(M) - 6L(0) , GS(Al) - 65(0) , ... sont appelés «termes différentiels » ou encore «ter-
mes de marées ».

Dans le domaine terrestre, on négligera ces termes différentiels (sauf pour 1’étude explicite du phé-
nomene des marées !), le seul champ gravitationnel a prendre en compte étant alors le champ gravi-
tationnel terrestre. Le référentiel géocentrique %R, se comporte comme un référentiel galiléen et la
relation fondamentale de la dynamique s’y écrit :

ma@, g, (M)=F,+mGr(M).

«La loi fondamentale de la dynamique
dans le référentiel terrestre

En référentiel terrestre, la relation fondamentale de la dynamique s’écrit :

md; g (M)=F,+mgM)=2mQrr 75 (M).

La force d’inertie d’entrainement est incluse dans le poids.

L’importance de la force d’inertie de Coriolis — 2m!3T A 17/97% (M) reste faible en général, elle est
souvent négligée. Ce terme est responsable, par exemple, de la déviation vers I’est d’un corps tom-
bant en chute libre sans vitesse initiale.

Conseils et piéges a éviter

En référentiel terrestre, I’accélération d’entrainement est incluse dans 1’accélération de la pesan-
-

teur; ainsi pour un point matériel soumis a une force F, le principe fondamental de la dynamique

en référentiel terrestre s’écrit :

m&'MT(M) =F +mg—ma (M) avec @ e(M)=2mQ2;A 17/,,,,T(M)
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o Si la terre tournait plus vite...

Quelle devrait étre la vitesse de rotation de la Terre sur
elle-méme (ainsi que la durée du jour correspondante)
pour qu’il n’y ait pas de pesanteur a I’équateur ?

Dans le référentiel terrestre, la force d’inertie d’en-
trainement est incluse dans le poids.

Conseil

6 Influence de la force de Coriolis
terrestre sur la conduite
d’une moto

Un motard roule sur une autoroute horizontale et rectiligne,
dans la direction nord-sud, a la vitesse de 200 km.h~! (il
est en exces de vitesse!). La latitude du lieu est de 45°. La
masse du systeme {moto + motard} est de 400 kg.

1 Calculer les composantes de la force d’inertie de
Coriolis. Commenter.

N

2 ¢ De quel angle doit-il s’incliner s’il roule & vitesse
constante (la réaction de la route doit étre parallele au plan
de la moto pour qu’elle roule bien droit) ?

Utiliser la définition de la force de Coriolis terrestre
et exprimer tous les vecteurs dans la base du référen-
tiel terrestre local.

Conseil

9 “Lancement vertical d’'une fusée

Depuis un point P situé a la surface de la Terre a la latitu-
de A, on lance verticalement vers le haut une petite fusée de
masse m , assimilée a un point matériel, avec la vitesse 50 .

1« Etablir les équations du mouvement de la fusée (dans
le référentiel terrestre local du point P).

2 » Déterminer la hauteur / atteinte par la fusée en négli-
geant la force de Coriolis terrestre.

3 e En raisonnant par approximations successives, déter-
miner les coordonnées du point de chute de la fusée. Dans
quelle direction est-elle déviée par rapport a son point de
départ ? Commenter.

4 e Données : A =45° et g=9,8m.s2

a) y,= 100 km.h~". Calculer la distance entre le point de
départ et le point de chute ainsi que la hauteur atteinte par
la fusée.
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b) A quelle vitesse faut-il lancer la fusée pour qu’elle
retombe a 5 metres de son point de chute ? Quelle hauteur
atteint-elle alors ?

La méthode est la méme que pour I’exercice clas-
sique sur 1’étude de la déviation vers ’est (c¢f. H-
Prépa, Tout en un, 1" année, chapitre 28.

Conseils

1) Ne pas oublier que la force d’inertie d’entraine-
ment est incluse dans le poids. Projeter la relation
fondamentale de la dynamique sur les axes (Ox) ,
(Oy) et (Oz) du référentiel terrestre local.

3) Déterminer en premier lieu I’expression de la
vitesse E'(Ordre o) en négligeant la force de Coriolis
(approximation a I’ordre 0). Dans 1’expression de la
force de Coriolis (c’est une perturbation par rapport
au cas précédent), remplacer la vitesse par son
expression a I'ordre 0. On obtient alors 1’expression
de la vitesse et de la position du point a I’ordre 1 (en
£), ce qui est suffisant compte tenu de la faiblesse
des effets étudiés.

G “Chute d’un point
sur un plan incliné
dans le référentiel terrestre

Du haut d’un tremplin de saut a ski (assimilé a un plan
incliné d’un angle « par rapport a I’horizontale), on lais-
se glisser un objet quasi ponctuel sous ’effet de la pesan-
teur. Le tremplin est orienté nord-sud en un lieu de latitude
A, salongueur est € (entre le sommet H et le début de la
partie «montante » B), les frottements sont négligeables.

1 ¢ En raisonnant par approximations successives, déter-
miner :

a) la vitesse 7 de 1’objet quand il arrive au bas du trem-
plin ;

b) son décalage D par rapport a la ligne de plus grande
pente HB ; discuter du sens de cette déviation (vers 1’est
ou vers 1’ouest ?). Que dire si =17

-

2 e Calculer » et D . Que deviennent ces valeurs si le
tremplin est orienté sud-nord ?

Données : £ =100m , o=45°, 1 = 60°.

Ne pas oublier que la force d’inertie d’entrainement
est incluse dans le poids.

Conseils

Projeter la relation fondamentale de la dynamique
(écrite dans le référentiel terrestre local) sur les axes
(0X) , (0Y) et (0OZ) adaptés au plan incliné, sans
oublier que le point se déplace sur le plan incling.
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Déterminer en premier lieu 1’expression de la vitesse
(7y) en négligeant la force de Coriolis (approxima-
tion a I'ordre 0). Dans I’expression de la force de
Coriolis (c’est une perturbation par rapport au cas
précédent), remplacer la vitesse par son expression a
’ordre 0 () . On obtient alors I’expression de la
vitesse et de la position du point a ’ordre 1 (en £2),
ce qui est suffisant compte tenu de la faiblesse des
effets étudiés.

6 “Limite de roche

La comete Shoemaker-Lévy 9 est passée en juillet 1992
suffisamment pres de Jupiter pour se fragmenter en mor-
ceaux a cause des «forces de marées» dues a Jupiter.

On se propose, dans cet exercice, de déterminer, par un
modele simple, la distance en dessous de laquelle la come-
te se disloque en s’approchant de Jupiter.

On fait les hypotheses suivantes :

« Jupiter est sphérique et homogene, de rayon R; =71 400 km,
de masse M;=1,91.10%" kg et de masse volumique u;;

e la comete est sphérique et homogene, de rayon R, de
masse volumique uc =1,00.10°kg.m~3;

« le référentiel « Jupiterocentrique » est galiléen ;

« la comete n’est soumise qu’a I’action gravitationnelle de
Jupiter ;

o la comete est en orbite circulaire de rayon d autour de
Jupiter (avec R.<<d).

1 » Ecrire la relation fondamentale de la dynamique appli-
quée a un petit volume élémentaire, de masse om , de la
comete dans le référentiel « Cométocentrique ».

2 * On considere un modele dans lequel la cohésion de la
comete n’est plus assurée si le terme des marées dépasse
le champ gravitationnel propre de la comete. En se placant
a la périphérie de la comete pour comparer les deux ter-
mes, déduire 1’ordre de grandeur de la distance limite d;;,
a laquelle la comete peut s’approcher de Jupiter sans
risque (appelée «limite de roche »).

1) Le raisonnement est le méme que celui du cours en
remplacant le référentiel géocentrique par le référen-
tiel « Cométocentrique » et le référentiel de Copernic
par le référentiel «Jupiterocentrique ».

Conseils

2) On prendra comme ordre de grandeur du terme des
marées la valeur maximale de son module.

Un vaisseau est en orbite circulaire d_g rayon R autour
d’une plangte, A la vitesse angulaire €2 = Q¢,.

Un cosmonaute effectuant une sortie est au point O, relié
au vaisseau par un cable d’amarrage.

Pour les applications numériques, on prendra une période
de révolution de 2 heures autour de la Terre, de masse M.
On rappelle que gy, champ de pesanteur terrestre a la sur-
face de la planete, de rayon R; = 6 400 km, vaut environ
9,81 m.s2.

1 Quelle est la relation liant la vitesse angulaire £2, la
constante de gravitation G, la masse M de la planete, et
le rayon R de I’orbite ? Déterminer numériquement 1’al-
titude de 1’orbite.

2 o Etablir les équations du mouvement du cosmonaute
dans le repere (O, x,y, 7).

3 o Par quel terme la force d’inertie d’entrainement est-
elle pratiquement compensée ? Développer alors le terme
différentiel identifié a I’ordre linéaire en x/R, y/R et z/R,,
et simplifier les équations du mouvement.

4 * Le mouvement du cosmonaute selon I’axe (Oz) appa-
rait-il stable ?

5 o Les valeurs X, y,, X, et y, et initiales étant données,
déterminer les expressions de x(f) et y(¢).

6 * Le cosmonaute part de O avec une petite vitesse
radiale : X, est seule non nulle. Va-t-il s’éloigner indéfini-
ment de son vaisseau ?

7 * Le cosmonaute n’a pas de vitesse relative initiale, mais
perd le contact avec le vaisseau en O’ # O : x, est seule
non nulle. Décrire ce qui arrive a notre aventurier. Que
penser du cable d’amarrage utilisé pour les sorties dans
I’espace ?

1) Ecrire la relation fondamentale de la dynamique
pour un mouvement circulaire (uniforme).

2) Il faut expliciter les forces de gravitation et d’inertie.
3) Gravitation et inertie d’entrainement se compen-
sent presque, ce qui justifie 1’utilisation d’un déve-
loppement limité.

Conseils
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ﬂ « Visualisation » de la rotation 6 Distances extrémes
du pendule de Foucault pour le pendule de Foucault

Un pendule simple de longueur L, porte une masse ponc-
07 tuelle m en M. Il est accroché en un point O fixe de la
verticale du lieu notée Oz, a la latitude A sur Terre. On
note €2, la vitesse angulaire de rotation de la Terre autour
de I’axe des pdles. On se limite a des oscillations de faible
amplitude, de sorte que le mouvement pourra étre consi-
déré comme ayant lieu dans un plan horizontal. A la date
t =0, on lache le pendule, la masse m étant abandonnée
sans vitesse initiale a la distance r, de ’axe (Oz).

On note : a)§=%; Q=0 sinA.

27

Plagons deux cartes postales « croisées » a la verticale d’un
point O de latitude A sur le globe terrestre : leur direc-
tion commune est la verticale du lieu (axe (Oz), confondu
avec le rayon TO), leurs autres directions étant sud-nord
(axe (Oy), carte claire) et ouest-est (axe (Ox), carte somb-
re).

On note AB la projection, de largeur 2L, de la tranche
inférieure de la carte claire (pour la carte sombre, CD).

- Doc. 1
1 Le globe est mis en rotation a vitesse angulaire £2;
autour de I’axe des poles géographiques. Quelles sont les
vitesses des points A et B, a exprimer a ’aide de R;, L, ‘
Aet 07 P(0,0,L)
2 ¢ La carte étant fixe dans le référentiel géocentrique, le
segment AB semble tourner sous elle. Exprimer la vites-
se angulaire correspondante, notée . 0 u
3 » @ peut-elle coincider avec €2 ? Que se passe-t-il dans \ My, 2) Y
I’hémisphere Sud ? Qu’advient-il du segment CD, pro- Y
jection de la base de la carte sombre ? N
4 » Quel lien peut-on proposer entre cette expérience €1¢é- Doc. 2

mentaire et celle du pendule de Foucault ?

1  Montrer que les équations du mouvement dans le plan

E II est co'nseillé de faire l’expérie/nce/ pour visgaliser (x0y) s'écrivent :

S les rotat@ns :.les calculs proposés étant par ailleurs o205+ ng -0
élémentaires, ils permettent de retrouver simplement
la rotation du plan d’oscillation du pendule de J+ 205+ wpx =0
Foucault étudiée en cours (cf. H. Prépa, Tout en un, Exprimer Q.

1™ année, chapitre 28). . c . ‘- 4 .
P ) 2+ On simule I’évolution régie par ces équations en

@, . <
prenant €2 de I’ordre de 1—8, ce qui donne les résultats
suivants indiqués sur les documents 3 et 4 (le pendule est
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laché a I’abscisse x;, sur I’axe (Ox), sans vitesse initiale).

Justifier qualitativement que le pendule, laché sans vitesse

initiale, rate tout de méme le point O.

Que constate-t-on pour 1’évolution de la direction d’os-

cillation ? Pour I’évolution de la distance r al’origine O ?
y

AV
S

Doc. 3. Premiéres oscillations.

départ

l X

Doc. 4. Aprés de nombreuses oscillations.

3 © Pour justifier ce dernier constat, on étudie le mouve-
ment de I’extrémité du pendule en coordonnées polaires.
a) Ecrire les équations du mouvement projetées sur les
directions radiale et orthoradiale.

b) Quelle équation correspond a 1’expression du théoreme
du moment cinétique projeté sur (Oz) ? En obtenir une
intégrale premicre.

¢) Exprimer en fonction de @, 2, et r, = x, les valeurs
particulieres de r observées.

d) Cette simulation numérique semble-t-elle adaptée a la
description du mouvement du pendule de Foucault réel ?

1) Ecrire les équations données par la relation fonda-
mentale de la dynamique, en tenant compte du carac-
tere correctif de la force de Coriolis et de la faible
inclinaison du pendule (¢f. H. Prépa, Tout en un,
1" année, chapitre 28, le cours).

3) a) Reprendre les expressions de 7 et @ en coor-
données polaires.

b) Considérer la composante L. du moment ciné-
tiqueen O.

¢) On élimine 6 avec le moment cinétique, et on étu-
die 1’équation radiale ou il ne reste plus que 7(?)...

Conseils

marées de vives-eaux et
marées de mortes-eaux

D’aprés Polytechnique.

La Lune, le Soleil et la Terre sont assimilés a des spheres
homogenes, de centres respectifs L, S et T, de rayons
respectifs R, , Ry et R;, de masses respectives M, , M et
M . On utilise un repere orthonormé direct (C ; x,y,z) lié
ala Terre, I’axe (Cz) étant dirigé du pdle Sud vers le pole
Nord. Dans ce référentiel, L et S décrivent des cercles
de centre C dans le plan (Cxy) , de rayons respectifs R¢
et Rcs, avec des vitesses angulaires constantes @, et @q
correspondant respectivement aux périodes :
T,=24h50min et Tg=24h.

A Dorigine des temps, on suppose que L et S sont situés
sur I’axe (Cx) . On suppose enfin que, par rapport a un
référentiel galiléen, le mouvement de la Terre est exclusi-
vement constitué du mouvement de C sous I’action de
I’attraction gravitationnelle du Soleil et de 1a Lune et d’un
mouvement de rotation propre autour de I’axe (Cz) ala

2
vitesse angulaire @ (avec T = - 24 h) .
0]

1 ¢ On considere un corps ponctuel P, de masse m , lié
a la Terre par un support exercant une force F sur ce
point. En appliquant la relation fondamentale de la dyna-
mique au point P dans le référentiel li€ a la Terre, donner
I’expression de la force F sous forme de trois termes dont
1’un, noté mg, , représente le poids du corps P et les deux
autres, notés respectivement mAg, et mAg; les termes
de marées dus a la Lune et au Soleil.

2 » Dans cette question, on néglige I'influence du Soleil.
Par un schéma simple, expliquer 1’existence de deux
marées par jour et le décalage entre les heures de marées
hautes (ou basses) pour deux jours consécutifs.

3 ¢ On cherche maintenant a comparer les influences
respectives de la Lune et du Soleil. On prend P situé sur
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I’axe (Ox) ala surface de la Terre.
a) Montrer que Ag, peut se mettre, au premier ordre en

, sous la forme :

Ag, = GM, (R—T]((3 cos’(y 1) —1)5}

RCL2 RCL

RT
RCL

+(3cos(@1)sin(e,1) ;y) .

Exprimer sous la méme forme Ags.

b) La Lune et le Soleil sont vus depuis la Terre sous le
méme diametre apparent €= 0,01 radian . Leurs masses
volumiques respectives sont z; = 3,4.10° kg.m =3 et
us=14.10%kg.m-3,

Comparer les influences de la Lune et du Soleil.

On pourra calculer le rapport Y

N

at=0, par exem-

ple. Commenter.

¢) En supposant que les variations du niveau de la mer au
point P sont proportionnelles a la composante de Ag" sur
Cx , caractériser les positions relatives de la Lune, du
Soleil et de la Terre lors des marées d’amplitude maxima-
le (marées de vives-eaux) et lors des marées d’amplitude
minimale (marées de mortes-eaux).

1) On conserve le terme de marées dans la relation
fondamentale de la dynamique écrite dans le référen-
tiel 1i€ a la Terre. Dans ce référentiel le point P est
immobile. La force d’inertie d’entrainement est
incluse dans le poids.

2) Représenter sur un schéma le terme différentiel en
plusieurs points de la surface de la Terre pour une
position donnée de la Lune.

3) Faire un schéma représentant la Terre, la Lune,
le point P a un instant ¢ quelconque avant de cal-
culer. Penser 2 écrire PL = PC + CL .

Conseils
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@ ttude dynamique
des anneaux de Saturne

D’apreés ENSTIM 2008.

La planete Saturne est assimilée a un corps a répartition
sphérique de masses, de centre Og, de masse mg=6.10%kg,
de rayon Rg. On suppose que le référentiel saturnien, de
point fixe O et en translation circulaire par rapport au réfé-
rentiel héliocentrique, est galiléen. On note I la constante
de gravitation.

1. Les anneaux de Saturne ne sont pas des solides

Supposons qu’un anneau soit un agglomérat solide de
corps (rochers, cailloux, blocs de glace), en rotation uni-
forme a la vitesse angulaire @ autour de Saturne. On isole
deux de ces corps formant un doublet 8= {M,, M,}, de
faible taille a 1’échelle astronomique, de centre d’inertie
G, de méme masse m, a la distance 2a 1’un de ’autre ;
on suppose, en outre, que :

* Og, M, et M, restent alignés en permanence ;

Osg ,05G =rit., 0= .1, et on définit
s

o
e onpose u, =

le repere cylindrique (i, , g, i,) ;

« il vient OsM, = (r — a)ii, et OsM, = (r + a)ii, ;
ca<<r;

o le référentiel Rgy = (O, if,, Ulg, it,) est appelé référen-
tiel saturno-doublet : c’est un référentiel non galiléen en
rotation uniforme par rapport au référentiel saturnien, a la
vitesse angulaire @ et dans lequel Og, G, M, et M, sont
immobiles.

y

M,

M, G
//a'

a

-
ug\ | Ur 0
Q%

On néglige I’influence de tous les autres corps de ’anneau
sur le systéme 0.

1 ¢ En écrivant le théoreme de la résultante cinétique sur

FmS

le doublet ¢, établir I’identité = @’r, vraie au pre-

. a
mier ordre en —.
r
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2 » Faire I’inventaire de toutes les forces subies par M,
dans Rgy et montrer que leur somme vectorielle peut
s’écrire Zf =f(a, )i, : on donnera I’expression de f(a, r)
comme une fonction des variables a et r et des parametres
I, m et ms.

Montrer par un développement limité au premier ordre en

4 que cette fonction a pour valeur approchée :
B

2

fla,r) = % - W—gma. Il y aura dislocation progres-
r

sive de 1’anneau si la résultante des forces a tendance a

éloigner M, de M,, donc si f(a, r) <O.

3 » Montrer que cette condition se traduit par 1’existence
d’une valeur minimale r, de r (on I’appelle limite de

Roche) ne dépendant que de mg etde (= % On donne
a

1 =720 kg.m3. Déduire de ce qui précéde un ordre de
grandeur de r,. Conclure en considérant que les anneaux
ont un rayon de 1’ordre de 10% m.

Dans ce qui suit, on assimile tous les corps autour de
Saturne a des petits et moyens blocs solides indépendants
en orbite circulaire et on néglige toutes les forces d’ inter-
action entre eux devant I’ attraction gravitationnelle de la
planete.

2. Divisions des anneaux

Les anneaux sont divisés : la premiére division fut obser-
vée par Cassini qui détecta le premier une bande circulai-
re vide de blocs, et découpant ainsi « I’ anneau » en deux
anneaux distincts (cette division est encore appelée divi-
sion Cassini). On en a détecté un trés grand nombre
depuis.

On s’intéresse ici a la division observée sur le rayon orbi-
tal d’un petit satellite sphérique, Pan, de centre Op, de
rayon Rp, et de rayon orbital rp = OgOp.

division
Pan

Le référentiel saturno-Pan PRgp est en rotation uniforme
autour du référentiel saturnien, suiveur du mouvement de
Pan, dans lequel Oy et Op restent fixes. On considere
deux petits rochers A et B encore présents dans cette
bande et tournant dans le méme sens (cf. figure 3). A est
en orbite circulaire de rayon r, légerement inférieur a
rp, B est en orbite circulaire de rayon 1, légerement
supérieur a rp.

1 ¢ Montrer que plus le rayon de 1’orbite circulaire d’un
corps satellisé autour de Saturne est grand, plus sa vitesse
le long de son orbite est faible.

2 o Tracer, sur la figure 3.a), dans le référentiel saturnien,
Iallure des vecteurs vitesses des centres des trois corps
(’échelle est arbitraire).

3 ¢ En déduire, dans le référentiel Rgp, ’allure des vec-
teurs vitesses de A etde B et les tracer sur la figure 3.b).

4 ¢ En déduire pourquoi A et B ne pourront rester sur
leur orbite, et pourquoi on dit que Pan «nettoie » la bande
décrite par sa trajectoire en dessinant une division dans les
anneaux.

(Fwes] =

i E Référentiel saturnien @

férentiel saturno-Pan
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o Si la terre tournait plus vite...

1 * Dans le référentiel terrestre, le champ de pesanteur en un
point M est composé de deux termes : I’interaction gravita-

—

tionnelle massique — GM., 00131/[3 et la force d’inertie d’entrai-

nement massique 22HM (H , la projection de M sur I’axe
de rotation terrestre sud-nord, et £2 la vitesse de rotation de
la Terre sur elle-méme) :

— —
M) =-—GM, OM | o
gM) T0M3

Sile point M est a I’équateur, H=0 (ou O est le centre
de la Terre), ce qui donne :

M
gM)=-G —L+ Q°0M ;
(M) O

si M est de plus un point a la surface de la Terre OM =R,
rayon de la Terre.

Si on appelle g, I’interaction gravitationnelle massique (accé-
Iération de la pesanteur a la surface de la Terre au pdle Nord!),
il n’y a pas de pesanteur a I’équateur si :

0=—g+ 2R, & \/% =124.10% rad.s !
T

La durée d’un jour serait donc de 5 075 s, c’est-a-dire de
1 h 25 min. Cette durée est égale au temps que mettrait un satel-
lite terrestre pour décrire une trajectoire circulaire de rayon R;.

0 Influence de la force de Coriolis
terrestre sur la conduite d'une
moto

e I?ic =—2mB AT /m, avec, dans le référentiel terrestre
local : Q= Q(sinlE_} + cosle?y) et ;@T = —va , donc :
Fi.=-2mQ sinlve ,

elle est dirigée vers 1’ouest.

aQ

AN.: F;,=3N<<mg=4KkN.

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.

2 * Quand le motard roule a vitesse constante, la somme des
forces qui agissent sur lui dans le référentiel terrestre est nulle :
R+ mg + F = 0.Sion appelle o I’angle que fait la moto
avec la verticale, la projection sur la direction orthogonale a la
moto de cette équation s’écrit : mgsina = 2mQsin Avcoso.

QsinA v
—g .

On en déduit : tano =2

AN.: a=0,03° =2 darc.

Ces calculs restent tres théoriques : le moindre coup de vent
aura une influence beaucoup plus importante sur 1’équilibre
de la moto que la force de Coriolis qui reste, méme a vitesse
élevée, un terme correctif avant tout.

9 Lancement vertical d'une fusée

1 ¢ Dans le référentiel terrestre local, la relation fondamenta-
le de la dynamique appliquée a la fusée s’écrit :
ma (M) =mg + F,,=mg —2mQ n 7(M) .
En projection sur ¢, e, ) et ¢ (dirigés respectivement vers I’est,
le nord et le zénith, voir 1’ Essentiel ), cette équation s’écrit :
X=-20(cosAz—sinAy)
y=-20 sinA x (1))
7=—g+20Qcosldx

ATordre 0, ¢’est-a-dire en négligeant les termes en £2 (I’effet
de la force de Coriolis est faible), on obtient la solution clas-
sique d’un point en mouvement dans le champ de pesanteur
(uniforme) :

x=0, y=0, z=—gr+ v, (vitesse a I’ordre 0),

2
puis : x=O,y=0,z=—g%+v0t.

2 © La fusée atteint sa hauteur maximale 4 a I’instant :

2
t=2(3=0),dod h=2,
g 2g

3 e Pour obtenir les lois x(z) , y(f) et z(f) al’ordre 1, on
reporte les expressions de x,y et z al’ordre 0 dans les équa-
tions du mouvement (1). On obtient alors :

mx =—20QcosA (vy—gt)

my =0

mz =—mg
Remarque
Seule I équation sur I’ axe (Px) est changée : la vitesse a I’ ordre
0 est dirigée selon la verticale (Pz) donc, au premier ordre, la
force de Coriolis est dirigée selon I"axe (Px) (le vecteur rota-
tion de la Terre est dans le plan (Pyz)). En particulier, la hau-
teur maximale atteinte par la fusée est celle de la question 2).
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Ces équations s’integrent en :
. 2
x=-20cosA (vot—g—>
2
y=0
L Z. =— gt r 20

- 1 3
puis en : x=-280cosA <U°— = &>
2 6
y=0

t2
L Z=—g7+ 7/0t.

Quand la fusée retombe sur le sol, z=0, donc :

2 4 v’

=20 et x=——Qcole2.
g 3

On remarque que 1’abscisse du point de chute de la fusée est

négative : la fusée retombe a 1’ouest de son point de départ. La

force de Coriolis est orientée vers I’ouest a la montée, vers 1’est

a la descente.

4 ¢a)x=-1,5cm est beaucoup plus faible que /2 =39,4m:
la force d’inertie de Coriolis a une influence faible sur le mou-
vement de la fusée.

b) = 689,8 km.h~!. Pour que Ieffet de la force d’inertie
de Coriolis soit significatif, il faut lancer la fusée avec une
grande vitesse initiale.

h =1 870 m. La hauteur atteinte par la fusée est beaucoup
plus importante ici (on peut cependant toujours considérer
le champ de pesanteur comme uniforme, sa variation par rap-
port a sa valeur au niveau du sol, a 2 km d’altitude est d’en-
viron 0,06 %).

Dans la réalité, compte tenu de la résistance et des mouvements
de I’air, la validité des applications numériques précédentes est
discutable !

6 Chute d’un point sur un plan
incliné dans le référentiel terrestre

1eLa relation fondamentale de 1la dynamique,
appliquée a l’objet, dans le référentiel terrestre s’écrit
ma=mg + R-2mOnv ,ou R est la réaction du tremplin
sur 1’objet. On utilise comme base de projection la base
(€x, €y, €y) , 00 eyet ey appartiennent au plan incliné et ou
¢, lui est perpendiculaire.

z
verticale
locale z
" Y
«Q X
® e S
est 1 \@“\Q 4
o
&
sud x B Yy nord

Dans cette base, § =—g(sin oy +cosae,) et

Q= Q(cos(A—- )2, +sin(A- @),) .

Le point se déplace sur le plan incliné donc sa cote Z est cons-
tamment nulle. La relation fondamentale de la dynamique, en
projection sur (OXYZ), donne les équations suivantes :

mX =2mQ sin(A — a))./
mY =—mgsino —2mQ sin(A— ) X
0=-mgcoso+R+2mQ cos(A — OC)).( .
A Pordre zéro, c’est-2-dire en négligeant les termes en (2
(Ieffet de 1a force de Coriolis est faible), ces équations devien-
nent :
X=0 X=0
I./.:—gsina ,  puis I'/:—gtsinoc

0=-mgcosa +R R=mgcosa

X=0

etenfin {Y = —%tz sina + €

R=mgcosa .

AVlordrel, pour obtenir les lois X(7), Y(¢) , Z(f) , on reporte les
expressions de X ,Y etZ dans les termes en £2 (donc du pre-
mier ordre) des équations du mouvement.
La premiere équation est a cet ordre la seule modifiée :
X=-2gtQsin(A- ) sino

ce qui donne X =- g1*Qsin(A— o) siner,

gt’
puis X= —TQsin(l— a)sino. .

Quand I’objet arrive au point B, Y =0, donc :

21
t=tp= |——.
gsina

a) Le vecteur vitesse du point est, au premier ordre en (2, en
bas du tremplin :

7=-21Qsin(A-a)ey—+2glsina &y .
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b) Le décalage D par rapport a la ligne de plus grande pente
est:

sin(A—a) .

D=X(t;)= —ng
: 3 gsino

Si sin(¢—A) >0 (donc > A), D >0 : I’objet est dévié vers
I’est; si sin(er—A) <0 (donc o< A),D <0 :1’objet est dévié
vers I’ouest. Dans le cas ot sin(¢— A1) =0 (donc o= A7),
I’objet n’est pas dévié : le vecteur rotation de la Terre est paral-
Iele au plan incliné, donc la force d’inertie de Coriolis est per-
pendiculaire au plan et sans effet sur le mouvement du point
sur le plan incliné.

Dans le cadre de cet exercice, lorsque o= 1, v et !_j sont
paralleles a Oy : la force de Coriolis est nulle.

Remarque

. s . 3 L.
Si o= 7 on retrouve le résultat classique de la « déviation
vers [ est» (cf. H-Prépa, Tout en un, 1'® année, chapitre 28).
207 =-38.10"%,-37¢,. D =-7mm.
Les effets sont extrémement faibles.
Si le tremplin est orienté sud-nord sin(A— ) devient

sin(A-p) avec f=n- 0,
soit sin(A+ a—m) =—sin(a+ )

etdonc v'=+2[Q2sin(A+ a)e, —2glsinae,

et D= +EI.Q “‘ ——sin(a+ A), ce qui donne :

3 \gsina

v =14.10-2¢,—37 ¢, et D=2,6cm.

Y
tremplin
verticale Az
locale
Q
Y
B=r-o
VA - 2

sud Yy nord
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e Limite de roche

1 ¢ Dans le référentiel « Cométocentrique» R, le petit
volume élémentaire de masse dm situé autour du point P est
soumis a I’attraction gravitationnelle de la comete et a celle
de Jupiter, sans oublier la force d’inertie d’entrainement, car
ce référentiel n’est pas galiléen. La relation fondamentale de
la dynamique dans R, s’écrit alors :

Sma Py, = 5mG(P) + 5mGy(P) — 6md, .

L’accélération d’entrainement est égale a 1’accélération du
centre de la comete par rapport au référentiel «Jupitero-
centrique » Ry, (les deux référentiels sont en translation I'un
par rapport a ’autre).

On applique donc la relation fondamentale de la dynamique a
la comete dans le référentiel «Jupiterocentrique» , on
obtient : .

Mcd (C)yy,, = McGy(C) .

On reporte dans 1’équation précédente, il vient :
dnd (P)yg,,, = mGy(P) + on(Gy(P) — G4(C))

(le premier terme est le champ gravitationnel propre de la
comete, le second est le terme des marées).

2 ¢ Le module de G(P) est G;ZC , celui du terme des marées

€
est de I’ordre de :

1 1 Rc
M| ——— - — | =2GM, — (d > R.).
e ) = 20 e > o

Dans le modele considéré, la cohésion de la comeéte est assurée
GM

2
@©

Si:

>2GMJR—§, soit d>30“—2MJ Re = dyy, -
d \ Me

Pour une comete donnée, il est clair que Jupiter est le pire
compagnon dans le systéme solaire, car le plus massif. (On
attribue d’ailleurs le volcanisme important de son satellite lo
aux fortes contraintes créées par les forces de marées jupité-
riennes.)

La comete et Jupiter étant supposées sphériques et homogenes :

3
K”—[R_]
Mc  pc \ Re
3
dlimz\/zﬂRh
He

My 125,107 kg.m .
7Ry
3

avec Uy =

On en déduit d};,, = 1,36 R, , soit environ 97 000 km (cette dis-
tance est comptée a partir du centre de Jupiter, ce qui repré-
sente environ 25 500 km a partir de la périphérie).
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0 Pourquoi s'amarrer
a la navette spatiale ?

1 © Pour le vaisseau, satellite de masse m gravitant autour de
la planéte, le mouvement circulaire impose la relation :

mM
\/ gORT )

mRQ? =G —, soit:

RZ
Pour 2 =2m/(2 heures) autour de la Terre, il vient :
R =8 080 km, soit une altitude /4 =1 680 km.

N

2 ® Dans le référentiel tournant a vitesse angulaire
Q= Q¢ constante, on doit tenir compte des forces d’inertie
d’entrainement et de Coriolis :

—mad, = = mQ2>CM = mQ? (R +X)e, +ye, + ze)),
_omB AT = 2m(ye, —xe),).

Le cosmonaute est aussi soumis a I’attraction gravitationnel-
le de la planéte :

F.=
Fe=

CM _ (R +x)ZX+yZy +ze,
o - 3
(R + x)* +y*+ 292
(R +x)e, + ye, + ze,
3
(R +x)*+y*+ 22
Son mouvement est donc régi par les équations :
(R +x)

- mR3Q?

X=20y+ Q*R + x) — R3Q? 3
R+x2+y* + zz>7
Yy

§ =20k + Dy - RQ? .
R+x)?*+y*+ 22)7

z
7=0%% - R3Q?

3
<(R +2)2+y* + 22>2

3 o Le terme gravitationnel annule pratiquement 1’effet de la
force d’inertie d’entrainement (terme de marée), un dévelop-
pement a ’ordre 1 en x/R, y/R et z/R nous donne alors :

=20y +30Q%
y=—20x
z=0

4 » Le mouvement du cosmonaute selon 1’axe (Oz) est clai-
rement instable : z =z, + v,.¢. Rien ne vient compenser une
quelconque vitesse initiale dans cette direction (a I’approxi-
mation linéaire).

5 e L’équation du mouvement sur (Oy) s’intégre en :
YO =y 22[x (1) = %]

que I’on reporte dans 1’équation sur (Ox) :
X+ Q2% =2Qy, +40Q%x,

que I’on integre en :
X() = x9 + | 3xg + — |(1 — cos Q2¢) + — sinL2¢
(1) =X ( 0t ( ) 0
L’expression de y(f) est alors :

V() =y — 3 (2x 2 +¥0)t — 2<3x0 2_20 ) sin 2t
o

-2 —= (1 —cosQt

o' )

6 * Avec x, seule non nulle, il vient :

x(t) = = sinQr et y(f) =——= (1 —cost
6] 0 y() o ( )

Lo . 2x
de sorte que la trajectoire est une ellipse de centre ( b EO ),

décrit a pulsation £2 : le terme différentiel tend a éloigner le
cosmonaute, mais 1’effet de la force de Coriolis le raméne a
son point de départ.

7 * Avec x, seule non nulle, on a cette fois :

X(1) = xp + 3xp (1 —cosQ2t) et y(t) =— 6x,82t — 6x, sinL2z.

A un mouvement périodique se superpose ici un effet de déri-
ve parallelement a ’axe (Oy) : le cosmonaute dérive inexo-
rablement loin de son vaisseau. Le cable d’amarrage est tout
a fait nécessaire.
Remarque : On peut se demander si I’ attraction gravitation-
nelle exercée par le vaisseau sur le cosmonaute peut éviter
cette catastrophe : a 10 métres d’ un vaisseau de 40 tonnes, la
force de gravitation est de I'ordre de 2,7.10~% N par kg de
cosmonaute, alors qu’avec x, =10 m, on a Q;ZCO de I'ordre de
7,6.10-° N.kg™!, nettement supérieure.

0 «Visualisation» de la rotation
du pendule de Foucault

1 ¢ A décrit un cercle de rayon r, = Ry cosA — L sinA a
vitesse angulaire éT autour de 1’axe des pdles, donc :

U= (RycosA—L sind)2; ..
De méme, on a :

vy = (Ry cosA+ L sind)Q2, ..
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2 * Sous la carte, le segment AB semble tourner d’un angle
da pendant I’intervalle de temps élémentaire J7, et on a :

ot
oo = (vp — vy) Z
ce qui correspond a la vitesse de rotation apparente :
3=2%7 - 2, sinAz.
ot
At =0) A(t =0 + 01
tranche de ~~~» ‘
la carte
i |
B(t=0) B(t=0+ 61

3 ¢ En général, @ differe de €2, sauf au pole (résultat intui-
tivement évident).

A la latitude — A, le sens de rotation est inversé.

Le segment CD reste perpendiculaire a AB, de méme que
la carte sombre reste perpendiculaire a la carte claire, le résul-
tat est donc le méme.

4 ¢ Imaginons que le pendule de Foucault a été lancé dans un
plan d’oscillation [nord-sud] vertical, par exemple.

En I’absence de force de Coriolis (cas du référentiel géocen-
trique en particulier), il doit garder comme plan d’oscillation
celui de la carte claire. Par rapport au sol (lié a AB), il semble
donc tourner 2 vitesse angulaire — @ dans un plan vertical.

9 Distances extrémes
pour le pendule de Foucault

1 ¢ L’équation du mouvement est :
mad(Myyg, =mg +T —2m Dy A 7 (Mg,
avec, dans la base (E'X, E'y, E'Z) :
g=-ge, et éT = 5T(cos/la +sinle))

et, pour de faibles inclinaisons :

T,=T, T,=-TX, T,=-TL.
L L

On obtient ainsi :

mjé:—T%+ 2m Qy sindy —2m Qy cosAz

mj}z—T%—Zm 0, sindx

mz=-mg+T+2m Qr cosAx

ou les termes en 2, sont correctifs, comme la force de
Coriolis dans la relation fondamentale de la dynamique.
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De plus, z ne varie pas (a un ordre 2 pres de I’angle d’incli-
naison du pendule par rapport a la verticale), ce qui permet
de reporter T = mg dans les deux premieres équations pour
obtenir :

X¥-2Q7+ wpx=0 avec w0=\/% et Q2=0;sinl
J+2Q%+ wyy=0

2 ¢ En oubliant la force de Coriolis, le pendule devrait sim-
plement osciller en +x, et —x, le long de ’axe (Ox) pour
les conditions initiales proposées.

N7
Xﬂ Fey
1
P
- X

Fe &

La force de Coriolis projetée dans le plan (x, y), notée ﬁc@//,
est,avec z=0: _,
Fqy=2mQ(ye,—xe,).
Au début de la premiere oscillation, par exemple, y = 0 et
X <0, de sorte que le pendule est dévié vers les y croissants...
et rate le point O. La simulation illustre ce phénomene, répé-
té a chaque oscillation, ce qui justifie la rotation du plan d’os-
cillation (le cours a montré que pour £2 << @,, cette rotation
s’effectue a vitesse angulaire — €2).
La simulation, prolongée plus longtemps, montre bien que la
distance au point O évolue entre deux valeurs extrémes 7,
et I'max = Xo-
3 ¢ a) On reprend les équations du mouvement dans le plan
(xOy) en utilisant les coordonnées polaires.
Sachant que, d’apres la question 1) :

dv _ mg

dr

on obtient les équations du mouvement radiale et orthoradiale :

{f—réz =—wor+2Qr6

r+2i-6=-20Q7

b) La composante verticale du mouvement cinétique au point
Oest: L.:(mT AD).e.=mr?0.

—_ -
—-2mQe. A v

La tension T (qui passe par I’axe (Oz) et le poids (parallele a
(Oz)) n’ayant pas de moment par rapport a 1’axe (Oz), on en
déduit que :

% =(@re, A (- 2m ﬁT AD)).E, == 2mQrr
t

ce qui correspond naturellement a I’équation du mouvement
orthoradiale obtenue en 3) a) :

4 (26) =20/
ar

dont I'intégrale premiere est, compte tenu des conditions
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0= Q(xg—1?).
¢) On peut maintenant éliminer 6 dans I’équation radiale, ce
qui donne :

initiales :

4 4
. 2 Xg—T
r+ra)0—(220—3=0.
,

En multipliant par 7, on I’intégre en :
4
g 2 2 X 2
2+ @y(r? —xp) + _Qz(_zo +1r2 - 2x0> =0.
7
Les valeurs extrémes de r, indiquées par =0, sont solutions

de : 5
R rz)(a)%, + Q0 %) =0

ce qui donne :

0?2
Fmax = X0 et T'min = Xo 2
22+ w

d) Pour le pendule de Foucault, long d’environ 70 m,
o = 0,37 rad.s™ ! est trés supérieure a 2, au plus égale a

0,=75.10"7rad. s ' : Q<<1—O ce qui n’est pas le cas

simulé !

Dans ces conditions, la rotation du plan d’oscillation est
lente, et ’écart au passage par le point O imperceptible.

A Paris, le plan d’oscillation d’un pendule de Foucault fait un
tour complet en environ 34 heures.

o Terme des marées,
marées de vives-eaux et
marées de mortes-eaux
1 ¢ Pour le point P, fixe dans le référentiel terrestre, on écrit

la relation fondamentale de la dynamlque sous la forme :
md (P) = O=F + m(G (P) + Gl L(P) + G s(P)) — md (P)

ou I’accélération d’entrainement est :

a,P) = - «? HP + a, (R géocentrique)

=— HP +G,(C) + G{C)

soit finalement :

0 =F +m(G(P) + o*HP)

+m(GL(P)~ G.(C) + Gs(P) - G(C)).

e Le terme m(_iT(P) + ma)zl-ﬁ" représente le poids du point P,
il est noté mg,,.
e Le terme m((_;'L (P) - éL(C)) est le terme de marées di a la

Lune, on le note mA(_g'L .

o Le terme m(és P) - 65 (C)) est le terme de marées dii au
Soleil, on le note mA§s.

PL C_l:
2 A3 =GM, [PL3 - R—éLJ

Sur le premier schéma ci-dessous, on a représenté par des

—

fleches le terme % en plusieurs points de la surface terrestre

—

ainsi que le terme C3L .
RZyL

attraction lunaire

©

L

terme différentiel

Sur le second schéma, on a simplement représenté A g, . Pour
une position donnée de la Lune, les effets sont maximaux (et
égaux en module) pour les deux points diamétralement opposés
le long de la droite CL . Si on ne tient compte que de la rota-
tion de la Terre, un méme lieu sur Terre se trouvera dans la
position ou les effets de marées sont maximaux deux fois par
jour : il y donc deux marées hautes (et deux marées basses) par
jour. Cependant, la Lune a un mouvement circulaire autour de
la Terre de période 1égerement supérieure : les heures de marées
hautes pour deux jours consécutifs seront décalées.

3ea)llPLIZ=IIPCI? +ICLI? + 2PC.CL
=R+ Ro>— 2R R cos(m, 1) .

™LP x

R R:\ >
Lo L (12 5T cosapn + —L ) 2
CL R R2

CL CL

1
= (1 +3— Cos(th)] au premier ordre en Ry ;
RCL RCL CL

ﬁzﬁ’#& , avec P_C"z—RTﬂx;
CL = Re (cos(@ )i, + sin(@,0)iiy) .
On reporte ces relations dans I’expression de A g, ; on obtient,

Rr .

en ne conservant que les termes d’ordre 1 en
@I,
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-  GM R =
S T e

+ (3cos(a)Lt)sin(a)Lz))ﬁ;) .

De méme :
GM¢ | R o
Ag =——S| T [ (3c0s2 -1
=R [Rcs ](( cor’(@s) 1)

+(3cos(a)st)sin(wst))[/y] .
b) Le diametre apparent €sous lequel on voit le Soleil ou la Lune
2R, 2R
Rer Res
les rayons respectifs de la Lune et du Soleil.

depuis P vérifie sine=¢g= ,ou R, et Ry sont

3
My uL[RLj
IAE'LI:RéL_ Re M,y
- M5 T T
Res S Res

La contribution du Soleil aux marées est loin d’étre négligea-
ble : elle est simplement environ deux fois moins importante
que celle de la Lune (le Soleil est beaucoup plus €loigné de la
Terre que la Lune mais il a une masse beaucoup (2,4.10%) plus
grande).

¢) La composante sur Cx du terme des marées est proportion-
A (3cos(22a),-t)+1)

nelle 2 3cos?(@it) — 1 donc (avec 0= @,

ou ).
Les effets de la Lune et du Soleil s’additionnent quand :
cosRa t) =cosagt) =1,

c’est-a-dire quand la Terre, la Lune et le Soleil seront alignés
(pleine lune (PL) et nouvelle lune (NL)) ; ils se retranchent quand
cos(2Qw, t) =—1 et cos(2wst) =1 (ou le contraire) , c’est-a-
dire quand les axes CL et CS sont a 90° I’'un de I’autre (pre-
mier quartier (PQ) et dernier quartier (DQ)). Dans le premier
cas, les amplitudes des marées sont importantes (marées de vives-
eaux), dans le second, elles sont faibles (marées de mortes-eaux).
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PQ

T vers le

PL NL  Soleil
DQ

@ ttude dynamique
des anneaux de Saturne

D’apres ENSTIM 2008.
1. Les anneaux de Saturne ne sont pas des solides

1 ¢ Dans le référentiel saturnien, supposé galiléen, le théore-
me de la résultante cinétique appliqué au doublet de masse
2 m s’écrit :
mmg ——> mmg
> OsM, - I 5
S S72

ZmJG =-r OSMZ

Soit —2m?rii, = — Fmmg SR ) i,
(r—a?* (r+a)?
r? + a2

20*r=2I'm .
S (r? — a?y?

0 a o
Au premier ordre en —, on obtient :
B

FmS
2

= w*r.

r

2 e Dans Rgy, M, est soumis :

. T'mmg -
— a D’attraction de Saturne : — S
r—a)’
2 —_
—alattraction de M, : + F—mu,
(2a)?

— 2 la force d’inertie d’entrainement : + m@*(r — a)i,
M, étant immobile dans PR, , la force d’inertie de Coriolis
est nulle.

—_ F —_ 2 Ed -

Soit If =— ritts u, + Fiu,+ma}2(r—a)u,..

(r—a)? 4q?

2

fla,r)=- (me)sz + Zmz + ma*(r - a).

r—a a

i 2
flay=— =20 Tm P S g,

r—a?  4d® r
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Au premier ordre en L r-a?= r-2(1 + ﬁ)
r r

3Tmmga
—

I'm?
2

r

3mga
3

3efan<0 o 1L <

4q? r

12mg
u

lzms >%

<

Soit r <r, avec ry= (

AN. :1ry=2,15.108 m.
On obtient le bon ordre de grandeur pour les anneaux.

2. Divisions des anneaux
1 © Pour un mouvement circulaire de rayon r,
> _ Gmmg ,_ Gmg

m-— = v .
r r? r

Donc plus r augmente et plus v est faible.

2e

Dans Ry
N > Up > UR.

- - - - -
3 e Dans gisp s Ua/SP = VAs — ye(A) ye(A) = rAa)pugA.

1
nmphig Gmg \2
Or mpwjrp=G— wp=<—s .

3
Tp p

3
T'A

1
A Gmg \2
De méme @, = ( SN

—_ -
Donc VA/szrA((/)A—a)P)MeA rA<rP=>(0A> Wp.
~ —_ —_
De méme vgsp = r5(@W — Wp)itg,  avec W < Op.

Dans PRgp on obtient :

VAISP

4 * On constate que A et B vont entrer en collision avec Pan

et étre éjectés de leur orbite.
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Systéme de
deux points matériels

* Mettre en évidence les grands principes d’étude des
systemes de plusieurs points matériels.

* Introduire les théorémes de Kcenig.

* Théoremes généraux de la mécanique du point.

EEEENENEENERNNNRERELY LES OUTILS MATHEMATIQUES

« Calculs vectoriels.
* Développements limités.

« Définitions
e Barycentre
Le barycentre des deux points matériels M, et M,, de masse m; et m,, est défini par :

mGM | + m,GM , = 0, ou encore : OG = mOM , + mOM,

* Mouvement du systéme

P o0 g - - .. . - —_— .,
Décrite en termes de position barycentrique 7; = OG et position relative r = MM, , la ciné-
matique du systéme fait apparaitre :
* une translation d’ensemble associée au mouvement du point G ;

« une évolution de I’orientation de la position relative 7 : le systéme tourbillonne autour de son
barycentre ;

« une évolution de la distance r = ||7| : le systéme peut se dilater (ou se contracter).
 Eléments cinétiques du systéme des deux points matériels

Quantité de mouvement : La quantité de mouvement est : p = Mv, o M est la masse totale
M= my + ms.

Moment cinétique
o e . = -_— - - -
» Le moment cinétique en un point O, est: L,=OM, Ap, + OM, A p,.
—_ - —_
» Le moment cinétique par rapport aun axe A =(0, e,) est: Ly =Ly.e,.
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ESSENTIEL o Systéme de deux points matériels

—_ - - —7
« Les moments cinétiques en deux points O et O’ sont liés par la relation: L, =L, +p A 00"

2 SR o/ O e N 1 21 2
Energie cinétique : L’énergie cinétique du systeme est : €y = 5 myvy + 5 myv;.

e Référentiel barycentrique

PR étant le référentiel d’étude, le référentiel barycentrique R* est le référentiel en translation
par rapport & R dans lequel la résultante cinétique du systéme est nulle : pg. =p* =0 : il est
en translation 2 vitesse 7 par rapport au référentiel d’étude R . Le référentiel R* est encore
appelé référentiel du centre de masse.
Dans ce référentiel R* :

- — -
» le moment cinétique du systéme est le méme en tout point : L, =L, " =L";
* le moment cinétique du systeme au point G est égal a son moment cinétique barycentrique :
- —_
Lo=L"

e Utilisation du mobile fictif

Le moment cinétique et I’énergie cinétique barycentriques du systeme s’identifient a ceux qu’au-

rait le mobile fictif de masse i, placé en M tel que GM = MM, en mouvement dans le réfé-
rentiel barycentrique :
=, 503 5 mm
L =ur A7 et €5 = l,urz, avec = 1 4+ L Guencore u=—"2
2 o my m, my + m,

e Théorémes de Kaenig
Le moment cinétique en O du systeme S est la somme du moment cinétique barycentrique et
du moment cinétique en O du point G affecté de toute la masse :

— = —_— N =, —_— N

Lo=L +0G AMvs=L +0G Ap.
L’ énergie cinétique du systeme S est la somme de son énergie cinétique barycentrique et de 1’é-
nergie cinétique du point G affecté de toute la masse :

%K=%;’§+%M1jé.

« Evolutions du systéme de deux points matériels
¢ Actions exercées sur le systéme

La résultante des actions mécaniques subies par le systeéme est égale a la somme des forces exté-
rieures subies par ses points :

— -

R=>Fo oy =R Riy=0).

Le moment, en un point O, résultant des actions mécaniques subies par le systeme est égal a la
somme des moments en O des forces extérieures subies par ses points :

Mo = > OM; A Foyyn, = Mo, (Mg, =0).

int

Les moments d’un ensemble de forces de résultante R en deux points O et O’ sont liés par la
relation :

My =Ty +R A 0OO".

La puissance des forces intérieures au systetme est P = F,_,, dr , et ne dépend pas du référentiel.
t

Elle est en général non nulle si le systeéme est déformable. Elle est nulle pour un systeme rigide :
r=cte.
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Systeme de deux points matériels e ESSENTIEL

e Dynamique d’ensemble

Le mouvement du barycentre est identique a celui d’un point matériel de masse M soumis a une
force égale a la résultante des forces extérieures :

-

- d —_
dp _ gy 9ve _ R.. .
dt dt
dL—to =My, traduit le théoréme du moment cinétique en un point O fixe.
_'*
L’égalité d(lj‘ = Mg, traduit le théoreme du moment cinétique barycentrique.
t ex
e 1o, dLy . s o S
L’égalité e =M, traduit le théoréme du moment cinétique, en projection sur un axe fixe
t ex
A=(0,¢,).

Dans un référentiel non galiléen, les résultats précédents sont applicables, a condition de comp-
tabiliser les forces d’inertie agissant sur les points matériels comme des forces extérieures sup-
plémentaires.

o Etude énergétique
P . s .. .o dég
Le théoréme de la puissance cinétique s’écrit —— = P, + Py,
dr

Le théoréme de 1’énergie cinétique s’écrit A€y = T, + Ty, et fait intervenir le travail de toutes
les forces entre I’état initial et 1’état final du systeme.

L’énergie mécanique du systeme est la somme de son énergie cinétique et de son énergie poten-

tielle :
Ey =g+ Ep=C + %pim +%ép .

Le théoréme de ’énergie s’écrit alors A€, = T, travail des actions non conservatives.

Pour un systeme conservatif, I’énergie mécanique est une constante du mouvement.

«Systéme de deux points matériels isolé
* Généralités

La résultante et le moment des actions extérieures sont nuls.
-

La quantité de mouvement totale p = M7 et le moment cinétique barycentrique L * sont des
constantes du mouvement.

-
Le moment cinétique L, en un point fixe du référentiel galiléen est lui aussi conservé.

e Utilisation du mobile fictif

L’étude du mouvement relatif, en référentiel galiléen, du systeme a deux corps isolé se ramene a
I’étude du mouvement du mobile fictif soumis a la force centrale F,_,, :

d*r _ - _
> =F,_,e,, avec U= .
dt my + my

nm,m,

u

Le moment cinétique du mobile fictif L* = u7 A ¥, est conservé. Le mouvement du mobile fic-
tif est plan, et satisfait la loi des aires.

La conservation de 1’énergiec mécanique du systeme isolé, lorsque la force intérieure est
conservative, est traduite par la conservation de 1’énergic mécanique du mobile fictif :

R . \ s N . N
= B ur?+€p . quiest I’énergie mécanique barycentrique du systeme.




ESSENTIEL o Systéme de deux points matériels

«Systéme de deux points matériels soumis a un champ
de gravitation externe uniforme
Lorsque le systéme est soumis a un champ de gravitation externe uniforme :
* le mouvement du barycentre G est un mouvement de chute libre dans ce champ de gravitation ;

« le mouvement relatif n’est pas affecté par le champ extérieur.

Conseils et pieges a éviter

* Bien connaitre «1’origine » de toutes les formules données dans ce rappel de cours.
* L’interaction entre les deux points est quelconque: un fil tendu, un ressort, une interaction
newtonienne, ...
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o Une fusée en morceaux

Une fusée, lancée depuis le sol, effectue un mouvement
parabolique. Elle se sépare en deux parties de masses éga-
les au moment ot elle atteint le sommet de sa trajectoire.
La premiere partie retombe a la verticale de ce sommet sur
le sol, a la distance D de son point de lancement. Ou
atterrit I’autre partie ? On supposera que g est uniforme.

Appliquer le théoreme de la quantité de mouvement
a I’ensemble des deux morceaux de la fusée apres la
séparation. Quelle est alors la trajectoire du centre de
masse ?

6 Mouvements de rotation
et théoreme de Koenig

On consideére un mobile constitué de deux billes M, et
M, , de masses m,; et m, , reliées par une tige rigide de
longueur € et de masse négligeable. Le centre de masse
G du systeme est, quant a lui, relié a un point fixe O par
I’intermédiaire d’une autre tige de longueur L et de masse
négligeable également. L’ensemble se déplace sans frotte-
ments sur un plan horizontal. G tourne autour de O ala
vitesse angulaire (2 et les deux billes tournent autour de
G alavitesse angulaire @, les deux rotations ayant lieu
dans le méme sens.

Déterminer I’énergie cinétique et le moment cinétique en O
du systeme des deux billes dans le référentiel fixe li€¢a O .

[

P

k@—/ﬁg
Appliquer les théorémes de Keenig. Comment s’ex-

priment la vitesse et le moment cinétique d’un point
matériel décrivant un mouvement circulaire ?

Conseil

9 * Plate-forme sur des rails

1 ¢ Une grande plate-forme de masse M est posée sur un
rail rectiligne, de direction (Ox), sur lequel elle glisse
sans frottement. A une extrémité de la plate-forme se trou-
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vent N personnes de méme masse m . Elles quittent la
plate-forme de deux facons :

a) les N personnes courent ensemble jusqu’a 1’autre
extrémité de la plate-forme et sautent en méme temps avec
la vitesse # =— v &, par rapport a la plate-forme apreés le
saut (v>0) ;

b) les N personnes courent et sautent les unes apres les
autres (avec la méme vitesse 2 que précédemment, elles
démarrent des que la personne précédente a sauté).
Déterminer, dans les deux cas, la vitesse finale 7; de la
plate-forme. Laquelle de ces deux facons de la quitter lui
donnera la vitesse la plus élevée ?

2 * Que deviennent ces résultats si la vitesse 7 est défi-
nie par rapport a la plate-forme avant le saut ?

Appliquer le théoréme de la quantité de mouvement
au systéme {plate-forme + passagers}.

Conseils

Comment est dirigée la résultante de forces extérieu-
res ? Qu’en résulte-t-il pour la quantité de mouve-
ment de ce systeme ?

9 Patinage

1 ¢ Deux patineurs A, et A, se déplacent sur une patinoire
horizontale, le long de deux droites paralleles distantes de
dy , leur vitesse étant respectivement »; et »,, leur masse
m, et m, . Arrivés au méme niveau, ils s’accrochent rigi-
dement. En assimilant chaque patineur a un point matériel,
étudier le mouvement ultérieur de 1’ensemble des deux
patineurs (vitesse de leur centre de masse G , vitesse de
rotation de I’ensemble autour de G). Commenter.

2 » Les deux patineurs se tirent alors 1’un vers I’autre, leur
distance mutuelle a I’instant ¢ est alors d(¢) . Déterminer
I’évolution de leur vitesse de rotation et le travail qu’ils
effectuent, en fonction de d(¢) , dy, v; et v,.

1) Appliquer le théoréme de la quantité de mouve-
ment au systeme des deux patineurs.

Conseils

Comment est dirigée la résultante des forces exté-
rieures ? Qu’en résulte-t-il pour la vitesse du centre
de masse de ce systeme ?

Pour étudier le mouvement des deux patineurs autour
de leur centre de masse, on se base sur les lois de
conservation (moment cinétique, énergie cinétique).
On peut travailler dans le référentiel barycentrique ou
dans le référentiel fixe.

2) Quelle loi de conservation est encore vérifice ?
Que représente le travail des forces intérieures ?



EXERCICES e Systéme de deux points matériels

6 Interaction noyau-proton.
Distance minimale d’approche

On étudie I’interaction entre un proton P de masse m et
un noyau N de masse M et de charge Ze se déplagant
tous les deux sur 1’axe (Ox). Dans 1’état initial, le noyau
est au repos et le proton est infiniment éloigné du noyau et
a une vitesse 7=+ e, .

o
Uy N

P(m) (M)

1 » Déterminer la distance minimale d’approche du proton.

2 » Quelle est la vitesse du proton, dans le référentiel fixe,

quand il est le plus proche du noyau ?

Remarque : Les deux particules exercent I'une sur I’ autre une
Ze*

5, our
4meyr

k)

force & interaction répulsive de module f =

est leur distance mutuelle.

Utiliser la conservation de I’énergie du systeme
{proton + noyau} dans le référentiel barycentrique.
Ne pas oublier que le probleme est unidimensionnel.

Conseil

6 “Mouvements de blocs reliés
par un ressort

Deux blocs A et B, de masse m , assimilables a des
points matériels, sont reliés entre eux par un ressort de rai-
deur &, de longueur a vide €, , et reposent sur une sur-
face horizontale. Le ressort est comprimé par I’intermé-
diaire d’une ficelle reliant A et B (son allongement est
— A€, < 0). Initialement, A se trouve contre un mur verti-
cal. A linstant 7=0 , la ficelle casse. Les mouvements de
A etde B ont lieu sans frottements.

ficelle

- 0000000

7

1 ¢ Déterminer la réaction du mur sur le bloc A a ’ins-
tant ¢, puis a I’instant #, pour lequel A se met en mou-
vement.

2 » Déterminer la quantité de mouvement totale et la vites-
sede G pour t> .

3 Ftudier le mouvement du systeme pour ¢ > f; .
Déterminer en particulier la période des oscillations de
I’ensemble autour du centre de masse.

4 ¢ Le point A viendra-t-il retoucher le mur ?

1) Analyser brievement ce qui se passe a 1’instant ot
la ficelle casse. Que peut-on en déduire pour le point
A ? Appliquer la relation fondamentale de la dyna-
mique 2 B a l'instant ¢ = 0" pour déterminer son
accélération. En _Qéduire celle du centre de masse,
puis la réaction R du mur sur A .

Conseis

Pour déterminer ¢, chercher I’instant pour lequel R
s’annule pour la premiere fois.

2) Appliquer la théoreme de la quantité de mouve-
ment a I’ensemble.

3) Le mouvement de G se déduit de la question pré-
cédente. Pour étudier le mouvement de A et B
autour de G , appliquer la relation fondamentale de
la dynamique a chacun des deux points séparément et
soustraire les deux équations obtenues.

0 Détermination du rapport des
masses de la Terre et du Soleil
a l'aide de la troisieme loi de
Kepler

1 ¢ Calculer la période de révolution d’un objet quasi ponc-
tuel P de masse m gravitant a une distante r (sur une orbi-
te circulaire) du centre d’un astre de masse M >> m.

2

Exprimer le rapport T—3 en fonctionde G etde M.
r

Calculer le rapport My des masses de la Terre et du
S
Soleil. On donne :

e distance moyenne du Soleil a la Terre :
D,;=150.10%km ;

e distance moyenne de la Terre a la Lune :
D,=384.10%km ;

e durée d’une révolution sidérale de la Lune :
T, = 27,25 jours.

2
2 o Reprendre le calcul précédent du rapport T—3 en ne
r

négligeant plus m devant M . Donner la nouvelle valeur

de My . Evaluer I’écart relatif que représente cette valeur
S

par rapport a celle obtenue a la question 1).

Donnée : My =81 M, .
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1) Projeter la relation fondamentale de la dynamique
appliquée au point P sur la normale au mouvement
circulaire. En déduire la troisieme loi de Kepler et
I’appliquer au mouvement de la Terre autour du
Soleil, puis a celui de la Lune autour de la Terre pour
éliminer les grandeurs inconnues.

2) Reprendre la démarche précédente en étudiant
maintenant le mouvement du mobile réduit.

Conseis

9 “*Points de Lagrange

On étudie le mouvement d’une masse ponctuelle M, tres
inférieure a M; et M, , soumise a I'influence de la Terre et
de la Lune. On cherche a déterminer les points ot il faut la
placer pour qu’elle reste immobile par rapport a ces dernie-
res. On considérera le systeme Terre—Lune comme un syste-
me isolé en interaction gravitationnelle, a la distance D =TL.

1 ¢ La particule se trouve hors de la droite définie par les
centres de la Terre et de la Lune (notés T et L). Montrer
quesi L ,T et M forment un triangle équilatéral, M est
effectivement immobile par rapport au systéme Terre—Lune.
Les deux points définis ainsi sont notés L, et L, .

2 ¢ La particule est placée maintenant sur la droite 7L .
Montrer qu’il existe trois points L;, L, et Ls pour les-
quels la condition voulue est satisfaite.
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Systéme de deux points matériels o EXERCICES

3 * Quel est I'intérét de ces positions d’équilibre ? On peut
montrer que les points L; et L, sont des positions
d’équilibre stable pour une masse ponctuelle évoluant
sous I’action de deux astres de masse m,; et m, si

m <ou —2> est supérieur a une constante de 1’ordre
n, ny

de 25.
Citer des illustrations de ces résultats.

1) Déterminer la vitesse de rotation @, du systeme
Terre—Lune, considéré comme un systeme isolé,
autour de son centre de masse, par rapport au réfé-
rentiel héliocentrique %Rs. Ecrire ensuite la condition
d’équilibre du point M dans le référentiel %R tour-
nant a la vitesse angulaire @, par rapporta %Rg. Pour
cela, on pourra effectuer un bilan des forces appli-
quées a M dans R et vérifier que, quand L, T et
M forment un triangle équilatéral, le point M est
immobile par rapport au systtme Terre—Lune. On
pourra aussi raisonner a partir de 1’énergie potentiel-
lede M dans le référentiel %R . Il faut alors exprimer
I’énergie potentielle €, uniquement en fonction des
distances TM et LM .

2) Exprimer €, en fonctionde x=GM ,ou G est
le centre de masse du systeme Terre—Lune.

Conseils




o Une fusée en morceaux

Le systéme, constitué des deux morceaux de la fusée, est sou-
mis a son seul poids. Le mouvement du centre de masse de 1’en-
semble prolonge la trajectoire parabolique de la fusée. Le cen-
tre de masse « retombe » donc a la distance 2D du point de
départ. II se trouve au milieu des deux morceaux de la fusée : le
second morceau atterrit a la distance 3D du point de départ.
Les trajectoires de la fusée et de ses morceaux sont représen-
tées ci-dessous :

i fusée X

morceau n° 1
centre d’inertie

morceau n° 2

6 Mouvements de rotation
et théoréeme de Koenig

D’apres le deuxieme théoréme de Kcenig :
« 1
€x =€k +5(m1 + 1y g

Le mouvement de G dans le référentiel li€ a O est un mou-
vement de rotation autour d’un axe fixe : vg = L.

L’énergie cinétique barycentrique peut étre calculée directe-
ment (le faire éventuellement), ¢’est aussi celle du mobile fic-
tif en rotation sur un cercle de rayon € autour de G a vites-

se angulaire @, soit :
,u(la)) (avec ,u—¢),

ny +m2

d’ou, finalement :

1 1
= ulw)* + S m+ my)(LQ)* .

D’apres le premier théoréme de Keenig,
l_:0=l_:*+(m1 +m2)0_G‘/\ Vg -
Comme pour I’énergie cinétique, le moment cinétique barycen-
trique peut étre calculé pour M, et M,, ou bien éEcrit
directement comme étant celui du mobile fictif :
L' =ulwc..

Finalement : L, = (u€?@ + (m, + m)L2Q)e. .

Remarque

L énergie cinétique et le moment cinétique barycentriques
s’ expriment respectivement comme I’ énergie cinétique et le
moment cinétique en G d'un point matériel P de masse

, tel que & =MM, .
m1+m2

9 Plate-forme sur des rails

1 ¢ Toutes les forces extérieures appliquées au systeme
{plate-forme + passagers} sont verticales (le poids et la réac-
tion du rail) : la composante selon (Ox) de la quantité de
mouvement de I’ensemble se conserve.
a) Avant le saut : p = 0. Apres le saut :
P =Mvs+ Nm(v + vy = (M + Nm)y; — Nmo)e , ,
d’ou : v = _N—mva .
M+ Nm
b) Avant le premier saut : p; = 0. Apres le premier saut :
pi=M+WN-Dmv, +m@ + 7))
(', est la vitesse de la plate-forme apres le premier saut),
- m o m -

d’ou : =- = e, .
o E M+Nmy M+va

Le systeme considéré ensuite est constitué de la plate-forme
et des passagers qui restent.

Avant le deuxiéme saut : p,= (M + (N — Dm)7, .
Apres le deuxieéme saut :

o= M+ (N =2m)v + m(v + v5)
d’ou : 17; = 17; S (—
M +(N-1m

De méme, avant le £° saut (on considére comme systeme
la plate-forme et les N — (k — 1) passagers qui restent) :
Pr=M =N = (k= 1)m)z; .

Apres le k° saut :
Pe= (M~ (N = bm)v +m(v + 7,)
d’ou : z7k = 17;6_1 n v

TMT+(N—G—ym
Pour le dernier saut, on obtient :
N-1

—

—_ —_
UN =UN-1T

M+(N om *

nd
=V .

M

M+m =

Chacun des N termes de la somme étant supérieur a
mv
M+ Nm
grande que siles N personnes sautent en méme temps.

, la vitesse finale de la plate-forme est ici plus
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2 e Le raisonnement est le méme, seule change 1’expression
de la quantité de mouvement de la personne qui saute. Si elles
sautent toutes en méme temps, la conservation de la compo-
sante horizontale de la quantit¢ de mouvement s’écrit
0=M7, '« + Nmv (la plate-forme est initialement immobile),

d’ou : Vp=———v =—"ve,.

Si elles sautent les unes apres les autres :

e premier saut : 6= (M + (N - l)m)171 +mv;

* deuxieme saut :

M+ N=Dm)v, =M+ (N =2m)vy+m(v + v)) ;

o k® saut :

M+ (N = (k= Dm)v)y =M + (N = km)vy, + m(v' + v,,) ;

« dernier saut : (M + m)vy, = Moy +m(v + vy,) .

On en déduit I’expression de la vitesse finale de la plate-forme :
N

- muv -
= _— e = .
N Z;(M+(N—k)m) o

. . mv
Dans ce cas, chaque terme de la somme est inférieur a V s

la vitesse finale de la plate-forme est plus grande quand les N
personnes sautent en méme temps.

9 Patinage

AX
e,
kAz() lj{’
AN
d,
d, Gy G D
d,
'Al " Al -
O%Z y
ar=0 at

11l n’y a pas de frottements, donc toutes les forces exté-
rieures appliquées au systeéme des deux patineurs sont verti-
cales, le mouvement a lieu dans un plan horizontal : la vites-
se du centre de masse G est constante et vaut simplement :

- -
- muvy+muv,
vgE ——— .
m; +nmy,
Sur le schéma, G se déplace a vitesse constante le long de la

droite d’équation xg =d, = 2 d.

m; + ny
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Systeme de deux points matériels @

Une fois accrochés, les deux patineurs restent a distance d,,

I’'un de I’autre. La conservation du moment cinétique bary-
centrique :

-, — —_ —_ 2 N

L' =AA AUV, = Vi) = pd*(1) we.
mm,

my + my

ou U= est la masse du mobile fictif nous indique
que la vitesse de rotation @ de ’axe A;A, est conservée. On
peut la calculer a I’instant ou les patineurs s’accrochent :
Uy~ ¥

= a)():
dy

Remarque
Cette valeur permet de vérifier la conservation de I’ énergie,
donc ici de I’ énergie cinétique (d = A,A, restant constante).

2 ¢ Le systeme étant maintenant déformable, les forces inté-
rieures travaillent. Le moment résultant des forces extérieures
en G est toujours nul, et le moment cinétique barycentrique
reste constant :

L = ud*(o)e..

Donc : dO*0(t) = dywy = dy(vs — 1)),
soit  @(t) = % . a(f) augmente quand d(f) diminue.

Le travail effectué par les deux patineurs est le travail des for-
ces intérieures T;, , d’apres le théoréme de 1’énergie ciné-
tique :
_ _ * 1 2 2 1 2 2
Ty = A€y = A€y = 5 ud=( ) - 5 ud
En éliminant @(r) , on obtient :

g =L MM,y ((ﬂ)z_ 1>.
"2 m+m d(t)

6 Interaction noyau-proton.
Distance minimale d’approche

1 ¢ L’énergie mécanique du systeéme {proton + noyau}

2
dans le référentiel barycentrique s’écrit : €= 4 X%+ - ,
2 dmeyx
5 &t 5 p . mM
ou u estla masse réduite du systeme, égale a et
m+M

A Dinstant initial, €= % ,uvé .

2
Onen déduit +pi2+ -2 = Lyp2,
2 dmegx 2
La distance minimale entre les deux particules est donc :
Zé* .. .
Xmin == (quand x est minimale, x = 0).
2mey vy




CORR'GES o Systéme de deux points matériels

2 » La formule de composition des vitesses (vitesse v, dans
le référentiel fixe et vitesse 7, dans le référentiel barycen-
trique) pour le proton donne 7, = 7, + 7 . On sait par
ailleurs que la quantité de mouvement du proton dans le réfé-
rentiel barycentrique est p, = — uxe, , elle est donc nulle
quand le proton est le plus proche du noyau, il en est alors de
méme pour 7" .

Le systeme étant isolé, la vitesse de son centre de masse
reste constante, et égale a sa valeur initiale, c’est-a-dire :
m -
vy -
m+M

Quand le proton est le plus proche du noyau, sa vitesse est

- m -

donc : vp = v
. P O.
m+M

Remarque

A ce moment-la, la vitesse du noyau est égale a celle du
proton, car vy — vy =x = 0. On aurait pu utiliser cet argu-
ment pour calculer Uy .

6 Mouvements de blocs reliés
par un ressort

1 Lorsque A aura décollé du mur, le centre d’inertie G du
systeme glissera a vitesse constante, et les masses oscilleront
autour de ce centre d’inertie.

Tant que A n’a pas décollé, les équations du mouvement sont :
mx, = kAC(f) + R avec x,= 0
mxy = — kAL(r)

Soit : (x, =0) :

Af(t):—A€0+xB—xBO=—%,

ce qui donne pour B :
mxg = — k(xz — X, = A€y).
A vitesse initiale nulle, on a donc :
Xp = Xp + Ay(1 = cosmr) = €, — A€, cos wt

avec (D=\/£.
m

La réaction du mur est enfin :
R = — kAL(f) = kAL, cos wt.

Elle s’annule (et A décolle du mur) a I’instant :

,=Z=L=£\/Z
"4 20 2N &

2 e Le mouvement de G est rectiligne et uniforme pour
t>t,avec:

g —_
- - m0 +mv (ll) -
v = vg(ty) = TB =Vg €y
. oA, . WAL,
Soi1t : v = 5 st = )

3eA > t;, R estnulle, et la soustraction des équations des
mouvements de A et B donne 1’évolution de la position
relative xz — x, :

m(Xy — Xa) = — 2kAL(t) = — 2k(xg — x5 — €,)

soit, avec 2=\2 0:

Xy =Xy = b, + (i (t) — €,) cosQ2(t — 1) + % SinQ(t—1,)

=, + A€, % sinQ(t - 1,).

N . — .
Au mouvement d’ensemble a vitesse v uniforme se super-
pose un mouvement relatif d’oscillations a pulsation €2, de

période T :2m \/ﬂ
2k

4 ¢ La position de A est :

Xp + Xp Xy — Xp
e T B

Xa(0) = 2 >

1
=XG+E(XA—XB)

= [% + % (t- tl)] -% [6, + AL, % sinQ(t - 1,)]

-2 ATfo [Q2(t — 1) = sin€2(t — )]

reste positif a ¢ > ¢, : le point A ne revient pas heurter le mur.

0 Détermination du rapport des
masses de la Terre et du Soleil
a l'aide de la troisieme loi de
Kepler

1 ° L’astre, trés massif, est considéré comme immobile au
centre O de champ de force centrale gravitationnelle :

F=-G % ¢, dans lequel évolue le satellite de masse .
7

Pour le mouvement circulaire (uniforme), on a :

2 =
. I\GM .
m— = G—Zm , soit v= |——, c’est-a-dire :
r r \ 7
3 2 2
2 > . T 4
T=2nl= “er . On en déduit —3=L.
v GM r GM
R Y
Pour la Terre (autour du Soleil) : #3 Sy ;
P GMg
T, 4w
pour la Lune (autour de la Terre) : —23 = o
D2 GMT

Le rapport de ces deux expressions est :
My (LY(D,Y
L=l =2] =301.10-5.
My \T, )\ D
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2 » Sion ne néglige plus m devant M , le mobile réduit n’est
plus confondu avec P . Le mouvement du mobile réduit obéit
a I’équation :

d 1_; Mm ~ . . . —
u——=-G——e,, soit, en projection sur e, :
dt r

2
M G(M +
/,lU—ZG—zm, ou encore v = G +m) .
r r r

2 2
On en déduit 1y = —2%
P G(M+m)

che qu’a la question précédente, on obtient :
2 3
My+M, (T |(D,
Mg+My \T,)\ D )~

Yy cette équation devient :
Mg

2 3
Myf M) (TY(Dy
MS MT T2 Dl ,

2 3
don: Mr__ 1 (Ej (&J =2.97.10-5,

. En suivant la méme démar-

Au premier ordre en

M, S 1+ % T2 Dl
T
L’écart relatif entre les deux valeurs est :
_ L =1,22 %.
M, + My

0 Points de Lagrange

1 © On considere le systeme Terre-Lune comme un systeme
isolé, la distance Terre—Lune restant constante. La Terre et la
Lune décrivent des cercles autour de leur centre de masse, de
rayons respectifs :

LD.

m
rTz—L D et 5=
my +my

myp +my,
Le point matériel M sera immobile par rapport au systeéme
Terre—Lune s’il est immobile dans le référentiel tournant avec
ce systeme (par rapport au référentiel héliocentrique, par
exemple). Il faut donc déterminer la vitesse angulaire de rota-
tion @, du systtme Terre—Lune autour de son centre de
masse. Pour cela, on applique la relation fondamentale de la
dynamique a la Terre et & la Lune séparément (dans le réfé-
rentiel héliocentrique), chacune n’étant soumise qu’a 1’ attrac-
tion gravitationnelle de I’autre :
Gmymy

D*

On additionne ces deux équations apres les avoir simplifiées
respectivement par m; et par my , on obtient I’expression de

G(my+my)
a’o:\/' TDa =

Gmym
mTa)ng = # et mLa)grL =

ay .

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problémes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.

systeme de deux points matériels @

Remargue : Cette expression nous est fournie directement par

R . 2n
la troisieme loi de Kepler en remarquant que T =— .

2
Dans le référentiel tournant, le point M est soumis aux for-
ces d’attraction gravitationnelle de la Terre et de la Lune et
aux forces d’inertie. Quand il est en équilibre, la relation fon-
damentale de la dynamique s’écrit :

6=—GmmT L - Gmm [t} + mng—M,
™? LM3

G étant le centre de masse du systeme Terre-Lune. En rem-
placant @, par son expression, cette €quation devient :

i, D o O
mqy TM% mLLMS—mT my D3.

Si les points T, L et M forment un triangle équilatéral,
TM:LM = A , les dénomina_teyrs se simplifient et il reste
mIM + m LM = (m:+ m )GM , ce qui est la définition de
G :le point M est alors immobile par rapport au systeme
Terre—Lune. On définit ainsi deux points L, et L,.

L,

Autre méthode
On peut aussi raisonner avec 1’énergie potentielle. Dans le
référentiel tournant, I’énergie potentielle du point M est :
m m 1
€p=—-Gm —T+—L)+% avec ¢, =-—mwiGM>.
F (TM M) e Be =0

Pour étudier I’énergie potentielle, il vaut mieux 1’exprimer en
fonctionde TM et LM uniquement.

1 G — —
Cépm :—Emﬁ(mT+mL)GM.GM

1 G — — —p — — —p
== my ((n M. (GT + TM) + mLM.(GL+ LM)
(car mTG_T. + mLE =0)
1 G ) ) — — — —
=—omoy (myTM?* + m LM*+ mTM .GT + m LM .GL) .

1 G — —
= —EmF(mTTMZ + }'nLL]M2 + mTGT.TL )

(car a nouveau mLE =— mTa: )




CORR'GES e Systéme de deux points matériels

On peut alors écrire :

™? LM?
€p=—Gm ﬂ+ﬂ+mT—3+mL—3 + cte.
™ LM 2D 2D

Le point sera en équilibre si €, est extrémale. Si le point
M n’est pas sur la droite TM , les variables TM et LM
sont indépendantes, la fonction €, est extrémale quand :
¢, _ 0¢, _
Jd(TM) J(LM)

s

ce qui donne LM = TM = D : c’est bien le résultat attendu.

2 ¢ Si M estsurladroite TL, sa position ne dépend plus que
d’un parametre, par exemple x = GM.

Onaalors TM =lrp +xl et LM =1r,—xl.

L’énergie potentielle de M dans le référentiel tournant est :

1 2
ép=—Gm L L +—(my +mL)x—3
lrp+xl I —xl 2 D

2
%:_Gmmr 1 L@ +1 o 2(1)
oo x 1ox| 20+’ n
jl4- 2
Ir

o Iy

m
avec o/ =—=.
my

Epr: . X P
—PT enfonctionde = est donnée
Gmmy I

Lallure de la courbe

ci-dessous :

\Ep

1
L, 1 0| Ls o Ls Ir

Il y a donc trois positions d’équilibre sur la droite 7L : L;
entre T et L,L, et Ls al’extérieur (I'un du coté de T,
I’autre du c6té de L).

3 ¢ En considérant de la méme facon le systeme
Soleil-Jupiter (la condition de stabilité des points L; et L,
est largement vérifiée), on a observé la présence d’astéroides
aux points L, et L, (planetes troyennes). Le point L; du sys-
teme Terre—Soleil peut d’autre part constituer un point privi-
1égié d’observation de 1’espace interplanétaire.
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Les bases de
I'optique géométrique -
Réflexion et réfraction

* Tracés élémentaires de rayons lumineux.

- Utilisation des lois de réflexion et réfraction des
rayons lumineux.

* Indices, longueur d’onde, lois de Descartes.

EEEERRERRRRRRRRRRRLN LES OUTILS MATHEMATIQUES

* Trigonométrie élémentaire.

«La lumiere

* La lumiere résulte en général de la superposition d’ondes électromagnétiques de différentes lon-
gueurs d’onde. Une lumiere monochromatique correspond a une onde sinusoidale de fréquence bien
déterminée.

* Dans le vide, la lumiere se propage dans toutes les directions de I’espace a la vitesse :

¢ =299 792 458 m.s! soit environ 3.103 m.s!,

« La longueur d’onde A dans le vide, la fréquence v et la période T sont liées par A = ¢T = %

* Le domaine de la lumiere visible par I’ceil humain correspond aux longueurs d’onde comprises entre
0,4 um et 0,8 um (400 nm et 800 nm).

* Dans les milieux transparents, la lumiere se

N . T . e 1 couleur longueur d’onde

propage a la vitesse v = 37 ol n est I'indice
optique du milieu. limite de I’ultraviolet 400 nm
Si n dépend de la fréquence (ou de la longueur | Violet 420 nm
d’onde), le milieu est dit dispersif. bleu 470 nm
. vert 530 nm
. Lg plup.art/d.es milieux .transparents ont. un | aune 580 nm
1n.dlc/e qui vérifie assez bien la formule sim- orange 600 nm
plifiée de Cauchy : rouge 650 nm
n=A+ % avec A et B positifs. limite de I’infrarouge 780 nm

A

On a alors Myey > Mjaune > Mrouge -

* Quelques ordres de grandeurs d’indices :
air:n=1;eau:n=1233; verres : n variant de 1,5 a 1,8 environ.
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Les bases de l'optique géométrique- Réflexion et réfraction

« Rayons lumineux
* Les constructions de I’optique géométrique sont basées sur le tracé de rayons lumineux, indépen-
damment les uns des autres. On les construit en utilisant les lois de Snell-Descartes.

* Dans un milieu homogene et isotrope, la lumiere se propage en ligne droite ; les rayons lumineux
sont des droites.

¢ Dans un milieu d’indice variable, le rayon lumineux se courbe et tourne sa concavité vers les zones
d’indice croissant (sens du gradient d’indice).

« Lois de Snell-Descartes

« A I'interface de deux milieux d’indices optiques différents (dioptre), un rayon lumineux donne en
général naissance a un rayon réfléchi et a un rayon transmis (réfracté), situés dans le plan d’incidence
défini par le rayon incident et la normale locale au dioptre.

o Réflexion

Le rayon réfléchi est symétrique au rayon incident par rapport a la normale & ’interface : i} =i, .

¢ Réfraction

L’angle de réfraction i, est lié a I’angle d’incidence 7, par : n, sin i; = n, sin i, .
Si ny < n,, le rayon réfracté existe toujours. Il s’ap- .
proche de la normale. A N P

Si n; > ny, il y a réflexion totale lorsque 1’angle
d’incidence i; est plus grand que I’angle de réfraction
limite i; , tel que :

ny
ny

dioptre —

sin ij =

n, :
1

ny<n, =

Cette propriété est utilisée dans les fibres optiques, les Uy

prismes a réflexion totale...

Si le rayon réfracté existe, il s’écarte de la normale. Figure réalisée avec n, < n, .

* Les lois de Descartes obéissent au principe de retour inverse de la lumiere : tout trajet suivi par la
lumiere dans un sens peut I’étre dans le sens opposé.

Conseils et piéges a éviter

« Faire le plus souvent des schémas clairs et relativement précis.
* Attention a la définition du plan d’incidence.
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o Détection d’'une faible torsion

Sur un dispositif susceptible de tourner d’un petit angle o
autour de 1’axe vertical A, on a fixé un petit miroir plan.
Un faisceau laser est réfléchi sur le miroir et forme une
tache sur I’écran d’observation a distance L.

Cette tache a un diametre de 5 mm.

Quel est I’ordre de grandeur des angles de rotation détec-
tables a I’aide de ce systeme? Si la tache se déplace de
5 cm, quel est I’angle de rotation mesuré ?

o

; écran

laser

Faire un schéma pour déterminer la direction du
rayon réfléchi.

Conseil

6 Incidence de Brewster

On considere ’interface air (indice n, = 1) — eau (indice
n=1,33).

Pour quel angle d’incidence i3 le rayon réfléchi est-il
perpendiculaire au rayon réfracté ?

Faire un schéma dans le plan d’incidence.

Conseil

9 Que voit I'ceil ?

o : s\@m

Un il regarde une lampe a travers un cylindre dont les
parois internes sont réfléchissantes. Les bases du cylindre
de rayon r et de hauteur € sont percées de deux petits
trous.

Que voit I’ceil ?
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Quels sont les trajets possibles menant d’un trou a
’autre ?

Conseil

@) imergence rasante

Le plan de figure est le plan d’incidence.
Le rayon arrive a I'incidence « = 40°, et émerge en rasant
la face adjacente.

1 ¢ Quel est I’indice du cube de verre ?

2 * Que se passe-t-il pour o > 40° et pour o < 40°?

@

Une émergence rasante correspond a la limite de
réflexion totale...

Conseil

6 Décalage par une lame a faces
paralleles

Pourquoi le rayon lumineux sera-t-il « décalé » par la lame
de verre ? Quel est ce décalage si e = 3 cm, pour un indi-
ce n = 1,5, I'incidence étant fixée a 50° ?

@

Faire la construction du trajet de retour et repérer les
angles pertinents.

Conseil

6 Eclairage d‘une fontaine

Une fontaine est éclairée par un projecteur, orienté verti-
calement et encastré dans son fond.

Le fond du bassin est-il éclairé ? Pourquoi ? Définir une
zone de pénombre au fond du bassin, et préciser sa dimen-
sion. Peut-on voir le luminaire du bord du bassin ?




Les valeurs numériques utiles sont indiquées sur le sché-
ma. L’indice de I’eau est n =1,33.

Peut-il y avoir réflexion totale a I’interface eau-air ?

Conseil

0 Autofocalisation

d’un rayon laser
Un faisceau laser de forte puissance P , de section cylin-
drique s et de rayon a traverse un milieu dont I’indice

n dépend de la puissance P et de la section s du laser
suivant la loi :

P
n—ny =0—
N

(ny et o désignent des constantes positives).
indice ny

16

indice n

indice n,

Montrer que cette propriété a tendance a faire converger le
faisceau laser initialement parallele. Evaluer un ordre de
grandeur de I’angle de convergence de ce faisceau.
Données : P=1kW ; a=0,3mm ;

0=2.102m>. W' ; ny=1,5; s=0,3mm?.

Considérer un rayon limite du faisceau laser et appli-
quer la loi de Descartes pour la réfraction entre un
milieu d’indice n, et un milieu d’indice n.

Conseils

6 Réfractométre d’Abbe

Un réfractometre d’Abbe comprend deux prismes iden-
tiques, d’indice N = 1,732, & base en forme de triangle
rectangle dont le deuxiéme angle est noté A (cf. schéma).

Les bases de l'optique géométrique - Réflexion et réfraction

Entre ces prismes est intercalé un film de liquide d’indice
n que I’on cherche a déterminer.

Liquide d’indice n

d
1 ¢ Quelle est la direction du rayon entrant par la face ab
a I’incidence i, s’il émerge du dispositif par la face cd ?

2 ¢ Que vaut I’indice n si on observe une disparition du
rayon transmis pour une incidence i = 18°?

3 * Quels sont les indices mesurables avec ce dispositif ?

Faire un schéma, avec les angles associés. Peut-il y
avoir réflexion totale ? Ou ?

Conseil

9 Observation d’un tube
barométrique

Un tube de verre cylindrique d’indice » , de rayon exté-
rieur a et de rayon intérieur b est rempli de mercure. Un
observateur tres éloigné du tube regarde le tube dans une
direction normale a I’axe du tube (on suppose donc que les
rayons lumineux provenant du tube éclairé forment un
faisceau de lumiere cylindrique arrivant vers I’ceil de I’ob-
servateur).

A

2a|2b

\

Expliquer ce que voit ’observateur suivant les valeurs du

rapport 2 .
a

Considérer le rayon limite tangent au cylindre inté-
rieur et étudier la condition pour laquelle il sort du
tube de verre.

Conseil

@ Fibre a saut d’indice

Une fibre optique a saut d’indice est formée d’une ame de
rayon r et d’indice n;,entourée d’une gaine d’indice n,.
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Les bases de l'optique géométrique - Réflexion et réfraction

1 o Les indices des matériaux disponibles valent 1,50 et au cceur de la fibre ? Quelle fréquence de transmission
1,65. Expliquer le principe du guidage, et indiquer le peut-on envisager pour cette fibre ? Existe-t-il une solution
matériau a choisir pour I’ame de la fibre. technique réduisant cet inconvénient ?

2 ¢ Pour une impulsion lumineuse guidée dans la fibre de
longueur L, pourquoi y a-t-il un décalage temporel, noté
7, entre les différents rayons qui lui sont associés et guidés

Le confinement est assuré par réflexion totale.
Examiner alors le trajet total du rayon.

Conseils
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o Détection d’une faible torsion

04

L’angle o étant petit, le rayon réfléchi revient a distance
d = 2alL, d’aprés la construction.

On peut estimer que ce décalage est décelable si d > 5 mm,
soit o > 6,25.10~* rad = 2', ce qui est comparable au pou-
voir séparateur de 1’ il (de I’ordre de 3.10~* rad).

Pour d =5 cm, on obtient o= 20".

9 Incidence de Brewster

. . . . T
On a sin ly=nsini, aveC iy + I)g = 5 5
d’ou tan i;5 = n, ce qui donne ;5 = 53°
i .
UPISR( air
n
5 eau
)

ijg est appelée incidence de Brewster ; elle est bien connue
des photographes qui utilisent, au bord de la mer ou sur une
montagne enneigée, des filtres polarisants pour diminuer les
reflets parasites a cette incidence (cf. cours de 2¢ année).

9 Que voit I'ceil ?

Les trous étant de petite dimension, un rayon entré en S doit
ressortir en A apres des réflexions éventuelles sur les parois.
» Cas d’une réflexion (doc. ci-dessous).

/ 01 H

01\\

Ona tan 6, = 17 avec SH = £ soit tan 6, = 2
SH 2 ¢

* Cas de deux réflexions (doc. ci-dessous).

On a tan 492=ﬂ avec SH=£,soit tan62=—r.
SH 4 4
Dans le cas de & réflexions, on trouve facilement que :
2kr
tan @, =——.
T

Par raison de symétrie autour de la direction SA, le rayon
dessiné peut tourner autour de SA . L’ceil recoit donc un cone
de rayons sortant sous I’angle 6, . L’ceil verra un cercle pour
chaque valeur de 6,. Remarquons que pour k =0, on obtient
un point central.

@) imergence rasante

1 Al’entrée, sin ¢=n sin r.
Et pour avoir un rayon émergent rasant, il faut avoir :

. (m
nsin|—=—-r|=1
2
o . 1 . Vn?-1
On en déduit successivement : cos r = —, sinr = ———,
n n

sin @=\n?— 1, etenfin: n=+/1+sin> a=1,19.
2 ¢ Pour o > 40°, r est plus grand, et % —r plus petit : la

lumiere émerge partiellement par la face supérieure.
Pour o < 40°, il y a réflexion totale sur la face supérieure.
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Les bases de l'optique géométrique - Réflexion et réfraction o CORRlGES

6 Décalage par une lame a faces
paralleles

La construction montre que le rayon sort de la lame sans avoir
été dévié, mais décalé de la distance d.

Sur le schéma, on peut identifier :
d=CB=ABsin(i—r)=e¢ SnE=7)
cos 1
Pour i=50° on obtient r = 30,7°, puis d= 1,15 cm.

6 Eclairage d’une fontaine

Pour o = arcsin <l>, on est a la limite de réflexion totale a
n

la surface de I’eau. La transmission vers 1’air a lieu pour des
angles o plus faibles, et on peut estimer qu’il existe une zone

Pour une fontaine de demi-largeur égale a 2,5 m, le fond sera
donc assez sombre (si la surface de I’eau est peu agitée).

8

[
L2

Pour que 1’observateur puisse voir le projecteur, il faut trou-
ver un angle ¢, avant la réflexion totale, tel que :
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§=htan o+ H tan 3, avec sin f=n sin o.

En posant x = sin ¢, il vient :

L X nx

—_—= h

2 N V1 —n?x?
La résolution numérique conduit a un angle « = 28° : 1’ob-
servateur peut apercevoir le projecteur.

+H

0 Autofocalisation
d’un rayon laser
Selon les lois de Descartes, les rayons du faisceau laser ont ten-

dance a étre déviés vers la région de fort indice, donc vers I’axe
du faisceau (puisque n > ny).

i =

\r

)

[SIE]

. - P
Il vient ny= n sini, = n cos@= (”0 +a—jc0s9.
s

P =
n restant voisin de 7, car (Ol—z7-10 13), 0 est tres
s

2
petit ; on peut donc prendre cosf = 1-— 97 , d’ou:

0~ 2% 106 rad.
sny

Si le faisceau laser converge effectivement vers I’axe (auto-
focalisation), cette convergence reste tres faible, voire négli-
geable dans le cadre de I’application numérique proposée.

€) réfractometre d’Abbe

e

Si les faces des prismes en regard sont paralleles, le schéma
montre que le rayon sort sans déviation.

2 ¢ Une réflexion totale bloque 1’émergence si

r’ > arcsin (l>
N




@ Les bases de l'optique géométrique - Réflexion et réfraction

La somme des angles d’un triangle valant 7, on peut lire sur
le schéma : (% - r) + (% —r’) +A=m,soitr+r' =A.
La réflexion totale a donc lieu lorsque :

sin i = N sin [A — arcsin (ﬁ)]

N

ce qui donne une mesure de I’indice du liquide :

n =N sin [A — arcsin (ﬁﬂ

N

On obtient numériquement : n = 1,321.

3 ¢ La réflexion totale est envisageable tant que n < N.

o Observation d’un tube
barométrique

Le rayon tangent au cylindre intérieur arrive sur le cylindre
extérieur avec I’incidence i’ ; aprés réfraction (si elle existe),
le rayon sortant fait un angle i avec la normale tel que :
n sini” = sini .

Sur le schéma précédent, on constate que :

sini'=%=2, d’ou b=£sini.
OA a n

observation
du mercure

R a
Cason b=—
n

. T a
On peut donc envisager le cas limite ou b=— .
n
Sur le schéma ci-dessus, i’ prend la valeur limite 7 définie par
|
sinij = —.
n
Tous les rayons sortant du tube passent, avant réfraction sur

. L. R . a . .
le cylindre extérieur, & une distance r=—sini<b et
n

proviennent nécessairement du mercure. L’observateur a
donc I’impression de voir le tube completement rempli de
mercure (il ne voit pas le verre).

L. R . a
Il en sera évidemment de méme si b= —.
n

. a .
Enrevanche, si b <—, 1’observateur voit le tube de verre de
n
diametre 2a dans lequel le mercure occupe un cylindre appa-
rent de diametre :
. . a . .
2HA = 2a sini = 2nb (pulsque b=— s1nlj .
n

Pour I’observateur, le mercure parait donc occuper un volu-
me plus important qu’il ne le fait en réalité (cylindre de dia-
metre 2nb au lieu de 2b).

observation
du mercure

Cason b <

S| S

@ Fibre a saut d’indice

1 ¢ Le guidage sera réalisé si on obtient une réflexion totale
interne du rayon lumineux : la gaine doit correspondre au
milieu d’indice le moins élevé, donc n, = 1,65 et n, = 1,50.
Pour un rayon situé dans un plan méridien, on obtient un
schéma de la forme :

axe de la fibre

. L. . ny T
Le guidage est assuré si f# > arcsin (—), avec a= — - f,
ny 2
. ny L.
soit pour ¢ < arccos [ — |. Pour un rayon non méridien,
n

incliné de o par rapport a I’axe de la fibre, 'incidence S
sera plus élevée, 1'inégalité obtenue est donc une condition
suffisante au guidage.

2 * A une impulsion lumineuse sont associés des rayons dont
I’inclinaison varie entre 0 et o pour qu’ils restent confinés
dans la fibre.
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Les bases de l'optique géométrique - Réflexion et réfraction o CORR'GES

o N C o o s 5
Le trajet parcouru a vitesse — varie donc de L (inclinaison

n
mL . . .
nulle) a L A (inclinaison maximale), et le temps
cos o ny
: mL . niL . ) ) )
du trajet de —— a4 —— Une impulsion subit donc un élar-

c n,c
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. mL [ n

gissement temporel de valeur 7= —— (—1 - ) On peut
© ny

envoyer les impulsions a une fréquence supérieure a 1/7 sans

risquer une perte d’information. En pratique les fibres

optiques sont des fibres a gradient d’indice (et non a saut d’in-

dice), ce qui diminue cette difficulté.




Formation
d’'images

« Utiliser, observer, discuter le stigmatisme de
quelques systemes optiques simples.

- Stigmatisme, aplanétisme.
 Conditions de Gauss pour un systeme centré.

EEEENENEENERNNREREEY LES OUTILS MATHEMATIQUES

« Trigonométrie.

« Stigmatisme

Un systéme optique réalise le stigmatisme pour un point objet A et son point image A’ si tout
rayon issude A passe par A’ apres avoir été traité€ par le systeme optique : ces points sont conju-
gués par le systeme optique.

« Aplanétisme

Un systeme centré est un systeéme optique possédant la symétrie de révolution autour d’un axe,
appelée axe optique.

Un systeme centré est aplanétique pour un couple de points A et A’ s’il est stigmatique pour le
couple de points A et A’, et s’il conserve cette propriété en conjuguant des points B et B’,
voisins de A et A’ respectivement, et situés dans les mémes plans de front, perpendiculaires a
I’axe optique.

« Conditions de Gauss

Un systéme centré est utilisé dans les conditions de Gauss si les rayons sont paraxiaux: proches
de I’axe optique, et peu inclinés. Les miroirs ou dioptres sont utilisés au voisinage de leur som-
met.

Les conditions de Gauss assurent aux systemes centrés un stigmatisme (conjugaison point a
point), et un aplanétisme (conjugaison plan a plan) approchés.

Le stigmatisme permet d’associer a un point de I’axe une image sur 1’axe : une relation de conju-
gaison caractéristique traduit cette propriété.
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Formation d’images

Le foyer principal objet F a son image a I’infini dans la direction de I’axe optique. Le plan focal
objet est le plan de front contenant F.

Le foyer principal image F' est I'image d’un point objet a I’infini dans la direction de I’axe
optique. Le plan focal image est le plan de front contenant F'.

Dans les conditions de Gauss, la connaissance de points particuliers comme les foyers, centres ou
sommets des miroirs ou dioptres permet une construction graphique des images en quelques
traits.

Les rayons construits sont situés dans un plan contenant 1’axe optique, et toutes les figures réali-
sées sont un tel plan méridien.

systeme optique

écran éventuel écran éventuel
A et A’ sont réels A est virtuel et A’ est réel

systéme optique systeme optique

A estréel et A’ virtuel A et A’ sont virtuels

Conseils et pieges a éviter

* Attention a une erreur fréquente due aux notations :
un objet A a pour image A’
Mais I’image de F n’est pas F' :
un objet en F' a son image a I’infini dans la direction de I’axe optique.
{un objet a I’infini dans la direction de ’axe optique a pour image F'.
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o Le miroir

Deux personnes mesurent respectivement 1,62 m et
1,85 m. Leur visage a environ 25 cm de hauteur, les yeux
étant 2 10 cm du sommet du crane. Elles veulent toutes
deux voir leur visage dans un miroir.

A quelle distance du sol doit-il étre placé, et quelle est sa
hauteur minimale ?

Il faut mettre en évidence les rayons limites arrivant
sur le miroir.

6 stigmatisme de I'ceil

L’ceil est assimilé a un dioptre sphérique air-eau (n = 1,33)
de rayon R =6 mm au repos.

Quelle doit étre la distance entre ce dioptre et la rétine,
sachant que 1’ceil emmétrope au repos vise a I’infini ?

Faire apparaitre les angles, et traduire la position du
point de convergence, si ceux-ci sont petits.

Conseil

€) ttude d’un périscope

Soit un périscope schématisé sur la figure suivante.

Y ¢ miroir M, B
45°
0, A
h
Q\ o
45° o

miroir M, [
y

On désire observer I'image A" de A (x, y) donnée par les
deux miroirs M, et M,.

1eOuestlimage A' de A ?

2 ¢ Quelle est 'image d’un vecteur AB ? Conclusions ?

Ou est I'image d’un point par un miroir plan ?

Conseil

G Lentille mince plan convexe

Une lentille plan convexe résulte de 1’association d’un
dioptre plan air-verre et d’un dioptre sphérique de rayon
de courbure R =10 cm.

En considérant un rayon analogue a celui représenté sur le
schéma:

1 ¢ Discuter les valeurs utiles du rayon d’ouverture r de
la lentille. En utilisant la limite associée, préciser 1’épais-
seur maximale e de la lentille. Pour une lentille mince,
cette limite peut-elle étre contraignante ?

2 » Déterminer la focale de la lentille dans 1’approxima-
tion de Gauss. Connaissant 1’indice d’un verre «stan-
dard », commenter ce résultat. Qu’obtiendrait-on pour une
lentille équiconvexe ?

Y a-t-il émergence assurée du rayon ? Déterminer le
foyer F' dans I’approximation des petits angles.

Conseil

9 Principe d’un télémetre
élémentaire

Un télémetre est un instrument optique destiné a mesurer
les distances. Celui que 1’on se propose d’étudier est cons-
titué :

¢ d’une lame plane semi-réfléchissante M, ;

e d’un miroir plan M, .

Sur le schéma ci-apres, I’appareil vise un objet ponctuel A
situé a I’infini ; M, et M, sont paralleles et inclinés a 45°
des rayons incidents.

L’eil, placé en O , voit ainsi I’objet A directement a tra-
vers M, (trajet 1) d’une part, par réflexion sur M, puis
sur M, (trajet 2) d’autre part.

Ondonne a=1/=5cm et b=0[=4cm.
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A A
Y (1) )
n n
4 4
1 J
M, M,
(€9) (¢3)
0] écran percé
= "= d’untrou

=

1 » Montrer que si l’objet A se trouve a une distance finie
d=A0 (M, et M, restant paralleles et M, étant incliné
a 45° sur le rayon incident A/O correspondant au trajet
1), I'eil voit deux images distinctes dont on déterminera
la distance angulaire ¢ en fonctionde d et a.

Faire 'application numérique pour d = 1,2 m.

2 o Pour évaluer la distance d , on fait tourner le miroir
M, autour de J d’un angle 6 de manicre a amener les
directions des deux images en coincidence. Déterminer 6
en fonctionde a, b et d.

3 o L’exil possede un pouvoir séparateur angulaire de
1 minute (I’ceil ne distingue pas deux rayons faisant entre
eux un angle inférieur a 1 minute) ; calculer I’incertitude
Ad commise sur la mesure de la distance d .

Utiliser les propriétés du miroir plan lors d’un dépla-
cement de celui-ci.

Conseil

G Lentille demi-boule

Soit le systeme lentille demi-boule plan convexe éclairé en
lumiere parallele ; on se propose d’estimer les limites
quantitatives permettant d’avoir un « bon » stigmatisme.

M
R y > 75 X \
h 27
e R x
X' o H/|S A

Soit un rayon arrivant a I’axe optique, a une distance / de
cet axe.

Etudier la relation liant SA & 4. A I’aide d’un calcul numé-
rique, estimer les limites du stigmatisme approché.

Données : R=100mm, n=1,5 et n=1,6,
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Formation d’images

11 faut utiliser les lois de Snell-Descartes et des rela-
tions trigonométriques simples.

Conseil

0 stigmatisme du miroir sphérique

1 ¢ Quelles remarques peut-on faire au sujet de la simula-
tion donnant le tracé de quelques rayons lumineux issus de
A qui se réfléchissent sur le miroir ?

miroir

2 © Pour limiter ’extension du faisceau lumineux issu de
A et réfléchi par le miroir, un diaphragme est placé sur
I’axe optique, son centre coincidant avec celui du miroir.
Que peut-on dire du résultat de la nouvelle simulation ?

diaphragme

3 o Définir un point A’ image de A et déterminer sa posi-
tion a ’aide de ’angle 6 que fait le segment CA avec
I’axe du miroir. Caractériser le lieu des points A’ des
points A situé sur le plan source. A-t-on réalisé un syste-
me aplanétique ?

4 ¢ Pourrait-on envisager une position particuliere du plan
objet permettant de réaliser la propriété d’aplanétisme ?
Commenter.




o Le miroir

i image de
________________ la téte
10 cm —
----- [3\ IS S e ee &---
t7:_5_9m __________ -f
15 cm Ao
hauteur 4 des yeux
plan du
miroir dimension transversale
minimale pour
sol une personne

La téte et son image sont équidistantes par rapport au miroir.
Pour voir le haut de la téte, il faudra donc 5 cm de miroir au-
dessus des yeux, tandis que pour voir le bas, il faudra 7,5 cm.
La distance au sol doit étre calculée pour la personne la plus
petite, soit :

d=162-10-17,5=144,5 cm.
La hauteur du miroir doit permettre aux deux personnes de se
VOIr.
C’est la personne la plus grande qui donne sa valeur minimale,
Soit :
L=d’ —d avec d’=185-10+5 =180 cm.

L =35,5cm.

En conclusion, un miroir de 40 cm placé a 1,42 m du sol
conviendra tres bien.

6 Stigmatisme de I'ceil

Un rayon paraxial parallele a I’axe optique doit couper ce
dernier sur la rétine car 1’ceil emmétrope au repos vise a I’in-
fini.

______________________________________________ E_

rétin

air eau

Sur le schéma, ou les angles sont petits, on peut lire :
Xg =X+ hcotan (i —r)

=R[(1—cos i)+L,i}
tan (i —r)

~R.|o+ 1

@

=R .
n-1

Pour n=1,33 et R =6 mm, la rétine se situe donc a 24 mm
derriere le dioptre sphérique d’entrée.

€) ttude d’un périscope

1 ° Soit A; I'image de A donnée par M, .
0,A, doit étre le symétrique de O;A par rapport a M, .
m(x, y—h) donc M(y — h, x), puisque M, estincliné de
45°.
On en déduit les coordonnées de A, :

O0A, =00, +0A, = (y—h,x +h).
A’ est 'image de A, donnée par M,. OA” est le symétrique
de OA; par rapport a M, . Donc :

OA” (x+h,y—h).

Le point A" est donc visible par 1’ceil.

2 o Le vecteur AB est transformé en A'B’ , avec A'B' = AB
(voir figure ci-dessous).

Ce systeme permet de visualiser un objet dans le cas ou un
obstacle existe devant 1’ceil. Les miroirs étant stigmatiques,
I’image est nette.

A=

Al

~

d+h
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Formation d’images a CORRlﬁéS

6 Lentille mince plan convexe 6 Principe d’un télémeétre
1e élémentaire
A
e
e
o
“Ja
Une réflexion totale a lieu au point M si i > arcsin (l> .
n
R R
soit y=Rtani >r= ﬁ, ce qui définit le rayon maxi- NS
n*— S
mal utile d’ouverture de la lentille. /‘/\450
L’équation de la face bombée est x? + y?> = R%, en prenant )
I’origine en C. ! . :
n?-2 o N
Onadonc: xg=R, et x, =VR>*—r?=R : LN
n>—1
L’épaisseur maximale vaut alors : e = xg — x, = 0,55R pour \‘A

n=1,5. ]
Pour une lentille mince, ¢ << R, donc y, < r, et cette limite
n’intervient pas.

Onnote A, I'image de A par M, : JA = ( d_ ab ),
2 e Le point F' est a l’intersection du rayon émergent et B

de I"axe Ox, soit : xp = xy + y cotan (i' ). donc ﬁz = ( d=b ) puisque M, est pour le moment a 45°.
Dans I’approximation de Gauss : —a
Xo= X=X =R, i=L, i'= %, Par le miroir M,, A, a pour image A’ : A, = (d_ s a),
—a
de sorte que f’=07F’=Lz2R pour n=1,5. doie ﬁ=( =@ )
n—1 d-b+a
Pour une lentille équiconvexe, juxtaposition de deux lentilles
plan convexe, il suffit d’additionner les vergences, donc : On en déduit OA' = ( d_+a ),
a
fl=—R __ _Rsin=15 .
2(n—1) soit : tan O = ~0,04 rad = 2° 17".
a+d
2¢ [
M,
%
s M,
A/
IV 2
26
A2
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CORRIGES a Formation d’images

A

4

Ay

Lorsque M, passe en M, par rotation de 6, A, passeen Aj)
par rotation de 26 autour de J dans le plan de figure. Pour
que I’image A’ vienne sur I’axe OI, il faut que A5 soit sur
I’axe IJ horizontal, comme sur la figure.

On cherche la position de A, donc la valeur de I’angle o

On remarque que JAH = m= % = @
Dans le triangle JA,H, la somme des angles donne :
n="L +(£ +20)+<£— )
2 4 4
car m:% et m: % +26. Onen tire : o= 26.

Comme Al=d-b et IJ=a,il vient :
a

d-b’

Numériquement : 6= 0,02 rad = 1°14°.

tan 260 =tan o =

a

3 o L’angle 6 est petit, tan 20~ 20 = T

Lerreur sur I’angle 20 est de 1’ d’arc.
aAd ; 1’=l><Lrad
(d - b)* 60 180

_ 2
D’ou : Ad = @ A(20).

A(20) =

AN.:Ad=0,8 cm.
Ce télémetre est d’autant plus précis qu’il est utilisé pour de
courtes distances.

G Lentille demi-boule

Soit M le point ou le rayon émerge de la lentille : OM =R .

o o
Deplus. S =nSmr, avec SIHV=E.

Dans le triangle rectangle OHM, on a :
OM? = OH* + HM?, soit OH =\R> - h2.
Dans le triangle HMA , I’angle en M vaut :

n—(ﬂ—r)—i=£+r—i.
2 2

On en déduit tan(i - r) = <~
HA

SA=S0+OH+HA=-R+R—12+ —"
tan(i —r)
Le rayon émergent existe si sinr < 4 , SOit :
n
h<LZ =667 mm.
n
n = 1500
(mm) rC) i°) SA
0 0 0 200
7 4 6 199
13 8 12 196
20 12 17 191
27 15 24 183
33 19 30 174
40 24 37 161
47 28 44 145
53 32 53 124
60 37 64 96
67 42 90 34

=
1l
—_
=
1]
—
9]
N
1l
—_

7

100 34

Lorsque £ est petite devant R, on a un stigmatisme approché.
On essaie de donner un ordre de grandeur du /s maximal
admissible :

h

sinr=r, sini:i,tan(i—r)zi—retrzE.
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sini=nsinr conduita i{=nr:

SA~—R+ V-1 + -
=T
SA~—R+VR—i2+—R_
n—1
. = = R
sih—0, SA—SF =K.
n_

« Avec n=1,5,SF =2R =200 mm.
Si on accepte une erreur de 5% sur SF', soit SA = 190 mm,
il faudra prendre s < 20 mm.

* Avec n=1,6,.8?’=i

)

pour la méme erreur, il faudra prendre /2 < 25 mm.

= 167 mm. Le calcul montre que

On remarque que h,,,, dépend de R et de 'indice optique,
donc de la longueur d’onde.

0 Stigmatisme du miroir sphérique

1 o Les rayons issus de A ne se coupent pas en un endroit
précis, et nous ne pouvons pas définir une image A" du point
A. En utilisant des rayons trop inclinés, nous n’avons pas de
stigmatisme réalisé par le miroir sphérique.

2 e Lorsque le faisceau est diaphragmé au voisinage de C,
les rayons utilisés constituent un pinceau de faible ouverture.
Nous constatons qu’ils se coupent en un point A’ assez bien
défini : le stigmatisme, approché, est réalisé, malgré une incli-
naison assez importante du pinceau lumineux par rapport a
I’axe du miroir.

Nous pouvons le comprendre en envisageant ’axe S,CA,
obtenu par rotation d’angle @ autour du point C, dans le plan
de figure. Le faisceau de rayons lumineux issus de A, dia-
phragmé, permet de se retrouver dans le cas d’un miroir sphé-
rique effectif de centre C, d’axe S,CA, utilisé dans les condi-
tions de Gauss pour former 1’image A’ de A. D’ou le stig-
matisme observé sur la simulation...
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Formation d’images CORR|GES

S

3 * Nous pouvons alors construire le point A’ en utilisant la
relation de conjugaison du miroir d’axe S,CA, avec origine

o1 1 _ 2 _2
ancentre : — + — = —— = —.
CA CA’ CSy R
_R
Or CA= ,donc : CA’ = R2 .
cos ¢ 1+—cos @
2d

Nous reconnaissons 1’équation, en coordonnées polaires
d’origine C qui constitue I’'un de ses foyers, d’une conique

d’excentricité e = 2% (ellipsoide si e < 1, paraboloide si

e>1).

Les images A’ sont réparties sur cette surface, qui n’est pas
un plan de front perpendiculaire a ’axe optique : le systeme
réalisé est stigmatique (stigmatisme approché), mais pas
aplanétique.

4  La surface précédente est plane si son excentricité devient
infinie, donc, a R donné, lorsque d tend vers zéro. Cela
signifie que le miroir sphérique réalise un stigmatisme et un
aplanétisme approchés, au voisinage de son centre, méme en
dehors des conditions de Gauss.




Miroirs
et lentilles

* Mettre en ceuvre le stigmatisme des miroirs et len-
tilles dans les conditions de Gauss, et étudier
quelques associations.

 Constructions, conjugaison, grandissement des len-
tilles et miroirs utilisés dans les conditions de Gauss.

EEEENENEENERNNREREEN LES OUTILS MATHEMATIQUES

« A peu prés rien, comme d’habitude.

« Constructions graphiques

Les conditions de Gauss assurant stigmatisme et aplanétisme approchés, une construction d’ima-
ge a I’aide de deux traits lumineux permet une étude rapide des systemes centrés.

11 est utile de mettre a profit les propriétés tres simples de quelques points remarquables du sys-
téme optique.

Les représentations simplifiées des miroirs et dioptres sphériques par leurs plans tangents sur
I’axe optique sont effectuées sur des schémas ou les dimensions transverses sont dilatées.

Sur les schémas, les axes sont orientés: les positions et tailles des objets sont repérées par des
valeurs algébriques.

« Conjugaison et grandissement

Le stigmatisme est traduit par une relation de conjugaison liant les abscisses des points A et A’
conjugués sur 1’axe par le systeme.

La linéarité entre la taille de 1’objet et celle de I’'image est traduite par le grandissement transverse

Y= AA_IB;’ . C’est une grandeur algébrique, qui dépend de la position de I’objet et des caractéris-

tiques du systéme centré.
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« Miroirs sphériques

Le miroir est défini par son centre C et son sommet S. On note R =SC son rayon de courbu-
re, positif pour un miroir convexe (divergent), négatif pour un miroir concave (convergent).

Les foyers du miroir sont confondus: F = F’, et au milieu du segment CS: f=SF = FC = §

La distance focale du miroir est: f=SF = %, sa vergence est: V = 1 , exprimée en dioptries.
B J
el A F
== e ——
B I

Construction de I'image formée par un miroir sphérique.

La construction de base permet de retrouver rapidement les relations de conjugaison de Newton :
. 2
FA.FA' = FS? = R—, ou Descartes: —— + —— = 2 on L 4 L
4 CA CA CS SA  SA’
AB _CA' __SA' _SF _AF

AB  CA SA AF  SF
En particulier : C est son propre conjugué, et % =—1; S est son propre conjugué, et % =+ 1.

2
= ——, ainsi que les
N&

expressions du grandissement transverse y=

« Lentilles minces sphériques

La lentille mince sphérique a les mémes effets sur lumieére lorsqu’on la retourne face pour face.

Les foyers objet F' et image F’, sur I’axe optique, sont symétriques 1’un de ’autre par rapport
au centre O de la lentille.

La lentille est définie par son centre O et sa focale.

La focale d’une lentille est f' = OF' =—OF =—f (ou sa vergence V = i)

!

Les lentilles minces sphériques a bords minces sont convergentes, leurs foyers objet et image sont
réels. Celles a bords épais sont divergentes et leurs foyers sont virtuels.

Un rayon passant par O n’est pas modifié par la traversée de lentille.

B J

Construction de I'image formée par une lentille mince.
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Miroirs et lentilles

La construction permet de retrouver rapidement les relations de conjugaison de Newton:

FAF'A’ = OFOF' =ff’=—f’2,ouDescartes:L—; L oou L

OA" OA OF p’

que les expressions du grandissement transverse y= ABT Oi =P - Y .
AB OA p FA FA

En particulier : le «plan » de la lentille, contenant O, est son propre conjugué, et % =+ 1.

1 .
= — =V, ainsi

!

> -

!

F

)
~
QS

«Associations de systemes centrés

Les éléments associés sur un méme axe optique dans un systeéme composé réalisant un stigma-

tisme et un aplanétisme au moins approchés, ces propriétés se retrouvent dans 1’instrument glo-
bal.

Les constructions et relations de conjugaison peuvent €tre utilisées de proche en proche dans le
systéme composé. Le grandissement obtenu est le produit des grandissements successifs.

En général, une association de deux lentilles (ou plus) n’est pas assimilable a une unique lentille
équivalente. Mais lorsque deux lentilles sont accolées, elles forment un systéme équivalent a une
seule lentille, de méme centre, et de vergence obtenue par addition des deux vergences (théore-
me des vergences).

Deux lentilles minces accolées forment un systeéme équivalent a une lentille mince.

Un systeme catadioptrique composé peut se ramener a un miroir « équivalent ».

Conseils et pieges a éviter

* Toujours prendre des rayons de propriété connue (passage par F, O, C, S, ... parallele a I’axe, ...)
pour faire des constructions d’image.

* Deux rayons suffisent, mais un troisieme permet de vérifier une construction.

* Attention au sens de la lumiere pour écrire les relations de conjugaison de Descartes.

@ sens de la
lumiere
L
A F 0O F’ A’ A A
(L)
|
OA'" O0A OF' OF
@ sens de la
«
lumiere
T L
A F lo F' A A A
(L)
1 1 _ 1 _ 1

OA OA' OF  OF
En invoquant le retour inverse de la lumiere, on retrouve bien que A’ a pour image A.
Dans les situations précédentes, les relations de Newton s’écrivent :
cas (1) FA.F'A" =—f?
(2 FA'.F'A=-f2.
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. : 2
€D 1raversée d'une lentille ’

Déterminer, par une construction géométrique, le rayon a
émergent issu du rayon incident représenté, dans les deux
cas ci-dessous :

e —

Pour réaliser ce type de construction, il faut utiliser
les propriétés du plan focal et du centre du miroir.

On rappelle que tout faisceau incident de rayons
paralleles converge vers un point du plan focal apres

Conseils

2 réflexion. Comment détermine-t-on ce point ?
Y 4 De méme, tous les rayons passant par un point du plan
a T2 0 . N
focal sont réfléchis en formant un faisceau parallele.
Comment obtient-on la direction de ce faisceau ?
1 ? - . /, o
9 Construction d'une image
Déterminer, par une construction géométrique, la position
A de ’image A’ d’un point objet A, dans les cas suivants :
1 \A 4
% Trois rayons ont un comportement évident... Le @
§ rayon passant par O n’est pas dévié, le rayon passant
&~ par F sort parallele a I’axe, le rayon parallele a I’axe F 0 P
sort par F'. Il s’agit d’en mettre au moins un a profit.
Y
6 Réflexion sur un miroir 2
a
Déterminer, par une construction géométrique, le rayon a
apres réflexion sur le miroir dans les deux cas suivants :
1e ) 0 r
y A/
a
L—
— 3
°
| A a
~ i a
i O 4 F
Y
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Miroirs et lentilles

On vérifiera le résultat au moyen des relations de conju-
gaison de Descartes et de Newton.

On précisera la nature (réelle ou virtuelle) de I’objet et de
I’image.

Pour construire I’image d’un objet appartenant a I’axe
optique, on utilise la propriété d’aplanétisme. Soit B
un point objet tel que AB soit normal a I’axe, et B’
son image. Ou se situe I’'image A” de A?

Conseils

Pour construire I’'image B’ de B , on utilise les
rayons remarquables. Rappeler la construction du
rayon émergent lorsque le rayon incident :

* passe par le centre optique;

* passe par le foyer objet;

* est parallele a I’axe optique.

Combien y-a-t-il de rayons remarquables nécessaires
pour construire 1’image B’?

a Objet virtuel

Construire I’image A'B’ d’un objet virtuel AB, perpendi-
culaire a I’axe optique, par un miroir :
a) concave ; b) convexe.

I1 faut se rappeler la construction du rayon réfléchi
lorsque le rayon incident passe par S, F ou C.
Combien de rayons remarquables sont nécessaires ?

Conseils

6 Concentration du flux solaire

Sur son ile déserte, un naufragé dépourvu d’allumettes
tente d’allumer un feu avec une loupe trouvée dans les
débris du navire. Celle-ci est une lentille convergente de
diametre D =2 cm et de distance focale image f”= 10 cm.
Vu de la surface terrestre, le Soleil a un diametre angulaire
o de I’ordre de 1072 rad , et envoie par rayonnement sur
une surface S une puissance (ou flux) P = @S¢, , flux
surfacique solaire, de ordre de 1kW.m™.

Le naufragé fait I'image du Soleil sur une feuille seche et
il attend qu’elle s’enflamme.

1 ¢ Quel est le diametre d de I’image du Soleil par la len-
tille ?

2 ¢ Quelle est la valeur ¢ du flux surfacique au niveau de
cette image ?

3 ¢ On admet que, lorsque 1’équilibre thermique est atteint
et en dehors de toute conduction thermique, la températu-
re absolue T d’un corps absorbant soumis a un rayonne-
ment caractérisé par un flux surfacique ¢ est donnée par
la loi de Stefan :

@o=0T* avec 6=5,67.10°8W.m?2,K*.

Déterminer I’ordre de grandeur de la température atteinte
au niveau de I’image du Soleil. Discuter la vraisemblance
du résultat.

Le Soleil étant a I’infini, dans quel plan se trouve son
image ?

A chagque direction de rayons solaires correspond un
point du plan focal image. Comment construire sim-
plement ce point?

L’image du Soleil recoit tous les rayons incidents sur
la lentille, donc toute la puissance qui traverse la len-
tille.

Conseils

6 Plans conjugués

Un objet lumineux AB et un écran sont normaux a 1’axe
optique d’une lentille mince convergente de distance foca-
le image f’.La distance de 1’objet a 1’écran est égale & d .

1 ¢ A quelle distance de 1’écran doit-on placer la lentille
pour faire une image nette de I’objet AB sur I’écran? Ce
probléme a-t-il toujours une solution ?

2 e« Déterminer le grandissement pour chacune des deux
solutions quand elles existent.

11 s’agit ici d’exprimer que le point A’ (intersection de
I’écran et de 1’axe optique) est conjugué du point A .
On dispose pour cela de deux relations de conjugaison
équivalentes, celle de Descartes et celle de Newton.

Conseils

Pour le calcul du grandissement 7, il faut faire un
schéma représentant 1’objet, I’'image, la lentille et un
rayon remarquable reliant I’objet B a son image B’ ;
I’expression de 7y se trouve alors simplement en
considérant des triangles homothétiques.

0 Observation d’un miroir éclairé

Une source, modélisée par un disque lumineux de centre A
et de diametre BD = 2 cm, est placée devant un miroir
sphérique concave de rayon de courbure R = 30 cm, de
rayon d’ouverture r =6 cm, de centre C , de sommet S et
de foyer F .

i

S ——t

d
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1 ¢ La source est placée au milieu de FC . Construire, puis
préciser la position et la taille de I’'image de la source don-
née par le miroir sphérique.

2 » Un observateur, dont 1’ceil est placé sur 1’axe optique
a distance d du miroir, regarde celui-ci. Comment le
disque argenté du miroir apparait-il éclairé ?

3 e Reprendre cette étude dans le cas ou la source est pla-
cée au milieu de SF .

4 » Que deviennent ces résultats lorsque la source est dans
le plan focal du miroir ?

Utiliser les propriétés du foyer et du centre d’un
miroir sphérique.

Pour qu’un point du miroir paraisse éclairé, il faut
qu’un rayon partant de la source et réfléchi en ce
point parvienne a I’ ceil.

Conseils

9 Profondeur de champ
d’un objectif photographique

L’objectif d’un appareil photographique a mise au point
fixe est constitué d’une seule lentille, de distance focale

/7 =50 mm, limitée par une monture de rayon R.
Son nombre d’ouverture, également fixe, est :

=L—11.
2R

La position de la pellicule est telle que I’image d’un objet,
de hauteur 4 =2 m et situé a une distance d, du foyer
objet, soit nette et longue de 4’ =35 mm.

1 e Déterminer la valeur de d,, ainsi que la distance d
entre la pellicule et le foyer image.

2 » Un objet ponctuel est situé sur 1’axe optique, a une dis-
tance d (différente de d,) du foyer objet.

Déterminer le rayon r de la tache image obtenue sur la
pellicule.

On supposera que d reste grand devant f” .

3  On considere que la netteté de I’'image est acceptable
si, apres un agrandissement de rapport 25, le rayon de la
tache image d’un objet ponctuel n’excede pas 1 mm.
L’image d’un objet a I’infini est-elle « nette » ?
Déterminer la profondeur de champ, c’est-a-dire I’ensem-
ble des valeurs de d pour lesquelles I’image est considé-
rée comme nette.

Les points sont repérés par leurs distances aux foyers.
Quels rayons remarquables faut-il tracer pour cons-
truire I’image ?

Conseils
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La relation entre le grandissement et la position des
points conjugués se détermine comme toujours en
considérant des triangles homothétiques.

Quelle relation de conjugaison (Descartes ou
Newton) faut-il utiliser ?

Pour déterminer le rayon de la tache image, on cons-
truit le faisceau qui converge vers 1’image du point
objet; I'intersection de ce faisceau avec la pellicule
détermine la tache image.

o Rétroviseur

Un rétroviseur de véhicule est assimilé a un miroir sphé-
rique de rayon de courbure R.

1 ¢ Un objet situé a 20 m apparait par réflexion avec une
taille 5 fois plus petite que 1’original.
Préciser les caractéristiques du miroir.

2 ¢ Le conducteur est 2 1 m du rétroviseur. Quelle taille
faut-il donner au miroir pour percevoir, a une distance de
100 m, un champ de largeur 30 m ? Ces conditions d’uti-
lisation semblent-elles bien compatibles avec 1’approxi-
mation de Gauss ?

Comment percoit-on un objet éloigné par réflexion
sur un miroir concave ou convexe ? Quel est le trajet
associé a un rayon réfléchi au bord du miroir ?

@ Doublet

1 ¢ Déterminer, par une construction géométrique, la posi-
tion de I'image A’ de I'objet A a travers le systéme de
deux lentilles L, et L, . On précisera la position de
I'image intermédiaire A, (image de A par L) ainsi que
sa nature (réelle ou virtuelle).

~
8]
IS

~
IS

2 o Vérifier le résultat en utilisant les relations de conju-
gaison.

3 e Tracer un faisceau de rayons issu de A .




Miroirs et lentilles

(%]
‘s Pour une association de lentilles, on détermine les ima-
wv .
S gessuccessivesde A:
o
L, L, .
A A, A

Pour déterminer A, a partir de A , puis pour déter-

miner A" a partir de A, , on utilise les méthodes de
construction et formules de conjugaison usuelles.

m Lentille demi-boule
a face argentée

Déterminer les caractéristiques du miroir équivalent, dans
I’approximation de Gauss, a une lentille demi-boule dont
la face bombée a été rendue réfléchissante.

Face argentée

Sens de la lumiere
incidente

Pour ce systeme catadioptrique, il faut rechercher le
centre et le sommet du miroir équivalent, dans les
conditions de Gauss.

Revoir I’Essentiel si besoin. Attention, la lentille
demi-boule n’est pas une lentille mince !

Conseils

@ Association de miroirs

Par définition, un miroir sphérique est constitué par une
surface réfléchissante en forme de calotte sphérique. L’axe
de symétrie de cette calotte est appelé axe optique princi-
pal. Cet axe passe par le centre C du miroir et « perce »
celui-ci en son sommet S .
On donne la relation de conjugaison entre un point objet A
et son image A’ sur I’axe principal, pour un miroir sphé-
rique de sommet S et de centre C, suivant les conditions
de Gauss :
1 1 2
—t ===

SA” SA SC
1 ¢ a) En déduire les distances focales objet SF et image
SF’ d’un tel miroir sphérique.
b) Faire les schémas de miroirs concaves et convexes avec
leurs foyers.

¢) Un miroir concave est-il convergent ou divergent ? Et
un miroir convexe ? Faire les schémas correspondants.

2 » On réalise un systeme optique constitué par 1’associa-
tion de deux miroirs sphériques M, (concave, sommet

S, ,centre C;)et M, (convexe, sommet S, , centre C,)
de méme axe optique principal, disposés comme sur la
figure ci dessous.

R

2
C2 /Sz é\ Sy
R

1

Le miroir M, est percé en son sommet S; d’un petit trou
permettant a la lumiere de passer, mais ne modifiant pas
ses propriétés.

Les distances focales f; et f, des deux miroirs M, et M,
sont telles que Ifjl=3,0m et [//=2,0m.

a) On note d=ﬁ.

Déterminer d pour que tout rayon incident parallele a
I’axe optique et réfléchi par les deux miroirs passe par S;.
Vérifier le calcul par un graphique a I’échelle de 2 cm pour
1 m. Dans la suite, on conservera cette valeur de d .

b) Déterminer la position des foyers F et F’ de ce sys-
teme optique.

¢) Vérifier graphiquement que ce systtme optique est
équivalent a une lentille mince dont on donnera les carac-
téristiques.

d) Quel(s) avantage(s) ou inconvénient(s) posséde(nt) ce
montage par rapport a la lentille équivalente ?

Relire 1’Essentiel. Quelle est la définition d’un
foyer ?

Utiliser le tracé des rayons lumineux pour résoudre la
deuxieme question.

Conseils

@ Mise au point

Sur le schéma, la distance D est fixe ; le réglage du sys-
teme est réalisé en jouant sur la distance d .
Données : f/=4cm et fy=—6cm.

L, L,
1] écran
B A
A
X1 X

A 0, 0, (0]

Y Ay

D

1 » Mise au point a infini

a) Le systeme est réglé de facon a ce que les objets a I’in-
fini donnent une image nette sur I’écran. Quel est néces-
sairement le signe de D — f;” pour que ceci soit possible ?

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problémes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.



b) Lorsque cette condition est réalisée, quelle est la valeur
de d,notée d. , correspondant a ce réglage?

¢) Faire un schéma du systéme et construire I’'image d’un
objet AB al’infini vu sous I’angle o, pour D =5cm.
d) Calculer la taille de I'image en fonction de « .

2 » Modification du systeme

a) Lorsque 1’on veut mettre au point sur un objet a distan-
ce finie, dans quel sens faut-il déplacer la lentille diver-
gente ?

b) On souhaite réaliser un systéme tel que d., correspon-
de a la valeur D . Calculer la nouvelle longueur de D a
donner au systeme. Interpréter cette valeur.

3 ¢ Latitude de mise au point

a) Dans le cas précédent, indiquer la profondeur de mise
au point du systeme, c’est-a-dire le domaine des positions
de ’objet AB susceptibles de donner une image nette sur
I’écran lorsque I’on donne a d une valeur adaptée.

b) Faire une construction soignée a 1’échelle 1/2 permet-
tant de déterminer la position de A .

Retrouver le résultat par le calcul.

Donnée : d=6cm.

Soit A;B; I'image de AB par L,,et A’B’ I'image
finale par L, . Comment sont placés les points O, ,
A, et A surl’axe?

Quelle est donc la valeur minimale de D ?

Pour calculer d.., il suffit d’écrire que F{ et O sont
conjugués par L, .

Quand I’objet est a distance finie, ou se trouve son
image par L, avant ou aprés F| ? Quand on appro-
che une lentille divergente d’un objet virtuel, I’'ima-
ge, quand elle est réelle, s’approche-t-elle ou s’écar-
te-t-elle de 1’objet ?

Conseils

m Doublet achromatique

L’indice d’un verre dépend de la longueur d’onde de la
lumiere. Pour caractériser sa dispersion, on utilise trois raies
spectrales de référence :
—raie D : 589 nm ;

—raie C : 656 nm (rouge) .
Sa constringence est alors définie par :

raie F : 486 nm (bleu) ;

v=nD—_1(v>0).

g =N
De plus, la vergence V d’une lentille mince est propor-
tionnelle a (n—1) :
V=(m-1)A,ou A estun facteur géométrique qui dépend
de la courbure des dioptres.

1 ¢ Deux lentilles minces, de vergences V, et V, sont acco-
Iées : elles ont méme axe, et on considere que les centres
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optiques sont confondus. Montrer que ce doublet est équiva-
lent a une lentille unique dont on calculera la vergence.

2 ¢ Une lentille, de distance focale image f},= 150 mm
pour la raie D, est taillée dans un verre de constringence
v=40.

Déterminer 1’écart entre les distances focales ff et f¢ .
Quelle est la conséquence pratique de cette dispersion ?

3 ¢ On accole deux lentilles, de vergences moyennes (ver-
gence pour la raie D) égales a V| et V,, taillées dans
deux verres de constringences v, et v, .

a) A quelle condition les distances focales ff et f¢ sont-
elles confondues pour le doublet?

b) Ce doublet est-il rigoureusement achromatique ?
(Autrement dit, f” est-elle rigoureusement indépendante
de la longueur d’onde ?)

¢) Application

On veut construire un doublet approximativement achro-
matique de focale f” =500 mm avec un flint pour lequel
v; =30 et un crown pour lequel v, = 60.

Calculer les focales des deux lentilles accolées.

Pour étudier un systeme de deux lentilles L, et L, ,

il faut considérer une image intermédiaire.

Si A est un point quelconque de 1’axe, alors :
At A L a

La position de A, puis celle de A” sont déterminées

par les relations de conjugaison.

Un systeme optique (ici le doublet) est assimilable a

une lentille mince si la relation de conjugaison qui

relie les positions de deux points conjugués peut

s’identifier a celle d’une lentille mince.

En général, un systéeme de plusieurs lentilles n’est

pas équivalent a une lentille mince unique.

Quelle relation de conjugaison (Descartes ou

Newton) est ici la plus appropriée ?

Quelle est la signification du signe de la vergence

d’une lentille ?

Conseils

@ Doubleur de focale

capteur

objectif boitier




Miroirs et lentilles

capteur

objectif «—  » boitier
e

Un appareil photographique est modélisé par une focale
f1 =60 mm qui peut étre déplacée par rapport a un plan
de mise au point dans lequel est placé le capteur d’image :
la distance d est ajustable.

1 © L’objet photographié est loin (a 200 m), et mesure
20 m. Quelle est la taille de I’'image sur le capteur ? Quelle
focale faudrait-il employer pour doubler cette taille ?
Commenter.

2 ¢ On envisage de réaliser ce doublement a I’aide d’un
dispositif « doubleur de focale », d’épaisseur e contenant
une lentille mince divergente de focale f3;.

Le réglage de la premiere lentille étant inchangé, détermi-
ner e et f, permettant de réaliser cet agrandissement
d’image. Que penser de I’encombrement de 1’appareil ?

3 ¢ Que deviennent les résultats précédents si I’objet
photographié est a distance finie ?

@ Une association lentille-miroir

On considere un systéme catadioptrique constitué par une
lentille divergente de focale image f' et centre O, pla-
cée devant un miroir concave de rayon R et sommet S, a
distance OS =-f".

Pour les constructions et calculs, on prendra f' =—2R.

S
o

1 ¢ On repere un point A de I’axe optique, et son image
A’ par ce systéme catadioptrique, par les abscisses x = OA
et x' = OA’. Etablir la relation de conjugaison :

6xx’ —5xR - 5x'R +4R>=0.

2 o Justifier qualitativement, constructions graphiques a
I’appui, 1’équivalence du systeme, en termes de position
des objets et images, a un miroir sphérique de sommet X
et centre £2.

3 e Vérifier la qualité des constructions effectuées en cal-
culant les positions de X et £

4 » Retrouver la relation de conjugaison en utilisant les
caractéristiques du miroir équivalent.

Utiliser les constructions usuelles et les formules de
conjugaison des miroirs et lentilles. Attention au sens
de parcours de la lumiere, qui traverse la lentille deux
fois, mais dans des directions opposées !

Revoir si besoin les rappels de cours pour la détermi-
nation du miroir équivalent.

Conseils

@) tquation d’un rayon lumineux
dans un systeme de lentilles

Un rayon lumineux traverse un systeme de N lentilles min-

S 1
ces, identiques, convergentes, de convergence C = —,

paralleles et régulierement espacées d’une distance a sur le
méme axe optique (Ox)

e s R
AR

a_i

1 ¢ Considérons I’une des ces lentilles. Le rayon lumineux
y arrive avec une incidence «, en un point N d’ordonnée
y ; il en ressort avec une inclinaison ¢'. Déterminer une
relation entre o, o', y et C.

2 » On suppose que les lentilles sont suffisamment proches
I’'une de I’autre (a << f') pour pouvoir assimiler le rayon
lumineux a une courbe d’équation y = y(x) dont la dérivée
est continue.

a) Etablir ’équation différentielle vérifiée par la fonction
Y.

b) Résoudre cette équation en supposant que le rayon
passe par O avec une incidence .

On utilise la relation de conjugaison de Descartes
pour une lentille, puis on passe a un modele continu
en écrivant que a = dx.

Conseil

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problémes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.



@ Cavité formée par deux miroirs
confocaux

On se propose d'étudier, dans le cadre de 1'approximation
de Gauss, deux miroirs sphériques dont les faces réfléchis-
santes sont en regard, distantes de D, ont le méme axe (Ox)
et le méme rayon R.

| =
}
¥

1 ¢ Un point objet A sur I'axe est repéré par son abscisse
x=0A.
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a) Quelle est la relation liant x, R et D qui assure que A est
sa propre image apres réflexion sur un miroir puis l'autre ?
b) Discuter les solutions correspondantes, en précisant la
forme des miroirs (concaves, convexes) et la distance D
devant les séparer. Quelle particularité distingue le cas
d'une cavité confocale (F, =F,) ?

2 * On suppose désormais les miroirs sphériques confo-
caux F'y =F,,noté F.

a) Décrire 1'évolution dans la cavité d'un rayon incident
paralléle a 'axe, puis d'un rayon passant par F.

b) Pour un objet A, B, situé dans un plan de front, A; étant
sur l'axe, préciser son image apres 2N réflexions dans la
cavité, ainsi que le grandissement correspondant.

1) 11 est préférable ici d’utiliser la relation de conju-
gaison de Newton.

2) Un schéma clair permet une discussion efficace, ce
qui est souvent le cas en optique géométrique...

Conseils




o Traversée d’une lentille

1 © Premiére méthode : on utilise des rayons « évidents »
paralleles a celui étudié. IIs sortent tous par le méme point B
du plan focal image.

Deuxieme méthode : on utilise des rayons « évidents » qui
passent par le méme point A du plan focal objet, et qui sor-
tent tous paralleles a celui recherché.

A
A — e ——
<CER GETE CI —
— ) N [<1--_
T F 0“--»__ ‘F«’-:--
Y

2 © On utilise le méme principe, F et F' étant ici virtuels.
Méthode 1 :

Y pd
—
LT
—1 1
T =
AT Lr o [T F
T P - T
> B -
— 1"
1 A

Méthode 2 :

6 Réflexion sur un miroir

1 e Certains rayons ont un comportement évident a repré-
senter :

—un rayon passant par C revient sur lui-méme ;

—un rayon réfléchi en S revient symétriquement par rapport
al’axe ;

— un rayon passant par F revient parallele a I’axe ;

—un rayon paralléle a I’axe revient en passant par F.

11 suffit donc d’utiliser au moins I'un de ces rayons pour
effectuer la construction.

Premiére méthode : Prendre au moins un rayon « évident »
parallele a celui étudié. Apres réflexion, tous passent par le
méme point B du plan focal.

L
| B/ L4
— ¢ LA
RS
e
TV
7

Deuxiéme méthode : Prendre au moins un rayon « évident »
passant par le méme point A du plan focal objet. Apres
réflexion, tous reviennent dans la méme direction.
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b )
a
s a
7 B A
= Sy -
al f . . ’ bl 0] Pl I ———
» F | S 2 T17T ]
, ’/,’ P v A
24N
OA =-3a, f’ =5a . D’apres la relation de Descartes :
2 o C’est exactement le méme principe, avec C et F vir- L = L—L , d’ou OA’ = - 75a.
tuels. o OA” Sa 3a
Premiére méthode : FA =2a . D’apres la relation de Newton :
— 254° —
F'A =- , d’ot F'A"=-125a.
2a
N On retrouve bien :
™ OA'=OF + F'/A'=-75a.
PR o | N A’ est I'image virtuelle de I’objet réel A .
:E*/: e a o
Y a
i
L
= & 7/ ; =
A 1:’ /i’ (0] TR
Deuxiéme méthode : ™
T
A
SSSs
S . OA =—6a, f"=-5a.D’apres la relation de Descartes :
\ ~ ~ RN
> R L:— i—i, dou OA"'=-273a.
] RN OA’ S5a 6a
S| F - FA =—1la . D’apres la relation de Newton :
2 -
i FA=-2% goy FA=221a.
—1la
On retrouve bien :
OA'=OF + F'A'=-2T3a.
A’ est 'image virtuelle de ’objet réel A .
9 Construction d'une image e . .
Pour construire I’image d’un point A de I’axe optique, on a B
prend un point objet B tel que AB est normal a I’axe. On B -
trace au moins deux des trois rayons remarquables issus de B e
et passant respectivement par le foyer objet, par le centre — — 0
optique et par le foyer image. T T TP T e T A T T
L’intersection de ces rayons définit I’image B’ de B .
En raison de la propriété d’aplanétisme, 'image A" de A est
déterminée par la projection orthogonale de B’ sur I’axe.
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OA =3a, f’ =35a . D’apres la relation de Descartes :

Lol Ll dor 0A=187a.
0OA” Sa 3a
FA =8a . D’apres la relation de Newton :
2 N
FA=-2% oy FA'=-313a.
a

On retrouve bien a nouveau OA” .

A’ est I'image réelle de I’objet virtuel A : en effet, A et B
ne sont pas définis par une intersection de rayons; ce sont les
points vers lesquels convergeraient les rayons d’un faisceau
incident si celui-ci n’était pas intercepté par la lentille.

G Objet virtuel

a) AB virtuel, A’B’ réel.

IR =
s -
x' C g A x
b) AB et A’B’ virtuels.

6 Concentration du flux solaire

1 o 1l suffit de construire les rayons lumineux émis par deux
points du Soleil diamétralement opposés. A chaque direction
de rayons solaires correspond un point du plan focal image
déterminé par le rayon non dévié qui passe par le centre
optique O .

Avec I’approximation de Gauss, les images des deux extré-
mités d’un diamétre sont distantes de d =f"or.

On obtient d =1 mm .

2 o Sur la tache, de diamétre 1 mm, se trouve concentrée
toute I’énergie lumineuse entrant par la lentille.
La puissance lumineuse entrant dans la lentille s’exprime par :

Ces deux puissances sont égales, et donc :

D\
(P=(Po(;) , soit @ =400 @, =400 kW.m>.

1/4

3 o D’apres la loi de Stefan T = (%) ,
soit 7= 1 600 K . La température est en fait inférieure : la len-
tille absorbe une partie du rayonnement, et surtout, I’énergie
thermique ne reste pas localisée sur 1’image du Soleil, mais
diffuse tout autour par conduction.

L’expérience montre cependant que, avec un peu de
patience, la température devient suffisante pour provoquer
I’inflammation de la feuille.

G Plans conjugués

1 ¢ Soit O le centre optique, A" I'image de A sur I’écran,
p=0A et p'= 0A.
« Soit on utilise la relation de conjugaison de Descartes :

1 1 1 ,
— _—=— enremarquantque p=p —d :

P p f

p?r—dp’ +df' =0;
« Soit on utilise la relation de conjugaison de Newton :
FA. F'A=—f"2 ,avec (p—f) (Y —f) =ff ou encore
(p'—d—f) (' —f")=ff" eton obtient la méme équation du
second degré en p’ .
Cette équation a deux solutions si d>>4df’ ,soitsi d>4f".

On retrouve un résultat connu : pour une lentille conver-
gente, la distance minimale entre un objet réel et son
image réelle est égale a 4 f' .
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Les deux solutions sont alors :
’ ’
hoat

, d | 1 , d
=—|1- /1-4— t =—|1+ — .
P 2[ \ d] 7 2( \ d]

On remarque que p; =—p, et ps=—p; ; les deux positions
sont équivalentes si on intervertit la source et I’écran.

2 ° Le grandissement est, dans le premier cas :

On passe d’une solution a I’autre en échangeant p’ et d—p’,
donc :

_pi__pi _pi=d_1

p pi-d  p; 7

* Les grandissements sont donc inverses 1’un de I’autre.

el

e Le cas limite (d=4f") est caractérisé par un grandissement
égal a— 1.

0 Observation d’un miroir éclairé

1 ¢ La construction utilisant les rayons passant par le centre
et le foyer figure ci-dessous. Le disque image a pour diame-
tre B’'D”.

D
B
i A A’
S F C
D
B

Les triangles BCD et B'CD’ sont homothétiques :

B'D' _|CA
BD |CA|
Avec CA= Cr_ % =-7,5 cm, la formule de conjugaison
L+é=é donne CA’ . 15 cm
CA” CA CS 2

et B'D’=2BD=4cm.
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2 © Une partie du disque apparait lumineuse s’il existe des
rayons émis par la source qui sont pergus par 1’observateur
apres réflexion sur cette partie du miroir. Elle apparait som-
bre s’il n’y en a pas.

Les rayons émis par le disque de diamétre BD ressortent par
le disque image de diamétre B'D” .

L’ceil ne regoit donc de la lumiere que si le segment joignant
le point du miroir a 1’ceil coupe B’D’ .

L’observateur percoit de la lumiere a I’intérieur d’un cone
d’angle :

B'D’
200=
d-SA’
limité par ce disque image.
Le miroir est vu sous 1’angle :
2r
2=—.
P d

Deux cas peuvent alors étre envisagés.

Casl. a<f,

Cas 2. a> f3, et tout le miroir apparait lumineux
et I’ @il ne peut voir que ByD , par réflexion.
La distance limite, au-dessus de laquelle le miroir n’apparait
que partiellement lumineux, vaut :
SA’
d0=w=67,50m.
1—
2r

.. . , 3R
Le cas étudié correspond a SA” = 7 < d,, donc au cas 2.
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3 e L’image B’D’ est a présent virtuelle comme le montre le
schéma ci-dessous.

::::=, é}"
S
A’ S
A F C
H—D
A - 3R
De méme que pour le cas 1 : CA= 1

@:% et B'D’=2BD=4 cm,

B’D’ est plus petit que 2r : le miroir n’apparait jamais tota-
lement lumineux.

4 ¢ Comme le disque est dans le plan focal, I’image B’D” est
maintenant a I’infini, définie par I’angle :

2a=22.
FC

Le miroir apparait totalement éclairé lorsque :

r FB BD
ﬁ = —<Q=—=— s
d FC R
partiellement éclairé le cas échéant.
La distance critique est ici d, = 22 ~90cm.
BD
B
o
o
o

Cas 1. Le miroir apparait entiérement lumineux,
et I' @il ne voit que la partie ByD, réfléchie.

Cas 2. Le miroir est partiellement lumineux,
mais B et D sont percus par réflexion.

Remarque : Ces observations peuvent étre extrapolées au cas
d’'un phare de voiture, dont le disque apparait entiérement
lumineux si on le regarde a une distance suffisante, et seule-
ment lumineux au voisinage de son centre si on se rapproche.
Dans le cas du miroir d’un phare, la forme est plutét para-
bolique, et I'ampoule est positionnée au voisinage du foyer.

6 Profondeur de champ
d’un objectif photographique

1 ¢ D’aprés la construction géométrique représentée sur le
schéma :

h_f_dy . , h
h’_d(’)_f” d’olt dO—fF—2,86m
’ Ih,
et dy=f Z=O,875 mm .
A
h h A,
Ay F n F n
- 4—’>
dO " 0

2 » D’apres la relation de conjugaison de Newton, I’image de
I’objet se trouve a une distance d’ du foyer image telle

. 2
que F’A’=d’=f—.
d

La représentation qui suit est faite avec d > dy, donc d' < d,

Pour d < d,, A’ se trouve apres la pellicule et donne une
tache de rayon r sur celle-ci.
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pellicule

Pour les deux cas, le cone de rayons issu de la lentille conver-
ge vers A’ et intercepte la pellicule sur un cercle de rayon :
ld’—dj
r=R——% | .
OA’
Comme d est grand devant f*, A" est trés proche du foyer
image et : 5
= RM _f '

2N

1 1
d d,

3 e Sur la pellicule, la tache image ne doit pas dépasser une
taille r, = é mm = 40 um. Pour d infini, on calcule

7» = 39,7 um, ce qui est acceptable. Donc toute valeur
d > d, donne une image « nette ».

A linverse, pour d > d, , la limite d;, donnant une image
encore acceptable correspond a :

i ( 1 1 )
rp=+=(——- —
2N \dyn  dy

d’ot dp, = 1,43 m.
Avec ce critere (peu exigeant), I’image est suffisamment nette
pour d compris entre d,;, et I’infini.
Comme on peut le constater, avec ce type d’appareil, les
photographies « familiales » de personnages prises a environ
3 m de distance sont tres satisfaisantes, contrairement aux
paysages ou aux gros plans.

0 Rétroviseur

1 ¢ D’un objet éloigné, un miroir concave donne une image
réelle renversée : ce n’est vraiment pas souhaitable pour un
rétroviseur... On considére donc un miroir convexe, qui
donne ici une image virtuelle et droite (figure 1).

La coniugaison L 4+ L = 2 __ 2
a conjugaison — + == =- =,
SA  SA SC R

AB _ SA" _ 1

avec un grandissement y= i R

s

donne : R = 10 m.
Le miroir du rétroviseur, convexe, a un rayon de courbure
de 10 m.

2 ¢ Pour le rayon limite réfléchi (figure 2), on percoit le
bord du champ accessible : € = 15 m (donc 2¢ = 30 m) pour
D =100 m.
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Sachant que SA =1 m, on obtient SA’ =— 0,83 m.
r —_

A'S AL

C’est une valeur raisonnable.

On peut discuter I’approximation de Gauss : le rayon r est

largement inférieur au rayon de courbure R, donc le miroir

est bien utilisé au voisinage de son sommet.

Le rayon limite indique : ,soit 7 =12 cm.

D’autre part : @ = tan o = % est inférieur a 10°, donc les

rayons sont peu inclinés. Les conditions de Gauss sont
satisfaites, et ’expérience montre que 1’image ne subit pas
de distorsion notable.

Remarque : pour élargir le champ de vision, le bord exté-
rieur du rétroviseur peut &tre complété par une partie nette-
ment plus bombée. Le champ est bien élargi, au prix d’une
distorsion visible sur son bord.

Figure I

A Js ) SN
1 m :

>
: 100 m %
Figure 2
@ Doublet
e
L, a
L, Y el
A
B v
I;"1 Al W ///
AR O g 0, |,
B,
Y !
g | A

2 © On utilise les relations de conjugaison de Newton.
* Pour I'image intermédiaire A, :
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A; est une image réelle, déterminée par l’intersection de
rayons réels.
« Pour I’image finale A”:

L 2 _
E ’=—9%=1,8a ouencore O,A'=-12a.
-5a

3 ¢ A’ est une image virtuelle. Les rayons émergents forment
un faisceau divergent et leurs prolongements se coupent
en A”.

L,
L, Y a
al ]

m Lentille demi-boule
a face argentée
11 est clair qu’un rayon arrivant au centre de la lentille demi-

boule revient sur lui-méme : le centre 2 du miroir équiva-
lent coincide avec ce centre C.

La construction du sommet X utilise un rayon qui va se réflé-
chiren S:

Dans les conditions de Gauss : o= nf3
avec h=o.CS = ﬁC_S, donc CQ= E.
n
Les points £ et X sont le centre et le sommet du miroir

L. R
équivalent, de rayon —, concave.
n

@ Association de miroirs

1 ¢ a) Le foyer objet a son image a I'infini, soit SA” = oo ,
d'ot SF'=SC/2.

Les deux foyers sont confondus et sont au milieu du segment
[SCT.

b) et ¢)

Miroir convexe
divergent

Miroir concave
convergent

2 ¢ a) Un rayon parallele a ’axe optique sort apres réflexion
sur M, en passant par F; . Apres réflexion sur M, , pour qu’il
passe par S , il faut que I'image de F; par M, soit S; :
A F _lth_ S, .
Ceci donne ; + —L -2 —L )
5% SHE - SHG SHK

avec E=d,ﬁ=—3m, .E=—2m;

1 1 1 .
dot —+——=—-— ou d*>+d-6=0 quia pour solu-

d d-3 2
tion d=2m ou d=-3m. Seule la solution d=2m est
acceptable, car M, est avant M, .

b) D’apres a), un rayon parallele a 1’axe ressort en passant par
S, ,donc S, estle foyer image F’ du systeme optique.
Un rayon passant par le foyer objet ressort parallelement a
I’axe. Donc son image par M, est le foyer F, de M, :

R

En utilisant la formule de conjugaison pour M, :

;+;=;: m=—4m et ﬁ=—3m,
SF SFE SH

dod SF=-12m.

Cf. schéma page suivante.

c) Si le systéme est équivalent a une lentille mince, un rayon
parallele a 1’axe recoupe 1I’émergent au niveau de la lentille.
De méme un rayon émergent parallelement a 1’axe, coupe
I’incident au niveau du plan de la lentille. Ce plan est le plan
médiateur du segment FF’ . On vérifie ce résultat graphi-
quement.
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La lentille €quivalente a une distance focale de 6 m et son
centre optique est tel que OS; =6m .

On peut remarquer que : O = C, = C,, de sorte que O est bien
son propre conjugué.

De plus, les conjugaisons des miroirs peuvent s’écrire :

A, 1t _2
OA 04, 05,
N

0A, OA'" 08,
ce qui donne la conjugaison d’une lentille :
1 1 2 2 1

OA' OA ©0S, 0s, OF

Miroirs et lentilles @

d) Ce systéme présente les avantages suivants par rapport a
une lentille mince :

 compacité : si on place une plaque photographique dans le
plan focal du systeme, celui-ci occupe 2 m pour les miroirs et
6 m pour la lentille ;

* achromatisme : un miroir est toujours achromatique alors
qu’une lentille doit étre corrigée ;

o luminosité : il y a toujours des pertes par réflexion et trans-
mission dans une lentille.

11 présente comme seul inconvénient un probleme de champ
d’utilisation. Celui-ci est limité par la taille du trou au niveau
de S, et par la taille du miroir M, .

S

F & F ", S\ =F
M,
. . L L
@ Mise au point . “1 vz éeran
1 ¢ a) Soit AB—1>AB—2>AB =
- x’ a 0,
L’'image A’B’ doit étre réelle. Une lentille divergente ne donne
d’image réelle que sil’objet est entre O et F (foyer-objet), Ii- (> 0)

mage est alors apres ’objet. Les points O,, A;, A’ sont donc
dans cet ordre sur 1’axe.
Si A estal’infini, A; esten F/.Ladistance D doit donc
&tre supérieure a 7, soit D—f{=0.
b) La relation de Descartes pour L, donne :

1 1 1

0,0 OF f

avec 02—0=dw, (TF{=f{—D+dw,

d’ou : &+ (f1-D)d,—f5f1-D)=0.

Le discriminant de cette équation du second degré est :
A=(fi =Dy +4fifi-D)=D~f)) (D~fi-4f3)
A>0,car D>f] et f,<0.

Il y a donc deux solutions dont une est positive. C’est la seule
acceptable.

d.=3[D- (0= FND-F-4£)].

¢) d., =3 cm. L’'image A;B, estdans le plan focal image de
Ll .
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Un rayon passant par O, et B; n’est pas dévié donc O, ,
B, et B’ sont alignés.
d) D’apres le schéma,
N 0.0 —
AB,=F{B,=-af] et AB'=+ == AB, ,
O,F

d’ou : A'B’ = —aA 8

fi+d.-D
2 * a) L'objet AB est a distance finie de L, . Son image
AB, estaprés F| (on suppose que 1’objet est avant le foyer
objet de L,).
Pour une lentille divergente et un objet virtuel, I’'image, si elle
est réelle (objet entre O et F), est située entre O (objet en
0) et 'infini (objet en F).




Miroirs et lentilles

A, A Y écran
.X’ \‘\\ Aa’
0, 0, /31 X
Fi
Y A
- &
A A Y écran

a distance

>

X

Quand on approche la lentille de I’objet, I’'image passe de I’in-
finia O, elle se rapproche donc de 1’objet.
11 faut diminuer d : d<d.,.

b) Si d_ =D, les deux lentilles sont accolées. En utilisant la
formule d’addition des vergences, ces lentilles sont équiva-

lentes a une lentille de vergence L, = L 4 L soit :

A
i
i+ h
O est le foyer image de cette lentille donc :
b I8
R+ f

f'=

=12cm.

3 e a) Les positions limites de L, sont d=0 et d=D .

Dans le cas ou d =0, A;B, est confondu avec AB , car
02 = 0 o

La formule de conjugaison 11 = 1

04A OA f/

donne :

OA =f},car OA, =D et l=i+i

A

La plage de mise au point est donc de I’infini a 6 cm en avant
de L, : elle est tres étendue.

1 1 —
b) ——-——= d’ol 04, =3 cm.
0,A"  0,A f
_L_;:i,, ot O)A=-72cm
04 OA f

écran

@ Doublet achromatique

1 ¢ Soit O le centre optique commun. Soit A un point objet
(OA =p), A, Timage de A par la premitre lentille
(OA,=p)) et A’ (OA’ =p’) I'image de A, par la seconde
lentille. I semble plus simple de définir la position des points
par rapport au centre optique commun aux deux lentilles,
aussi on utilise la relation de conjugaison de Descartes.

1 1 11
Vis——— et V=—-—
nop D D
. I 1
d’ou : —-—=W+L=V.
D P

La lentille équivalente a pour centre optique O et sa vergen-
ceest V=V, +V,.

2 * D’apres la relation entre vergence et indice :

ng — N Vi
VF—Vc:(nF—nC)A:nF ICVD=7D.
-
I 1 _fe=f_ 1

BORTORE By

Or, la dispersion est faible et f¢ f = 5>, d’ol :
=t

v
Pour la lentille étudiée f¢ - f =3,7 mm. Les bords des ima-
ges sont irisés, ce qui nuit a la netteté de I’image.

3 e a) Il faut satisfaire les conditions :
V=Vi+Viep=Vic+Vy,
soit Ay(njp — 1) + Ay(pp — 1) = Ay(nyc — 1) + Ay(nyc — 1)
ou Aj(mp—nyc) + Ax(npp — nyc) = 0.
/ Vi,V

O, A=—>—: dob

5 0.
mp—1 Vi W

Une des lentilles doit étre convergente et ’autre divergente.
b) La condition n’a été écrite que pour les raies F et C. Les
autres vergences restent a priori différentes, mais I’écart est
devenu tres faible. Le doublet est approximativement achro-
matique.

¢) Pour le systeme étudié¢ V, + V, =2 dioptries et :
2Vi+V,=0;

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problémes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.



donc V| =-2 dioptries et V, =4 dioptries, ou :
f1=-500 mm et f3=+250 mm .

@ Doubleur de focale
1 L’image A" dupoint A tres éloigné est au foyer :
A'=F|.
L’objet est m sous I'angle o = %, ce qui donne une
taille A’B" = — af | pour 'image : A’B’' = 6 mm
car ox=tan o= 20 _ 0,1 rad.

200
Doubler cette taille demande une focale double, et multiplie
I’encombrement de 1’objectif d’autant, soit 120 mm, ce qui
est assez encombrant.

A/=F,1

B
-
I
(04
.
A

2 * Les schémas avec et sans doubleur de focale sont les sui-
vants :

A
-

A
/
/

S

fli+2

11 faut traduire la conjugaison de A’ et A” par la lentille
divergente, et le grandissement obtenu :

F202
RA

RAFIA =—f1% et 7,= =2

On en tire : F,A' = f?z et FA" =—2f,, puis

la distance d = 0,A" = O,F} + F5A" =—f; ,
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Miroirs et lentilles a CORRlGES

ainsi que 1’épaisseur du dispositif :

e=AA = A'F, + FyF] + FIA" = — %2

Numériquement : d = 40 mm et e = 20 mm. Le dispositif
complet est plus long de 2 cm.

3 o Si A esta distance finie, le réglage de ’appareil cor-
respond a une distance O;A’ un peu supérieure & f| sur le
premier schéma : I’objectif est ajusté.

Ceci fait, la conjugaison A" — A" du doubleur sera conser-
vée, avec le méme grandissement : ’objectif est ajusté, et le
doubleur joue encore son role.

@ Une association lentille-miroir

1 ¢ On effectue les conjugaisons successives :
lentille

A—"" 54,
. miroir
lentille
A2 54, D

traduites par les relations de conjugaison :

11
L 1.1 1
on ox p W
1, 1.2
SA,  SA, SC
L1
— = = B == (3)
0A, OA' f

ou on a bien tenu compte du sens de la lumiére pour la der-
niére conjugaison.
Avec f' =-2R, les relations (1) et (2) donnent :

2Rx e
x—2R x"=2R
On reporte alors dans (2), sachant que
SA =f"+0A, =0A, - 2R et
SA, = 0A; + 2R,
ce qui donne bien la relation souhaitée :

6xx’ —5Rx —5Rx' +4R*=0.

OA, =

2 © Un rayon qui se réfléchiten S apres avoir traversé la len-
tille revient symétriquement par rapport a I’axe optique.

Pour la construction, on remarque que le rayon transmis IS
est parallele a un rayon de construction OJ, apres la lentille.




CORR'GES Miroirs et lentilles

Avant la lentille, ces deux rayons sont donc passés par le
point J du plan focal objet de la lentille, le rayon OJ n’é-
tant pas dévié.

Cette construction montre qu’un rayon incident passant par le
point X ressort symétriquement par rapport a 1’axe optique.

Ce point X a la propriété d’un sommet de miroir équivalent.

. . lentille L, . q
La conjugaison ¥——— S détermine ce point 2.

Les raisonnements et constructions sont analogues pour défi-
nir le point €2, centre du miroir équivalent. Il faut maintenant
que le rayon passant par {2 revienne sur lui-méme.

Sur la construction le rayon incident (1) et le rayon de cons-
truction JO non dévié sont paralleles, et sortent de la lentille

en passant par J dans le plan focal image de la lentille.
lentille

La conjugaison €2 C détermine le point 2.

lentille

3 ¢ On traduit Q———
AU v o oo=f0C _ 2R

)

C par:

oc 0@ f f.0oC 3
De méme, X Lentille S donne :
;—;=i, soit 0_E=f"@=R
os o0xr f’ f'.0S

4 ¢ En écrivant la conjugaison par le miroir équivalent :
L + 1 = L
A XA XQ

avec JA=30+0A=x—-R, ZA' =x' —R,

et T0=30+00Q= §

il vient :
1 1 6
x-R x'-R R

qui redonne bien la relation :

6xx’ —5Rx —5Rx' + 4R*=0.
Cette obtention est plus efficace en utilisant le miroir équiva-
lent, puisqu’elle ne nécessite qu’une conjugaison au lieu de
trois.

@) iquation d'un rayon lumineux
dans un systeme de lentilles

1 ¢ La relation de conjugaison pour la lentille considérée

s’écrit : 11 =L=
MA" MA f
Ora=—2cta'=—2_ doua-a’'=Cy.
AM A'M

A M

2 * a) Sur un intervalle a, o varie : Aor= o' — ov=— Cy.
d

On assimile la dérivée &y a Ao __ Q
dx a a

o= tan ¢ est aussi la pente de y(x) : o= %

d?y
donc ——+Cy=0.
dx? Y

— — _dy _
b)Enx=0,y=0ect o= = Oy,
) y l 0

alors: y= \/i 0 sin <\/£x)
Cc a
Le rayon lumineux a une trajectoire sinusoidale de période

Xo = Zn\/%.

NI AT
AT

S

Sur le document ci-dessus (tracé avec f'= Sa), la période x, est
bien égale a 21t\5a =~ 14a.

Remarque : Cet exercice correspond a une modélisation des
fibres optiques. Il est ainsi possible de retrouver les résultats
relatifs aux fibres optiques a gradient d’indice.
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lindice —— g === g====g===p=== =g -~ 1

7

X

indice moyen n
si les lentilles
sont accolées

@ Cavité formée par deux miroirs
confocaux

1 ¢ a) Notons A" I'image de A par réflexion sur le premier
miroir et A” celle de A’ par réflexion sur le second miroir.
Utilisons les formules de conjugaison de Newton pour chaque
miroir :

2 2

R ____ R
FAFA = e et FbA' F,A" = Ty savee A" = A on obtient :

2
(B2 R D )R
2 2 2 2 4

2
(_£+2+x’)<_£+2+x)=R ;
2 2

2 2
EDF ),
4 4

b) Si D %R, il y a deux solutions x = + \/ %(% —R), accep-

tables siD > 2R etsiR > 0 (le < %), donc si les miroirs
sont concaves et distants de plus du double de leur rayon.

Si D = R, donc pour une cavité confocale, on constate que le
résultat est assuré pour tous les points de 1’axe.
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2 ¢ a) Ces deux rayons sont identiques, a une réflexion sur le
miroir pres, et se retrouvent identiques a eux-mémes ensuite.

b) Pour construire les images successives A,B,, A3B3, A,B,. ..
de I’objet A;B,, on utilise un rayon passant par B, parallele a
I’axe et un autre passant par F, d’ou :

B,
B / ______ =
x' 1 A2 X
F 3 Ay

B3\\ \\\'\\\ ¥

By

On constate que : B
*A,,,=A,: résultat cor- 42
respondant a 1’étude de la A
question 1) ; s b7
C P+2BP+2=—Apo:au i
bout de deux réflexions, A, Azi
I’image est dans le méme A A 4§
plan que I’objet, retour-
née:yp=-1; B
*A, 4B, 4 =AB,: au
bout de quatre réflexions, Y
I’image et 1’objet sont By

confondus : yu) =+ 1.




Instruments
d’observation

» Appliquer les raisonnements précédents a des syste-
mes optiques usuels (cil, lunette...), éventuellement
destinés a des mesures (pointés de position, taille...).

» Conjugaisons des systéemes élémentaires : miroirs et
lentilles.

EEXXEXENNNENENNRNRREEN LES OUTILS MATHEMATIQUES

 Toujours pas grand-chose...

e
«Ll'eeil
Au repos, I’eil voit net son punctum remotum PR a distance dy;.

Une augmentation de la vergence du cristallin permet de raccourcir la distance de vision nette
jusqu’au punctum proximum PP a distance d,,..

Pour I’ceil emmétrope: dy; est infinie, d,, =25 cm.

Une observation sans fatigue dans un instrument d’optique doit dispenser 1’ceil d’accommoder:
I’instrument fournit une image a I’infini, au PR de I’ceil emmétrope.

emmétrope myope hypermétrope

L’ceil au repos et la vision a I’infini

PR G

Trop convergent Trop peu convergent

Domaine de vision distincte

m PR

caM = >

PR aVinfini, PP A d,, =25 cm | PR pas a I'infini, PP plus pres PR virtuel, PP plus loin
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Instruments d’observation a ESSENTIEL

emmétrope myope hypermétrope

(Eil corrigé (en vision a 1’infini)

Doc.1. L’ @il emmétrope, myope ou hypermétrope.

« Puissance et grossissement d’un instrument

!

Le grossissement d’un instrument est le rapport G = %, ou 6 estI’angle sous lequel est pergu

I’objet a ’eil nu, et 6" 1’angle sous lequel il est vu a travers I’instrument. Il caractérise 1’aug-
mentation de la résolution apportée par I’instrument.

!

La puissance de I’instrument est le rapport positif P = . Elle s’exprime en dioptries.

Si I’image donnée par I’instrument est a I’infini, la puissance intrinseque P; est atteinte.

Si I’objet est vu au PP (25 cm) a I’eeil nu, et au PR (a I’e0) de 1’ceil emmétrope, le grossissement
commercial G, est obtenu.

d=d,

a. observation de AB a ’eil nu  b. perception de I’image (virtuelle) A’B’ a travers I’instrument

Doc. 2. Grossissement d’ un instrument d’ observation.

« Instruments grossissants

Loupe : En placant 1’objet au voisinage de son foyer objet, la loupe donne une image grossie vue
sans fatigue. Le grossissement commercial G.=d,,V est le facteur d’amélioration de résolution
apportée par la loupe, dont la puissance intrinseque est: P; = V.

Avec la méthode b, il y a peu de distorsions de I’image si on approche 1’ceil du centre optique

de la loupe.
B’ o
- o
A’ F Aleo
a. A'B’ est plus gros que AB vu sans loupe b. ’image est a I’infini

Doc. 3. Observation a la loupe.
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ESSENTIEL a Instruments d’observation

Microscope : 11 associe le grandissement de son objectif au grossissement de son oculaire pour
rendre discernables des objets de tres petite taille.

a. aspect du microscope b. principe de 1’appareil
Doc. 4. Le microscope optique.

Lunette astronomique : Les foyers de la lunette astronomique sont a I’infini: c’est un systeme
afocal. Dans une lunette astronomique, le plan focal image de 1’objectif et le plan focal objet de
I’oculaire sont confondus. Le grossissement de la lunette est le rapport des focales de son objec-
tif et de son oculaire: G =—f{/f5.

\
P

-

Al =F,

a. lunette de Galilée b. lunette a oculaire convergent

Doc. 5

«Visées et pointés

Une lunette de visée comprend un objectif, qui donne de 1’objet observé une image intermédiai-
re, ou objective. Elle posseéde un oculaire qui permet de regarder I’'image objective «a la loupe ».
Un réticule peut étre associé a un oculaire positif (plan focal objet réel).

lentille de champ lentille d’ceil

/ /4»/—‘

|

réticule dans le plan focal
objet de ’oculaire

Doc. 6. Oculaire (ici positif, associé a un réticule).

Le réglage d’une lunette est effectué en réglant 1’oculaire a sa vue, puis I’objectif de facon a viser
I’objet recherché. Le réglage de 1’objectif peut étre affiné en laissant jouer la parallaxe par dépla-
cement latéral de I’ceil devant I’oculaire.
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Instruments d’observation a ESSENTIEL

Réglage 1 Réglage 2
objectif
T 7

] | w——
(JE oculaire SI : Joculaire] ! \

a. tirage de 1’oculaire b. tirage de 1’objectif

Doc. 7. Réglages d’une lunette.

Si la lunette est réglée, un changement d’utilisateur peut nécessiter une adaptation de 1’oculaire a
sa vue, mais le réglage de I’objectif n’a pas a étre perturbé.

Un viseur réduit sensiblement la profondeur d’accommodation de I’ceil. L’appareil est adapté a la
visée d’objets situés a une distance précise. Muni d’un oculaire a réticule micrométrique, il per-
met d’effectuer des pointés transversaux, et une mesure de la taille de 1’objet.

Une lunette de visée a Iinfini peut étre réglée par autocollimation si elle est munie d’un réticule
éclairé. Elle peut étre utilisée pour régler un collimateur a 1’infini, ou pour effectuer des pointés
de direction.

fl - |
obj 1 ‘
Aoco R
.
a. lunette a 1’infini
B —— =
| [
A ¥ ! \
|-
b. viseur

=

N ]
|

L=

c. transformation de la lunette en viseur par une bonnette additionnelle

Doc. 8. Lunette réglée a I’infini, mutation en viseur.

Conseils et piéges a éviter

» Un ceil emmétrope est un ceil normal: le PR est a I'infini, et le PP est a environ 25 cm devant
Iceil.

* Un il qui n’accommode pas voit net le PR.

e Le conjugué de F (foyer objet) est a I’infini et le conjugué de I’infini est en F' (foyer image).
* Souvent 1’utilisation des relations de Newton est préférable a celles de Descartes.
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o PR d’un ceil myope

Pour un ceil normal «standard », les limites d’accommo-
dation sont:

PPa d, =25 cmet PR a I'infini.
On considere qu’un ceil myope, de méme taille (distance
cristallin-rétine), possede la méme faculté d’accommoda-
tion: la différence AV entre les valeurs extrémes de la
vergence est égale a celle de I’ceil «standard ».
SonPPesta d,, =12,5 cm. Déterminer son PR, situé a une
distance D, de I’ceil.
On pourra raisonner sur un ceil fictif ou le milieu liquide
qui sépare le cristallin de la rétine est remplacé par de I’ air,
et en admettant que cela ne modifie pas le résultat.

Revoir les définitions du PP et du PR.

La distance entre le cristallin (la lentille) et la rétine
ou se forment les images est constante. Il semble
judicieux, ici, d’utiliser la relation de conjugaison de
Descartes.

La relation de conjugaison appliquée a 1’eeil normal
pour deux cas particuliers permet de déterminer AV .

Conseils

0 Correction d’un ceil myope
Un ceil myope a son PR a 26 cm et un PP a 13,5 cm.

1 ¢ Quelle doit étre la vergence d’un verre correcteur placé
a 1 cm du cristallin, pour que le PR de I’ensemble soit a
I’infini ?

2 » Ou est situé le PP de 1’ensemble {ceil-lentille} ?

3 ¢ Reprendre le probleme pour une lentille de contact.

Est-il nécessaire de connaitre la structure de 1’ceil pour
répondre a ces questions ? Faire un schéma qui indique
clairement la fonction de la lentille correctrice.

Pour répondre a la deuxieéme question, il faut utiliser
une relation de conjugaison.

Conseils

9 Pouvoir séparateur d’un ceil
myope non corrigé

Soit D,, la distance entre I'ceil et le PR pour un ceil
myope, R le rayon de la pupille de I’ceil, et f” la distan-
ce focale image du cristallin au repos, assimilé a une len-
tille mince. On pourra raisonner comme si le liquide inter-
médiaire entre le cristallin et la rétine était remplacé par de
I’air. Pour simplifier les calculs, on remarquera que D,,
est tres grande devant la distance focale du cristallin.

1 ¢ Déterminer le rayon 7 de la tache image associée a un
objet ponctuel a I’infini si I’ceil n’accommode pas.

2 » On considere que deux objets sont résolus par I’ ceil si
leurs taches images sont disjointes. Calculer le pouvoir de
séparation angulaire Ao de cet ceil, défini comme le plus
petit écart angulaire entre deux objets a 1’infini résolus.

3 D, estégal a25cm. Calculer A si R =1 mm, et si
R = 0,1 mm. Pourquoi les myopes ont-ils tendance a fer-
mer les paupieres lorsqu’ils ne sont pas pourvus de leurs
lunettes ?

Lorsque I'eil n’accommode pas, quel est le plan
conjugué de la rétine ?

Le foyer image du cristallin est-il en avant ou en
arriere de la rétine ? Faire un schéma pour répondre a
cette question.

La tache image est déterminée par ’intersection du
faisceau de rayons issus d’un point a I’infini et de la
rétine. Par quel point tous ces rayons passent-ils?
Faire le schéma de la construction de la tache image
(on pourra prendre un point a I’infini dans la direction
de I’axe optique).

Pour déterminer la distance entre le foyer image et la
rétine, on peut utiliser une relation de conjugaison.
Quelle est la plus appropriée ?

Le centre de la tache image sur la rétine d’un point
objet a I’infini est déterminé par un rayon lumineux;
lequel ?

Conseils

G Loupe d’horloger

Cette loupe, lentille convergente d’une distance focale
f =5cm,estfixéed e=1cm de I’eeil. L’objet est placé
a distance d de la loupe.

1 ¢ L’observateur est 1égérement myope : son ceil a un PP
situé a d,, =20 cm et un PR situé¢ a D, = 1 m. Pour quel-
les valeurs de d voit-il une image nette et non renversée
de I’objet?

2 © On se limite aux valeurs de d précédemment définies.
L’objet, qui a une hauteur (normalement a I’axe optique)
h de 1 mm, est vu sous un angle o’ .

Exprimer o’ en fonctionde d,h,f' et e.

FEtudier sommairement la fonction o’(d) , déterminer les
positions ol @ est maximal et minimal.

3 o Calculer le maximum et le minimum de «” . Les com-
parer avec I’angle maximal ¢ sous lequel le méme objet
est vu a I’ceil nu. Conclure.

4  Reprendre la question 3) pour un ceil «normal» dont
le PP est a 25 cm et le PR a I’infini.
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1) Impose deux conditions a priori indépendantes :

« ’'image vue par I’observateur est nette ;

* cette image est non renversée.

2) Il est nécessaire de faire un schéma sur lequel I’an-
gle o est clairement repéré. On rappelle que, dans
les conditions de Gauss, sinf = tan@= 6.

3) Ou faut-il placer un objet pour le voir a I’ceil nu
sous un angle maximal ?

4) On remarquera que la valeur minimale de o’ peut
étre déduite du grossissement commercial de la
loupe.

Conseils

6 Loupe ou oculaire

1 ¢ Une lentille de focale f' =4 cm sert de loupe pour un
il emmétrope (d,,, = 25 cm) placé au foyer.

a) Définir et exprimer la puissance intrinséque de la loupe.
b) Quelle est la profondeur d’accommodation, intervalle
accessible a la vision dans la loupe ?

2 * Un oculaire est formé en associant deux lentilles de
méme focale f' =3a distantes de e =2a, ol a est une
distance qui sera déterminée ultérieurement.

a) Construire les foyers de 1’oculaire. Retrouver les résul-
tats en calculant les positions de F' et F' pour cet ocu-
laire. Peut-on lui associer un réticule ?

b) Quelle valeur faut-il donner a a pour que I’oculaire ait
la méme puissance intrinseque que la loupe précédente ?
¢) Quelle est la nouvelle profondeur d’accommodation
lorsque I’ceil est placé au foyer de 1’oculaire ? Commenter
les résultats obtenus.

2)a) « Un faisceau parallele a 1’axe optique sort du
systéme en passant par le foyer image F' (conjugué
d’un point a I’infini).

« Un faisceau issu du foyer objet F sort du systeme
parallele a I’axe optique (image a I’infini).

Conseils

6 Grossissement d’'une lunette

1 ¢ Comment, avec deux lentilles de vergences 5 et — 20
dioptries, obtenir une lunette afocale grossissante?
Déterminer son grossissement.

2 © Peut-on voir sur la Lune les cratéres de Copernic (dia-
metre 93 km) et de Clavius (diametre 225 km) a 1’ceil nu?
Qu’en est-il en utilisant la lunette ? La distance Terre-Lune
vaut 384 000 km, et le pouvoir séparateur de 1’ceil vaut 1”.

Pour un systeme afocal, un rayon arrivant parallele a
’axe optique ressort parallele a 1’axe optique. Les
foyers sont rejetés a 1’infini.

Conseil
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0 Caractéristiques d'un microscope

On considere un microscope dont les caractéristiques sont
les suivantes:

fi=32mm,f;=25mm et A=160 mm,

ou f{ désigne la distance focale de 1’objectif, f; celle de
I’oculaire et A la distance entre le foyer image de I’ob-
jectif et le foyer objet de I’oculaire (A = F|F,).

11 est réglé de fagon a former une image a I'infini d’un
objet placé sur sa platine.

1 » Exprimer le grandissement transversal ¥ de 1’objectif.

2 « Exprimer la puissance intrinseque %;, et le grossisse-
ment commercial G, de I’oculaire.

3 * Quel est le grossissement commercial du microscope ?

En quel point doit étre I’image de 1’objet par 1’objec-
tif pour que 1’image finale soit a 1’infini ?

Utiliser ensuite la formule de Newton pour calculer
% -

Revoir les définitions de grandissement et de puis-
sance.

Conseils

8 Télescope de Schmidt-Cassegrain

Lame compensatrice
de fermeture

1 \ 1

oculaire

Ce télescope est composé de deux miroirs sphériques: le
miroir primaire M, est concave, de rayon de courbure
R, = 80 cm, le miroir secondaire M, est convexe,
de rayon de courbure R, = 28 cm. IIs sont distants de
d=S5,S,=30cm.
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Une lame compensatrice ferme le tube du télescope en
limitant les aberrations du miroir primaire.

1 ¢ Faire un schéma du dispositif, calculer et positionner
le foyer primaire F, puis le foyer image F' du télescope.

2 * Onnote 7 = 12,5 cm le rayon d’ouverture du miroir
primaire, 7, celui du miroir secondaire. En considérant le
flux lumineux capté par le télescope pour un objet a I’infi-
ni dans la direction de I’axe, quelle valeur faut-il donner a
1, pour récupérer tout le flux réfléchi par M,?

3 o Le télescope est muni en sortie d’un oculaire de foca-
le f..=4 cm assimilé a une lentille mince. Ou faut-il posi-
tionner cet oculaire pour une observation de la Lune ?

4 ¢ Quels sont les diametres D, et D, des images pri-
maire et secondaire de la Lune? Quelle focale aurait-il
fallu employer pour obtenir une image finale de méme
taille avec une simple lentille de projection? Commenter.

5 ¢ Sous quel angle est vue la Lune a travers le télescope ?
Que vaut le grossissement de 1’appareil ?

Données : diametre de la Lune D = 5346 km; distance
Terre-Lune d; = 386.10° m.

I1 est conseillé de faire un schéma a I’échelle.

Conseil

o Lunette de Galilée

D’aprés CAPES

En 1610, Galilée témoigne de ses travaux concernant la
lunette qui portera bientdt son nom:
« Je me suis mis a penser aux moyens de fabriquer
Uinstrument. J'y parvins si parfaitement que j en cons-
truisis un, formé d’ un tube de fer, extérieurement recou-
vert d'un drap cramoisi et long d’ environ trois quarts de
coudée*, il comprenait deux lentilles de la grandeur d’ un
écu a chaque extrémité, I'une plan concave, contre laquel-
le on plagait I il, I’ autre plan convexe... »
* La coudée est une unité de mesure correspondant a 50 cm.

Lettre de Galilée a B. Landucci.

«..... Quel spectacle magnifique et passionnant que de voir
le corps lunaire, éloigné de nous de presque soixante
rayons terrestres, rapproché au point de nous sembler
éloigné seulement de deux rayons: son diamétre nous
apparait ainsi trente fois plus grand... qu’a I’ @il nu... »

Adapté de Sidereus Nuncius,
Le Messager des Etoiles,
(Galilée).

1 ¢ Quelle est la nature des lentilles utilisées par Galilée ?

2 o La lunette est réglée de facon a donner d’une étoile,
objet a ’infini, une image a I’infini ce qui permet a 1’obser-

vateur d’éviter toute fatigue puisqu’il voit sans accommo-
dation. Dans ces conditions la lunette est dite «afocale ».

a) Préciser et justifier la position des foyers dans une
lunette «afocale ».

b) Réaliser un schéma, sans respecter les échelles, mon-
trant le devenir d’un rayon incident faisant un angle o
avec I’axe optique et émergeant sous un angle ¢’ dans les
conditions de Gauss.

4

< . , . . o
¢) Déterminer I’expression du grossissement G=— de
o

la lunette en fonction de f{ distance focale de 1’objectif,
et f; distance focale de 1’oculaire.

d) Montrer, en utilisant le texte de Galilée, que le grossis-
sement de sa lunette est a peu pres égal a 30; en déduire
les valeurs approximatives des distances focales et des
vergences de chacune des lentilles utilisées.

3 ¢ Du haut du Campanile de Venise, les sénateurs véni-
tiens invités par Galilée observent avec cette lunette en
direction de Murano, distante de deux kilometres et demi.
IIs distinguent avec enthousiasme le mouvement des gens !
a) Sous quel angle les personnes de 1,70 m sont-elles ob-
servées a travers ’instrument ?

b) A quelle distance les sénateurs ont-ils, dans ces condi-
tions, I’impression de voir les habitants de Murano, si I’on
se réfere aux textes de Galilée rapportés ci-dessus?
Comparer avec la position réelle de I’'image obtenue.

Si I’image d’un objet a travers une lunette est «loin»
de I’eeil (ici 2,8 m), I’ceil ne peut pas apprécier sa
position réelle ; pour pouvoir apprécier les distances,
il faut une vision binoculaire.

Conseil

@ Mesure d’indice a l'aide
d’un microscope

Soit un microscope comprenant un objectif assimilé a une
lentille mince de focale f;, et un oculaire de focale f, dis-
tants de A + f/ + f5 . Son grossissement commercial est

( A . ‘ o
donné par G- = ——, les distances étant exprimées en

rpr?
4fifa
metre. On réalise la série d’expériences suivantes a 1’aide
de ce microscope.

< objectif du microscope
rouge \

bleu
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On marque une lame de verre avec un trait de feutre bleu,
puis on place par-dessus une lamelle sur la face supérieu-
re de laquelle on fait une marque de feutre rouge. On met
au point le microscope en visant successivement la
marque de feutre rouge de la lamelle, la marque bleue de
la lame vue a travers la lamelle et la marque bleue de la
lame vue directement. La vis micrométrique de réglage
graduée indique les valeurs suivantes (en um) : 259, 121,
62.

1 ¢ Quel grossissement minimal doit-on utiliser pour que
Perreur due a la latitude de mise au point soit inférieure a
1 um?

2  Montrer que 1’on peut déduire de ces mesures
I’épaisseur et I’indice de la lamelle et donner leurs valeurs.
L’eeil est supposé placé au foyer image de 1’oculaire, et le
microscope réglé pour un ceil normal sans accommodation
(PPad,, =20 cm, PR a I'infini). De plus on supposera que
fi2<<A.

1) La latitude de mise au point est due a I’accommo-
dation de I’ceil, c’est la distance entre 1’objet vu a tra-
vers le microscope au PR de I’ceil et & son PP.
Comme I’ceil est placé au foyer image de 1’oculaire,
la formule de Newton est la mieux adaptée.

2) Le trait inférieur (bleu) est vu a travers la lamelle.
Il faut chercher I'image de ce trait par la lamelle en
utilisant les lois de Descartes pour les petits angles.

m Le viseur

A. Principe d’un viseur

On désigne par d,, la distance minimale de vision distincte
d’un observateur emmétrope (c’est-a-dire ayant une vision
normale).

Un viseur est constitué d’un objectif et d’un oculaire de
méme axe optique (Ox) (systeme centré). On assimilera
1’objectif a une lentille mince convergente L, de centre O, et
de distance focale f," et I'oculaire a une lentille mince
convergente L, de centre O, et de distance focale f,. On pose
W= D et W= d (les distances D et d sont positives et
réglables).

Dans le plan orthogonal a I’axe (Ox), est disposé en O un
réticule constitué de deux traits fins perpendiculaires, gravés
dans une lame de verre a faces paralleles et servant a repérer
la position de O. L’observateur place son ceil a une distance
a derriere 1’oculaire (a < d,).

Conseils

Extrait de ES.M. de Saint-Cyr.

1 ¢ Quel est I'intervalle des valeurs de d permettant a 1’ ob-
servateur de voir net le réticule ?

En déduire une méthode de réglage de la position de
I’oculaire pour une observation sans fatigue.
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2 o Le réglage précédent est supposé réalisé. On souhaite
observer un objet A situé sur ’axe optique a I’abscisse
x = OA ; 'observation de I’image de ’objet A et du réti-
cule doit se faire dans un méme plan. Préciser dans quel
intervalle de valeurs doit étre situé x. En déduire la plage
de réglage de la distance D que le constructeur doit pré-
voir. Déterminer I’expression de D en fonction de x.

3 ¢ a) Un observateur myope souhaite utiliser le viseur
sans ses verres correcteurs pour observer un objet A situé
a I'infini, dans les conditions définies précédemment.
Sachant que sa distance maximale de vision distincte est 9,
calculer les valeurs des réglages qu’il doit effectuer.

b) En supposant que tous les utilisateurs du viseur, qu’ils
soient myopes ou hypermétropes, ont des verres correc-
teurs de vergence comprise entre —8 3 et +8 &, déterminer
la plage de réglage de I'oculaire a prévoir pour que le
viseur soit utilisable par tous sans verres correcteurs.
Données:a=0etf, =2 cm.

B. Etude de I’oculaire
L’oculaire est en fait un doublet de lentilles minces conver-
gentes: Ly de centre O; et de distance focale f; et L, de

centre O, et de distance focale f;, distantes de e = 050,
(0504 > 0).

1 ¢ Le réticule étant toujours placé en O, 1’observateur
étant emmétrope, déterminer la valeur de O;0 pour une
observation sans fatigue.

2 * Un oculaire de Ramsden vérifie f; = f;. Donner les

L. e L. .
conditions sur le rapport f_' pour que le réticule puisse
3
étre placé en avant de Ls.

A.1) L’image du réticule par I’oculaire doit étre située
devant I’ceil a la distance minimale d,.

2) Se rappeler que la distance minimale objet réel-
image réelle est d = 4f" par une lentille convergente.
3) Pour différents utilisateurs seul le tirage de 1’ocu-
laire est a modifier.

Conseils

B. Lors de 1’étude d’un oculaire, les formules de
conjugaison de Newton sont mieux adaptées.

@ Viseur a frontale fixe

1 ¢ Une lunette est constituée par un objectif, un réticule
et un oculaire. On admettra, pour simplifier, qu’objectif et
oculaire sont des systemes minces de distances focales
images fg et f1.

a) L utilisateur & vue normale observe sans effort le réti-
cule a travers I’oculaire.

* Quelle doit étre la position du plan du réticule par rap-
port a I’oculaire ?

* Ou I'utilisateur doit-il placer son ceil ?
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» Ce placement représente-t-il une contrainte importante
pour 1’observation ?

b) Le réglage de la lunette nécessite 1’observation sans
fatigue de 1’image nette d’un objet situé a grande distance.
* Quelle est la distance entre objectif et oculaire dans ce cas?
» Comment peut-on qualifier la lunette ainsi réalisée ?

¢) Donner I’expression du grossissement (rapport des
dimensions angulaires de 1'image et de 1’objet) en fonction
des distances focales de I’objectif et de I’oculaire; ce gros-
sissement peut-il étre positif, négatif ?

Une lunette sans réticule présente-t-elle les mémes
contraintes ?

2 » Transformation en «frontale fixe» par adjonction
d’une bonnette

a) On place en avant de 1’objectif une lentille supplémen-
taire, la bonnette, de distance focale ff et assimilée a une
lentille mince.

» Montrer qu’un tel dispositif permet de viser des objets a
distance constante de la bonnette.

« La distance entre bonnette et objectif est-elle quel-
conque ?

b) On suppose connues toutes les distances focales.
Exprimer la taille de I’objet visé en fonction de la taille de
son image vue dans le plan du réticule (on supposera que
le plan du réticule porte des graduations).

3 o Transformation en «frontale fixe» par déplace-
ment de ’objectif

L’objectif est éloigné de 1’oculaire de telle sorte que 1’ob-
servateur obtienne une image nette d’un objet placé a une
distance donnée de I’objectif égale a d .

* Quel est le déplacement de cet objectif?

* Pourquoi dit-on que le viseur permet des pointés relatifs ?

1) L’eil doit pouvoir observer une image sans
accommoder la plus lumineuse possible.

2) Pour avoir un champ bien éclairé, il faut que la
bonnette soit placée contre I’objectif.

Conseils
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o PR d’un ceil myope

Soit p’ la distance entre le cristallin et la rétine (pour 1’ceil
fictif). La formule de conjugaison de Descartes pour les len-
tilles minces donne :
 Pour I’ @il normal :

— objet au PR:
0+i/ = Vmin ;
— objet au PP:
1 1
—+—=Vu -
dm pl max

De ces deux relations, on déduit:

1 . S
AV=V . —Vin= 7 soit AV =4 dioptries.
m

e Pour I’ @il myope :

— objet au PR:
1 +i = Vx/nin
D, p
— objet au PP:
Lilov,
d, p
Dro: R I
d' Dy

A.N.: D/ =25 cm, ce qui est peu!

6 Correction d’un il myope

1 ¢ L’image par la lentille d’un objet a I’infini doit étre dans
le plan PR. De cette facon, 1’ceil peut en faire une image nette
sans accommoder.

>

A

Le schéma montre que la lentille doit étre divergente, et que
son foyer image F’ doit coincider avec le PR.

La focale de la lentille est donc f’ = — (26 — 1) cm, soit
f’=-25cm.

La lentille a une vergence négative de — 4 dioptries (lentille
divergente).

2 ¢ Lorsque I’eil accommode au maximum, [’objet A est

situé au PP du systéme {ceil-lentille}; son image A’ par la
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lentille est au PP de 1’ceil. On applique la relation de conju-
gaison de Descartes :

Ly oavec OA'=—(135-1)=— 125 em.
04 OA

On obtient AO = 25 cm. Le PP du systéme se trouve donc a
26 cm de Iceil.

3 o Les résultats sont peu modifiés pour une lentille de
contact. La différence provient du fait qu’elle est accolée a
I’ceil. On a maintenant:

f’=-126cm, soit V =- 3,85 dioptries.

! —;= V avec OA’ =— 13,5 cm;
OA” OA

d’olt A0 =28 cm.
Le PP se trouve maintenant a 28 cm de 1’ceil.

9 Pouvoir séparateur d’un ceil
myope non corrigé

1 ¢ Lorsque I’ceil n’accommode pas, I’image du PR est sur la
rétine. La construction géométrique du doc. 1 montre que le
foyer F’ est situé en avant de la rétine.

Tous les rayons issus d’un point a I’infini (dans la direction de
I’axe sur le doc. 2) passent par un point du plan focal image
(F’ sur le doc. 2), et forment un faisceau dont la trace sur la
rétine est un disque. Le rayon 7 de cette tache image se déter-
mine simplement si on connait la distance a entre le foyer
image et la rétine.

A
A
T\ P
F
a
PR D, \J
cristallin  rétine

Doc. 1. L’ objet AB est placé au PR.

P
|v a

cristallin ~ rétine

Doc. 2. L’ objet AB est placé a I'infini.
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Soit A un objet placé au PR. D’apres la relation de Newton,
FA.a=-f"%

_ ”
comme D,,>>f" ,FA=-D,, et a= ];— <<f'.

m

Rf’
Ik

m

D’apres le doc. 2, r= Ri/ =~ r=

2 o Les positions des taches images des objets ponctuels sont
déterminées par I’intersection du rayon non dévié passant par
le centre optique avec la rétine (doc. 3).
Si la distance angulaire entre les deux objets est A« , les cen-
tres des taches images sont distants de:

h=Ao(f" +a)=Aa.f'

Les deux taches sont disjointes si h > 2r = &
N .. . . 2R
A la limite de résolution: A = D_ .
cristallin rétine
\Aa
Ly 0 »
F F I A
Y N

Doc. 3. Les deux taches ne se recouvrent pas.

3Si R=1mm, Aa=8.1073 rad: cette résolution est envi-
ron vingt fois moins bonne que celle de 1’eil normal ou cor-
rigé; ainsi, a 10 metres par exemple, la résolution est de 8 cm,
ce qui rend impossible la lecture des panneaux indicateurs
routiers.

Si R=0,1 mm, Aor=8.10*rad.

Le fait de fermer les paupieres limite I’ouverture de la
pupille, ce qui améliore la résolution, au prix, bien siir, d’une
perte de luminosité : ainsi un ceil myope «regardant» a tra-
vers un trou circulaire de 0,1 mm de diametre peut voir «net»
sans correction.

Ceci est a rapprocher de I’utilisation du diaphragme d’un
appareil photographique pour augmenter la profondeur de
champ d’une photographie.

0 Loupe d’horloger

1 » L’observateur voit une image nette de I’objet si 1’image
de celui-ci par la lentille est comprise entre le PR et le PP.

Si cette condition est satisfaite, alors I’objet et I’image sont
du méme coté de la lentille et celle-ci n’est pas renversée. La
premiere condition seule est donc suffisante.

On utilise la relation de conjugaison de Descartes :

1 1 1

OA O0A [

1 1 1
+ =— (d estune dis-
D —-e d !

m max

* Sil’image est au PR, —

tance, positive).

Alors: d=d, = S0y =e)
f+D, —e

Si I'image est au PP, on remplace D,, par d,, dans le résultat
précédent.
« Finalement, 1’intervalle cherché est:

}f"(dm _e) <d< ]C,(Dm _e)

f+d,—e f/+D,—e¢

Numériquement: 3,96 cm < d < 4,76 cm.

2e B

Le centre optique, le point objet B et son image B’ sont ali-
gnés. On en déduit:

= hd— .
d
Dans I’approximation de Gauss:
n hd’ h
a, =] =] =)
d+e d(d+e) d 1+£
d/
Dremee . 1 1 1
D’apres la relation de Descartes: ——+—=—;
d d f
d’ou: o = h

d(l—e,]+e .
f

* On remarque que, si I’eeil est au foyer image (e =f"), o’
est indépendant de d , donc de la position de I’objet.

» Dans le cas étudié, e < f’, et a’(d) est une fonction
décroissante: La valeur maximale de o est atteinte pour:
d = d;, ; la valeur minimale pour d = d,,,,.

3 o almax = 6(,(dmin)
h _ h(f +dy—e)

(1 E)re

AN.: o' = 0,024 rad.

¢ 0 in = O (i)

On obtient de méme :

) gL, 4Dy e
M fdp te) fDn
AN.: o, = 0,021 rad.

o
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« A I'eeil nu, I’angle sous lequel on voit un objet est maximal
lorsque celui-ci est au PP. Le méme objet serait alors vu sous
un angle o, = 0,005 rad.

’

de

La loupe apporte donc un « grossissement pratique »
0

I’ordre 4,5 dans tout le champ utilisable. De plus, lorsque d
est voisin de d,, , I’objet peut étre observé sans accommo-
dation.

4 * On reprend les mémes expressions avec d,, = 25 cm et
D,, infini .

O = 0,023 rad , o), = 0,020 rad

et a,=0,004 rad.

Le «grossissement pratique » est ici de 1’ordre de 5.

Or, I’observation a travers la loupe d’une image a I’infini et
I’observation directe a 25 cm permettent de définir le grossis-
sement commercial. On retrouve bien:

’

G = Onin 5= V(dioptries) _ &
c= . BE—— S .
o 4 4

si P, représente la puissance intrinseque.

6 Loupe ou oculaire

1 ¢ a)Lorsque I’objet AB observé est placé au foyer de la
loupe (A =F'), son image A'B’ a l’infini est vue sans fati-
gue (sans accommodation) par 1’ceil emmétrope sous 1’angle

,__AB 4 NN
o =- f—,, et la puissance intrinséque vaut :
P, = | L | - L 25 dioptries.
AB!l f'

B \

0
A=F F'

I~

b) L’image est visible si —c0 < F'A’ < —d,,

_ fn
doncsi 0 <FA < / , correspond a une profondeur

m

"
d’accommodation f =0,64 cm.
m

203)

Ly L,

foyer image F’
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Le schéma illustre la construction de F'. 1l suffit de repren-
dre le tracé de droite a gauche pour construire F. Le doublet
étant symétrique, on a ici O,F =— O,F".

Le foyer image est déterminé par les conjugaisons

1L, -
oo—;Fl’ SF soit F,F| FJF' =—f'?, etdonc :

"
FF' = f =——a,0uencore: D2F’=3—a.
e-2f 4 4
De méme,ona: O F =- %. On vérifie 1’accord entre ces

valeurs et les constructions graphiques.

Le foyer objet F est réel (avant L, ), de sorte qu’un réticule
placé dans son plan apparait net, sans accommodation, a un
observateur emmétrope qui le regarde a travers 1’oculaire.

b)

Pour un objet AB dans le plan focal objet de 1’oculaire
(A = F), I'image intermédiaire A;B; est dans le plan focal
objet de la lentille d’ceil L, (A; = F,), et I'image finale A'B’
a I’infini.

P _AB, F,0, _4
Le schéma indique alors : —— = ——=—, alors que
A FOo, 3
. AB, _ AB
I’image finale est vue sous I’angle o' = - =— .
I 3a
. I o 4
La puissance intrinséque vaut donc : P; = |=—|= —.
AB| 9a
Elle est égale a celle de la loupe pour a = 1,78 c¢cm, donc
f'=533cm.
c¢)L'xilesten F',etl'image A’ telle que —oo <F'A’ <-d,,.
Onnote F'A'=-d,soit F;A’ =—d—%Ta,
EE— 9a?
uis LA = =— = 5
PR 2 m T T ey
4
—_— = -4
ensuite F{A;=F,A +e-2f"= 5, ad ,
” +d

_ _fm
etenfin FiA = i =%(%+d).
FiA, 4d\ 4

o /d
L’image A’ estassociée a I’objet A tel que: FA = (%Ta)z .
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Pour d=o0, A=F ,etpour d=d,,,laprofondeur d’accom-

2/d
modation vaut (%Ta) = 0,64 cm. Elle est inchangée, mais

la focale plus longue.

6 Grossissement d’'une lunette

1 ¢ Le systeme est afocal si F| = F,, comme le montre le pre-
mier schéma.
Le deuxieme montre que le grossissement de la lunette est:

—iz—h/‘f2=f_l/=—2=4.
o hifi £ v

Il est supérieur a 1 si on met la plus longue focale en position
d’objectif, et la plus courte en position d’oculaire.

3
\

—+

F, Fy
Fy=F,
4
y o’
(0] ht i
Fl F/Z F’1=F2
A

2 ¢ A l’eeil nu: Olcoperic = 0,83" €t Ucjayius = 2,0’, donc seul
le cratere de Clavius est discernable. Avec la lunette, les deux
sont visibles.

0 Caractéristiques d’'un microscope

1 ¢ L’image finale est a I'infini donc ’image intermédiaire
donnée par I’objectif est dans le plan focal objet de 1’oculai-
re. Si on utilise la formule de Newton du grandissement :

_AF_FT
AB o
on obtient ; = iy __ 5 (voir le schéma ci-dessous).
AB A

. A . .
On obtient y, = —7, =-50. (Le — fait que I'image obser-
1
vée est renversée dans un microscope.)

2 o D’apres la définition de la puissance intrinséque :
- | oz
de I’objet AB quand elle est 2 I'infini :

P

ol o est’angle sous lequel on voit I’image

i

i, = 40 dioptries.
h

=

’
)

Le grossissement commercial est le rapport , 0l ys

25

est ’angle sous lequel on voit I’objet quand il est a 25 cm de
Ieeil.
’ 9}
G.=025 |é SANESTI
AB 4
3 o L’image finale est définie par I’angle :
0 =P, |AB)| dou .= P, |7 AB|.

Donc: Ge = %o
AB
[o,zs)
9 Télescope de Schmidt-Cassegrain

1  L’image primaire est formée dans le plan focal du miroir

—-— R
M1=S1F1=—71 =-40 cm.

= |J/l| @iz =500 .

L’image finale sera dans le plan focal du télescope, et le foyer
F' est'image de F, par le miroir M, :

1,1 _ 2
S,F,  S,F S,C,]
soit: S,F' = i)l 35 cm.
2(R, +2d—R))
F;’ Sz il‘z Sl F
......... .

2 ¢ La figure précédente est construite de sorte que le rayon
incident, parallele a I’axe du télescope, soit juste capté par le
miroir secondaire, et on peut lire sur cette représentation :

, SOit: r2=r1.<l - %) ~ 3,75 cm.

1

n o _ D
SIFL SiF)
Ce résultat est conforme a I’allure du télescope réel visible
dans I’énoncé de |’exercice.
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3 © Une observation sans effort, par un ceil emmétrope, sup-
pose de placer I’oculaire a distance focale derriere le foyer
F': le télescope donne de I’objet humain, a I'infini, une
image a I’eo.

4e

F, 44
1 >
[°3 S
Rip

Si la Lune est vue sous I’angle:

o= I 9,0.1073 rad = 0,5°,

L

I’image primaire, dans le plan focal du miroir M,, a un
diametre D, = «. % = 3,6 mm.

S,F'

2471

L’image finale a un diametre D, = D).

‘ =1,25 cm.

Une lentille de focale f'= D, =1,4 m donnerait une image
o

de taille identique dans son plan focal image. L’encom-
brement du télescope, de I’ordre de d = 30 cm, est nettement
inférieur.

5 e L’image finale, a I’infini, est vue dans I’oculaire sous

langle o' = Dy _ 0,31 rad = 18°. Cette valeur est un peu

oc

élevée pour I’approximation de Gauss, mais on peut considé-
rer que I’on voit bien des détails a la surface de la Lune...

!
Le grossissement G = 2 vautici 35.
o

Q Lunette de Galilée

1 ¢ Une lentille & bords minces est convergente, une lentille
a bords €pais divergente.

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problémes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.
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L’objectif plan convexe est conver-
gent, 1’oculaire plan concave est
divergent.

2 * a) On a la conjugaison suivante:

Am objectif A =F’ oculaire A’
1= 71 oo

plan plan
L’image intermédiaire se forme dans | concave convexe
le plan focal image de I’objectif. Doc. 1

Pour que I’'image finale soit a ’infini,

il faut que cette image intermédiaire soit dans le plan focal
objet de I’oculaire.

Soit F|=F,: le foyer image de I’objectif est confondu avec le
foyer objet de 1’oculaire.

b) Attention: I’oculaire est divergent. Son foyer objet est a
sa droite ! (doc. 2)

Pour le tracé du rayon lumineux, on utilise un rayon paralle-
le passant par le centre O; de L; non dévié par L, .
Comme ces rayons sont paralleles avant L, , leurs supports
se recoupent aprés L, dans le plan de front de F{ = F, au
point B, .

af\‘*\ - |0,

0,

L

objectif objectif S

Doc. 2. Lunette de Galilée.

Pour tracer les rayons aprés L, , on trace le rayon qui entre
L, et L, passe par O, etpar B, .

Ce rayon n’est pas dévié et a la sortie de L, , les trois rayons
sont paralleles, car leurs supports dans le milieu incident de
L, se coupent dans le plan focal objet de L, .

¢) D’apres le schéma ci-dessus (doc. 2):

,FiB, F{B F|B F{B, FiB
=== ; et a=———= = 5
OF| OF, fa OF; fi

o i
d’ou: G="=——
@ f

d) D’apres I’observation de la Lune, le diametre angulaire de
celle-ci est multiplié par 30, donc G =30 . D’apres le doc. 2:
0,0, = OF{+ F,0,=f{+f; .
Onadonc f{+f,=375cm et f= i .D’ou f{ =388
, 30
cm et fy=—13cm.




CORR'GES Instruments d‘observation

Doc. 3. L’ @il normal

n’a pas besoin d’ac-
commoder a 2,8 m,
donc il n’y a pas de &
différence entre voir
I'image d’'un homme

de%zSJcmd

position d'un homme de 1,70 m
donnant une taille angulaire o’

position réelle
de I'image

28moudel,70ma

83 m.

3 ¢ a) Les gens observés peuvent étre considérés comme
étant a ’infini.

On a donc o’ = G avec « =% ol A est la taille de

I’homme et D la distance homme-lunette. Soit ¢’ =2,0.1072
rad ou o’ =1°10".

b) Si on extrapole I'impression de rapprochement obtenu
dans le cas de la Lune, les gens semblent a une distance

apparente: D, = 2 83 cm, car ils sont vus sous 1’angle

o =30a=30 1.
D

ou A’ estla taille

!
En fait, cet angle correspond a o' = h—,

réelle de I'image, et D’ sa distance réelle.

Sur le doc. 4, on peut lire: ' =— f—f h= L On en déduit
1

que I’image est en faita D' = L 2,8 m.

o 30a 900
C’est-a-dire encore 30 fois plus prés qu’on le pensait par
simple impression visuelle.

cette hauteur représente
la taille de A'B’
L L,
A
B
>
P —
- . } .
A F'\=F,
A
Doc. 4

@ Mesure d’indice a l'aide
d’un microscope
1 © Soit Apg (App) le point dont I’image se forme au PR (PP)

de 'ceil. La latitude de mise au point ¢ est la distance
AprApp .

Si L, estl’objectif et L, I’oculaire:

Apg —5 F,—2 5 PR(e0) .

App—2 App—25PP .

e La formule de conjugaison de Newton pour L, et Apg

donne:
,2

FiAp .F{F,=—f, soit FlAsz—flA

* La formule de Newton pour L, et PP donne:
FZ/PP 'FZA/PP = _f2/2 .

72
F;PP=—d, (PP avant1'eil), donc F,App = d2

m

La formule de Newton pour L; donne:

FiApp 'F{A’PP = _flq s

72 72 72
soit FIAPP=%z—f1— 1- 22— |,
A+f*ld, Al Ad,

6z fl;z 2/2 _ 1
2 2
A’d 16G2d,

m

Donc : et G,> 560

pour 6< 1 um.

2 © En posant x; =259 um, x, =121 um et x3=62 {m, x; — X3
représente ’épaisseur e de la lamelle ; x; —x, représente la dis-
tance ¢ entre I’image du trait bleu par la lamelle et la surface
de la lame.

n sini = sini’ , soit ni =i’ .

ob 1f ~

tani:ﬂ et tani’=ﬁ; /
(0) OA

’

o

. 0OA . e
d’ou OA"’=—, soit ¢ =—.
n n

Onadonc ¢=197 £2 um; Al
lamelle
¢=138+2umet n=—=143. 4 Tame
e
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m Le viseur

A. 1 ¢ Soit 0" la position de I’eeil et O’ I'image de O par I’o-
culaire.

réticule oculaire

@ d 0, a 0"
I A

-V

L’ceil peut voir O’ si O" est situé devant lui entre d,, et I'infini.
d,<0'0"ou0,0' <a-d,<O.

D’apres la relation de Descartes :

1 1 _ 1 oy Ao 1 1
_ = ou —= - —_—
0,00 0,0 f d fi 00
- _0,0f
0,0" —fy
d est une fonction décroissante de 0,0 quand 0,0 varie de
—®aa—dg,

Pour une observation sans fatigue, on doit placer O en F,.
La plage de réglage du réticule est donnée par:
2
Ad=f' - fila—dy) — f )
a_dm_fZ, .f2,+dm_a
Ad est minimale si a = 0: ’observateur a tout intérét a col-
ler son ceil contre L, pour régler la position de 1’oculaire.
2e

objectif

oculaire

A et O sont réels, on a donc 0,0 > f.

Si A est a Iinfini, son image se forme en F|. On doit avoir
F{=0, donc D,;;,= fi.

D’autre part, la distance minimale objet réel-image réelle est

égale a 4 f| (résultat a connaitre). On a alors A situé a 2 f{ de
Liet0,0=2f],soit: Dy, =2f].

Donc: X<—4f1’ et fl’ <D<2f1’
Pour un x donné, on détermine D :
L —L=Lavec 0,0=D et O,LA=D +x.
0 0,4 ff
Donc: Dz+DX—xf{=OetD=M.

3 ¢ a) L’objet A est a I'infini. Son image se forme en O pour
D= f{.
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L’observateur myope observe O’ sans fatigue si:

0,0'=a-3.
11 doit régler I’oculaire pour avoir - L = L,
0,0" 0,0 f
soit 0,0 = L@-a) o 4 fi@-d)
a-6-f, a-8-f

L’observateur devra commencer par régler I’oculaire de fagon
a voir net le réticule ; ensuite, il devra régler le tirage de la
lunette pour voir I’image de A nette : 'image A" de A par ’ob-
jectif sera dans le plan du réticule.
b) Eil myope : 8= le = 12,5cm:d, = 1,72 cm.

. , Im
(Eil hypermétrope : 6 = — ry =-12,5cm; d, =2,38 cm.
B. 1 ¢ O est au foyer objet F de ’oculaire FX F4£$ 0,
Formule de Newton: F3F. FiF, = —fi?,
avec F3F,=e—f;— ﬂ ;
Yl L
FF=——3

e-fi- fi

- 12 e — i
O30=_3’_ f3/ ’ =ﬂ /f4 r e
e—fi- Iy e—fi- fi

2 ¢ QOculaire de Ramsden: 00 < 0, soit: efi >0

’

e—2f;
d’otle>2f; oue <fi.

@ Viseur a frontale fixe

1 ¢ a) Pour que I’ceil normal observe sans effort un objet,
celui-ci doit étre a I’infini par rapport a 1’ceil. Le réticule doit
étre placé dans le plan focal objet de 1’oculaire.

« La position de 1’ceil n’a pas d’importance pour la netteté de
I’image du réticule car celle-ci est a ’infini. Cependant le
champ de vision dépend de la position de 1’eeil. La position
optimale correspond a I’emplacement du cercle oculaire
image de I’objectif par I’oculaire. En pratique, elle est assez
proche du foyer image de I’oculaire.

cercle oculaire
A\

plan focal commun
aux deux lentilles

Doc. 1

» Cette contrainte est assez faible car la distance focale de
I’oculaire est courte et il suffit de placer I’ceil contre I’oculaire.




@ Instruments d‘observation

b) L’objet observé est a grande distance de la lunette, donc
I’objectif donne une image intermédiaire dans son plan focal
image. L’image finale devant &tre rejetée a l'infini, le foyer
image de I’objectif est confondu avec le foyer objet de 1’ocu-
laire. La distance objectif-oculaire est donc fj + f{ .

La lunette obtenue est dite afocale, car elle ne possede pas de
foyer: un rayon lumineux parallele a ’axe optique ressort
parallelement a I’axe optique.

¢) On utilise les documents suivants (doc. 2 et 3).

A A
B’
F; >
r F, Fi /i
0,
w{w
B,
Y Y

Doc. 2. L’ oculaire est une lentille convergente.

Y A
Doc. 3
F.B -F\B
o= ],1 : (X, l, 1
0 1
D’ou: G=0i=—f—°,.
o fi

fo est toujours positive, en revanche:

« si I’oculaire est une lentille convergente (f{ > 0), le grossis-
sement est négatif: I’image est renversée (lunette astrono-
mique) (cas du doc. 2) ;

« si I’oculaire est une lentille divergente (] > 0), le grossis-
sement est positif: I’image est droite (lunette de Galilée) (cas
du doc. 3).

Pour voir le réticule, il est nécessaire que le foyer objet de
I’oculaire soit réel. L’oculaire est alors une lentille conver-
genteet G<O0.

2 © a) On peut décomposer le dispositif en deux parties, la
bonnette qui donne d’un objet AB une image AgBg et la
lunette.

o La lunette est réglée a I’infini, donc AgBg doit étre a ’infi-
ni, ¢’est-a-dire que 1’objet pointé se trouve dans le plan focal
de la bonnette, donc a la distance f§ de celle-ci.

champ
de

vision

lunette
bonnette

Doc. 4. Plus la lunette est proche de la bonnette,
plus le champ de vision est important.

« La position de la bonnette par rapport a la lunette est a priori
indifférente, AgBg reste toujours a I’infini. Cependant pour
des raisons de champ de vision, il est conseillé de la coller
contre la lunette.

b) Soit un objet AB dans le plan focal objet de la bonnette.
Les rayons lumineux provenant de B ressortent sous un

angle a= _A,B de la bonnette. D’apres 1) ¢), o= Fl—{g‘
T o
d’ou le rapport des tailles = _Js .
F\B, J

3 e L’image d’un objet placé & d de I’objectif est dans le plan
focal objet de I’oculaire :

A objectif A=F oculaire Aloo
1=
La formule de conjugaison des lentilles appliquée a 1’ objectif

,
donne —+==i,, soit O_Alzd—fo.
04, Jo d-fy
11 faut donc que d > f; et avancer 1’objectif par rapport a
2
I’oculaire de OA, —f; , soit de —-2— .
d—fg
On peut repérer de fagon précise la position de la lunette. La
mesure absolue de la position d’un objet avec la lunette est
impossible car on ne connait ni d , ni la position exacte de
I’objectif dans la lunette avec précision.
En revanche, ces deux grandeurs sont constantes, et la diffé-
rence des mesures successives de la position de la lunette lors
du pointé de deux objets donne la distance entre ces objets.
Le viseur permet donc des pointés relatifs.
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Focométrie

« Observations, repérages, mesures a I’exception de
quelques expériences simples a base de lentilles ou
miroirs.

» Miroirs, lentilles, instruments optiques.

0000000000000 0000000 LES OUTILS MATHEMATIQUES

« Si vous connaissez les fractions, toujours rien !

« Méthode d’autocollimation

L’image d’un objet placé dans le plan focal objet est obtenue apres :
« la traversée de la lentille ;

« la réflexion sur le miroir plan ;

« la traversée de la lentille en sens inverse.

Elle est dans le plan focal objet de la lentille. Son grandissement est égal a —1 ; I'image est inversée.

« Lentille convergente

o Méthode de Silbermann

Elle consiste a obtenir I’image réelle d’un objet réel, celle-ci étant le symétrique de 1’objet par rap-
port au plan de la lentille.

La distance objet-image est D = 4 f' .

e Méthode de Bessel
Pour une distance D >4 f' entre un objet réel et son image réelle, il existe deux positions de la len-
tille convergente, distantes de d, pour lesquelles I’image est nette. D, d et f' vérifient :

D?-d?

==
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Focométrie

« Lentille divergente

Pour mesurer la distance focale d’une lentille divergente, il suffit de I’accoler a une lentille suffisam-
ment convergente, de distance focale connue, afin de créer un systeéme convergent. Les méthodes de
Silbermann et Bessel sont alors applicables.

« Viseur

L’emploi d’un viseur permet de généraliser les méthodes de mesure précédentes ou de vérifier la rela-
tion de conjugaison avec un objet réel ou virtuel et une image réelle ou virtuelle.

Conseils et pieges a éviter

« Souvent des constructions simples permettent de résoudre les exercices.

 Bien connaitre la méthode d’autocollimation, aussi bien pour résoudre des exercices qu’en
Travaux Pratiques.

« Il faut connaitre les relations de conjugaison de Descartes et de Newton par cceur.
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o Détermination rapide
d’une focale

Un objet réel donne une image réelle renversée et de
méme taille. Quelle est la lentille utilisée ?

Un schéma et/ou une relation de conjugaison suffit a
résoudre cette question.

Conseil

6 Déplacement transversal

Un objet réel est placé de facon a ce qu’une lentille en
donne une image droite.

Un léger déplacement transversal de la lentille entraine un
déplacement de I’'image observée dans le méme sens.

La lentille est-elle convergente ou divergente ?

Ne pas hésiter a faire des schémas.

Conseil

9 Existe-t-il une méthode de
Bessel pour les miroirs concaves?

On place un demi-écran a une distance D d’un objet réel.
Existe-t-il deux positions d’un miroir convergent, distantes
de d, donnant une image nette de I’objet sur le demi-écran ?

Appliquer les relations de conjugaison de Descartes.
Pour pouvoir appliquer la méthode de Bessel, il faut
que l’objet et I’'image soient tous deux réels pour
deux positions du miroir : on montrera qu’avec un
miroir, ceci est impossible.

Conseil

0 Autocollimation

Un systeme catadioptrique est constitué par une lentille
mince convergente associée a un miroir plan : les rayons
utilisés dans ce systéme traversent la lentille, sont réfliéchis
par le miroir, et traversent de nouveau la lentille.

A

> —

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.

1 © Le réglage par autocollimation L

a) Quelle est I’équation polynomiale liant p = OA et
p'=0A",ou A" estle conjugué du point A par le syste-
me catadioptrique {lentille-miroir} ?

b) A quelle condition I’objet AB et son image A’B’ par
le systeme peuvent-ils appartenir au méme plan ?
Effectuer les constructions correspondantes et préciser le
grandissement ¥ obtenu dans chaque cas.

¢) Rappeler le but et le principe du réglage par autocolli-
mation.

d) Le calcul précédent semble laisser une ambiguité quant
a la validité du réglage. Comment la lever?

2 » Un réglage curieux

Un expérimentateur montre cette expérience sur un banc
optique. En déplacant la lentille, il constate la formation
d’une image réfléchie nette dans le plan objet. Mais en
passant le bras entre la lentille et le miroir, il constate que
I’image ne disparait pas!

a) Pouvez-vous expliquer ce qui se passe, en précisant ou
est réfléchie la lumiere qui forme cette image ?

b) La lentille mince sphérique utilisée est équiconvexe,
son épaisseur est de I’ordre de 5 mm. Lorsque le « régla-
ge » précédent est réalisé, la distance —p vaut 6,2 cm.
Evaluer le rayon de courbure des faces de cette lentille, et
discuter la validité de I’hypothese de minceur de la lentille
utilisée. Quelle est la vergence de la lentille utilisée ?
Donnée : La focale d’une lentille en verre d’indice », pla-
cée dans I’air, dont les faces ont pour rayon de courbure
R, et R, ,est donnée par :

1 1 1
7*”‘”(572]'

Utiliser les formules de conjugaison d’une lentille et
d’un miroir, et effectuer les constructions usuelles
d’images et d’objets.

Attention au sens dans lequel voyage la lumiere dans
ce systeme catadioptrique lors de 1’utilisation de ces
formules (et donc attention aux signes) !

Pensez a la réflexion partielle de la lumiere par les
faces de la lentille.

Conseils

9 “Repérage du plan focal
par autocollimation

Un objet lumineux est constitué par une figure découpée
dans un écran. Pour repérer le plan focal d’une lentille, on
réalise le montage représenté sur le schéma ci-apres.

Le miroir plan est proche de la lentille (de facon a perdre
le minimum de luminosité de la source).



Focométrie

source
lumineuse >

miroir
plan

1 e Faire une construction graphique des images successi-
ves d’un objet AB dans le plan du diaphragme. Justifier
alors la valeur de la distance diaphragme-lentille lorsque
I’autocollimation est réalisée. L’inclinaison du miroir
a-t-elle une influence sur ce réglage ?

2 * L’objet est un trou de diametre d = 1 mm. La lentille
a une distance focale image f’ égale 2 200 mm, et un dia-
metre D de 5 cm. On s’apergoit que I'image du trou est
floue si son diamétre d’ excéde 2 mm.

Estimer la précision de la méthode.

1) Les constructions graphiques avec un miroir plan
ou une lentille mince sont classiques. Faire un sché-
ma de I’autocollimation puis une lecture plus facile.
2) Faire apparaitre les dimensions de la « torche image »,
dans le cas ou le réglage n’est pas parfaitement réalisé.

Conseils

@ Frontofocométre

On appelle distance focale frontale d’une lentille L (qui
peut étre épaisse) la longueur algébrique SF entre le
sommet S de sa face d’incidence et son foyer principal
objet F . Pour mesurer la distance focale frontale d’une
lentille, on utilise le systeme centré décrit ci-dessous,
appelé frontofocometre. En se limitant aux lentilles min-
ces, les distances focales frontales sont égales aux dis-
tances focales objet SF =f.

L’appareil est construit de facon a ce que le sommet S de
la lentille L a étudier soit au foyer image principal F/
d’une lentille convergente L, de distance focale f| connue.
Un réticule R, placé en avant de la lentille L,, peut se
déplacer le long de I’axe optique du systeme, le point de
croisée C restant sur I’axe.

lunette
1
C
Y [ S, S
F, i l F il
I
L, L

On regle la position du point C de fagon a ce que le réti-
cule soit vu nettement dans une lunette mise au point a
I’infini et placée derriere la lentille L . On releve la posi-
tion du point C qui est repérée par F,C , ¢’est-a-dire par
rapport au foyer objet F; de la lentille L, .

1 ¢ Déterminer, par deux méthodes (application des lois de
Descartes, puis application des lois de Newton), la distance

focale f” delalentille L en fonction de f| etde F,C.
Peut-on utiliser la méthode pour tous les types de lentilles ?

2 » Quelles sont les distances focales des lentilles L pour
lesquelles 1’appareil est inutilisable ?

3 e Le frontofocometre utilise une lentille L, de distance
focale f{=15 cm. Pour une lentille L dont on veut déter-
miner la distance focale f”, il faut placer le réticule en C
tel que F,C =— 10 cm.

Déterminer f” et tracer la marche d’un faisceau lumineux
issude C.

Revoir les diverses relations de conjugaison
(Descartes et Newton) des lentilles minces.

Conseil

@D Abaque a points alignés

Pour une lentille L donnée, on repere la position de
I’image A" d’un point A de I’axe, pour différentes posi-
tions O de la lentille.

Pour chaque mesure, on trace la droite passant par les
points (OA ; 0) et (0; OA”) dans un repére orthonormé.

1 » Montrer que la pente de la droite tracée est I’opposée
du grandissement entre A et A”.

2 » Montrer que toutes les droites sont concourantes et
préciser leur point d’intersection.

3 ¢ On place sur un banc d’optique un objet (réticule éclai-
ré), une lentille et un viseur.

« La lentille étant enlevée, on pointe 1’objet. La position du
viseur est alors dy =212 cm .

* On place la lentille, puis on pointe successivement la
face de sortie de la lentille (position d, du viseur) et Ii-
mage du réticule (position d, du viseur).

On obtient les tableaux de mesures suivants pour deux
lentilles L et L.

lentille L
d, (cm) 26,3 31,0 41,3 61,2
d, (cm) 22,5 25,0 32,7 50,3

lentille L’
d, (cm) 26,1 41,3 51,4 61,0
d, (cm) 16,1 61,4 66,2 74,3

Déduire de ces mesures les distances focales des lentilles.

Utiliser la relation de conjugaison de Descartes pour
exprimer 1’équation de la droite tracée en fonction du
seul paramétre p = OA .

Quelle relation existe-t-il entre les positions pointées
dy, dy et d, etles parametres p et p’=0A"?

Le tracé des quatre droites donne un encadrement de
f’ . Pourquoi ?

Conseils
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o Détermination rapide
d’une focale

Pour y= P , la relation de Descartes i, 1 =

1
p Pop f
donne : p' =—p =2f".
L’objet étant réel (p < 0), la lentille est convergente, de foca-
le égale a la moiti€ de la distance objet-lentille. On reconnait
ici la position de Silbermann.

A 3

BI

Doc. Position de Silbermann : A’/B’ = — AB

6 Déplacement transversal

L’image est droite, donc le grandissement est positif, et 1’ob-
jet et 'image sont du méme co6té de la lentille : ’objet est
réel, I'image est virtuelle.

C’est le cas avec une lentille divergente, ou avec une lentille
convergente dans le cas ou I’objet est entre le foyer objet la
lentille. 11 suffit d’envisager ces deux cas, et de déplacer la
lentille pour conclure :

y
B
B
A F'A' O F Q
L dy
' d, —>
B

=
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Dans les deux cas, les distances d; et d, ne sont pas modifiées
par le déplacement vers le bas de la lentille. Et I'image A'B’
se déplace vers le bas aussi si la lentille est divergente.

9 Existe-t-il une méthode de
Bessel pour les miroirs concaves?

On note O le sommet du miroir.
p=0A; pP'=0A"; D=AA"=AA".
Formule de Descartes :

1 1 1

—+—=—.

Porf
p<0 et p’<0, car on veut une image réelle d’un objet réel ;
de plusonveut p’=p+D .D’ou:

pPP+p[D-2f)-Df"=0.
Il'y a deux racines p; et p,,car:
A=D-2f'Y+4Df?=D*+4f"?>0.

p1<0 et p,<0,donc p,+p,<0.0r p,+p,=2f"-D,
d’ou : D-2f">0,soit D>2f".
f"<0;pp,>0;donc D>0.La différence entre ces deux

racines est VA , d'od d2=A=D>+4f".




CORR'GES B Focométrie

Il existe donc deux positions du miroir distantes de

D> +4f" telles que la distance objet image soit D >0 .
11 reste a vérifier que p; et pj sont bien négatives :

p'=p+D.
< D
B
\:
P iy A
A 0
B

Soit p” solution de I’équation :
pr=pD+2f)Y+f'D=0.
Le produit des racines de cette équation est f’D. Il est néga-
tif (f” <0 et D >0), donc les valeurs p] et pj de p’ sont
de signes opposés. La méthode est donc non applicable, car si
p’ est positif, I'image correspondante est virtuelle, donc non
observable directement sur un écran. La méthode de Bessel
n’est pas applicable pour des miroirs concaves.
Remarque : On aurait pu prendre AA” = —D . Dans ce cas,
on aurait eu une des valeurs de p positive correspondant a
un objet virtuel, ce qui rend la méthode de Bessel inutilisable
a nouveau.

a Autocollimation

1 ¢ Le réglage par autocollimation
a) Le point A (p) apour image A, (p;) par la lentille, dans

le sens de la lumiere incidente : L - L = i, .
nmoprf
Le point A; (p;) a pour image A, (p,) par le miroir :
d-pi=p,—d.

Le point A, (p,) a pour image A’ (p") par la lentille, dans le

sens de la lumicre réfléchie : L—i,=i,.
pn pof
Onad d L d it :
n a donc T 1-1 1 % soit :
- =T
" p fp

2d~fpp +f'Qd~f")p+p)+2df?=0.

b) Si AB et A’B’ sont dans le méme plan, alors A=A". On
reporte la condition p = p’ dans ’équation précédente, il
vient :

d-f*+f'Qd-fp+df*=0.

A

Pl

B, etBs--.
2 Uinfini

Y

Le discriminant de cette équation de degré 2 est A =f"* (tou-
jours positif).

df’
d-f""
La solution p =—f" correspond a un objet AB placé dans
le plan focal objet de la lentille.

Les racines sont p=—f" et p=-—

Le schéma montre clairement que le grandissement obtenu
est égal a — 1.

La solution p=- a ~, soit p vérifiant :
d-f
N
d p f~

correspond a un cas ot le plan contenant 1’objet AB et le plan
du miroir sont conjugués par la lentille.

A
lentille —

Y-

A, et B, sont leurs propres conjugués par le miroir.
Appliquant le principe du retour inverse de la lumiere a la
lentille, on en déduit A”=A et B’ =B . Le grandissement
estdoncici y=+1.
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Remarque : Expérimentalement, ce réglage ne peut pas étre
trés visible si A’B’ est rigoureusement confondu avec AB ;
pour pouvoir mettre I'image en évidence expérimentalement,
il faut incliner un peu le miroir plan.

¢) Le réglage par autocollimation consiste a placer 1’objet AB
dans le focal objet de la lentille. L’image de I’objet AB par
la lentille est alors renvoyée a I’infini. Elle peut alors servir
de « source a I’infini » pour la suite du montage optique (le
miroir plan sert a faire le réglage, il est ensuite 6té).

d) Classiquement, on I’effectue en placant un miroir plan juste
derriere la lentille et en ajustant la distance — p de facon a
obtenir une image nette dans le plan de 1’objet AB . On a vu
qu’il existe deux réglages distincts conduisant a cette observa-
tion. On note toutefois que, pour le premier, la position exac-
te du miroir est sans importance et que I’image A’B’ est ren-
versée par rapport a I’objet AB , ce qui permet de lever I’am-
biguité. En pratique, on obtient donc toujours sans probleme
le premier réglage.

2 * Un réglage curieux

a) La lumiére est ici réfléchie par la lentille. En fait, les inter-
faces air/verre ne correspondent pas a une transmission inté-
grale de la lumiere incidente, une petite partie est réfléchie (ce
qui explique le traitement anti-reflet des lentilles d’un objec-
tif photographique, car les réflexions sont en général assez
nombreuses).

b) La réflexion sur la premiere
face de la lentille équiconvexe,
qui se comporterait alors comme N

un miroir convexe, n’est pas
responsable de la formation de
I’image observée : ce miroir
divergent ne peut donner une
image réelle de 1’objet AB,
comme 'indique le schéma ci-contre.

=
=

II doit donc s’agir d’une réflexion sur la seconde face de la
lentille. Le point A a pour image A, par la lentille, dans le
sens de la lumiére incidente :

1 1 1

nop f

Le point A, a pour image A, par le miroir concave de som-
met O formé par la seconde face de la lentille :
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1 1 2

b D R’
ou R estla valeur absolue du rayon de courbure des faces de
la lentille équiconvexe.
Le point A, a pour image A’ par la lentille, dans le sens de
la lumiere réfléchie (attention aux signes) :

1 1 1

pp v
, 1
Lorsque p=p’,onadonc —-p= T 71
R f

Pour une lentille en verre, on peut évaluer le rayon de cour-
bure en prenant n = 1,5 ; en utilisant la formule donnée dans
I’énoncé, il vient f’ =R , et la mesure — p = 6,2 cm cor-
respond 2 R = 12,4 cm.

On constate que le rayon de courbure des faces de la lentille
est tres supérieur a son épaisseur, 1’approximation de lentille
mince est bien justifiée.

La vergence de cette lentille est

v:i:lzL:+ 8di0ptries.

6 “Repérage du plan focal
par autocollimation

1 ¢ Construisons I’image A,B;, de I’objet AB dans le plan
du diaphragme, par la lentille. L’image A,B,, de A,B,, par
le miroir plan est symétrique par rapport au plan du miroir
(SA, = — SA,), de méme taille (A,B, = A, B)).

Sur le schéma, A;B; constitue un objet virtuel pour la lentil-
le utilisée dans le sens de la lumiere réfléchie (symbole
—<<-). L’image finale A;B; s’en déduit.

Le schéma montre que si A est a gauche de F, A’ est a droi-
te de F, il suffit de transposer les constructions, en interver-
tissant AB et A'B, A|B, et A,B,, sur la figure, et A’ sera
a gauche de F.

: . A—> A, 3
: M
' B Ale— Az] 3
Ay £OFA 03 F’ A
e B
Byt e <<------3
v B,

On obtient A=A’ (et A’B’ = — AB) lorsque A=F=A":
I’autocollimation est réalisée.

Incliner (modérément !) le miroir décalera latéralement A,B,
et A'B’, sans modifier les positions longitudinales : on peut
faire apparaitre I'image A’ réfléchie a coté du diaphragme A,
ce qui est tout de méme plus facile a observer.




@ Focométrie

2 * On considere que le réglage n’est pas idéalement réalisé :

rT_A R ollS

L’image A’ du diaphragme « ponctuel » A fait alors appa-
AA/
A'O

raitre une tache lumineuse de rayon r, avec : r = R.

d’apres le schéma.
On note x = FA, petit (en valeur absolue) devant f' sile

12

réglage est presque réalisé. On obtient F'A, =— f . grand

(en valeur absolue) devant F’', car A, est « trés loin » si
A=F.

_ N _ - - 12
On en déduit OA, ~SA, = — SA, ~— OA, ~— F'A, = L,
X

_ ffZ f/2 L.
donc F'A, = +—, etenfin FA' =— <— =~ —x. Ainsi, lorsque
X F'A,

I’autocollimation est presque réalisée, A et A’ sont sensi-
blement symétriques 1’un de 1’autre par rapport a F.

On en déduit : r = @
Si le diaphragme a un diametre d, le rayon r désigne I’élar-
gissement de la tache image, de diamétre d' =d + 2r.

On a finalement une précision de mise au point :

L fd-d o
2 R 2 D

. . X
soit une erreur relative = de 1 %.

e Frontofocométre

1 © Pour que le réticule soit vu nettement dans la lunette, il
faut que les rayons issus de la croisée C des fils sortent de la
lentille L parallelement a 1’axe optique. Cela revient a dire
que I'image C’ de C, donnée par la lentille L, , se forme
au foyer objet principal de la lentille L :

SC’=SF =f.
Premiere méthode
On exprime, a 1’aide des lois de Descartes, le fait que C et
C’ sont conjugués par rapport a la lentille L, :

11 1

o K

avec: py=SC=S5F+FC=f+FC=-f+FC

P=SC =55+SC'=fi+f=f~f .
1l en résulte que :

RS S |
?C_fl; fi/_f/ fl/’

d’ou : ! —i+ L |

— o= VI, e——
RC-H f K-f F°-fH
soit encore, en inversant les expressions et en simplifiant par
/2
fi, EC= L. dou I’expression de la distance focale de L :
1 7

f/2
1

=%

Seconde méthode

On exprime, a I’aide des lois de Newton, le fait que C et C’
sont conjugués par rapport a la lentille L, :

x, X\ =—f*, avec x,=FC
et x=FC'=8C=f=-f".

1l vient immédiatement :

fl

_i

e .
e Comme C peut se trouver de part et d’autre de F , il appa-
rait que 1’appareil peut servir pour la détermination des dis-
tances focales des lentilles convergentes (f” > 0) et diver-
gentes (f’<0).Si F,C >0, lalentille est convergente et si
F,C <0, la lentille est divergente.

2 ¢ Si C estavant F|, son image C' estaprés F|: ce cas
de figure permet le réglage souhaité pour toute lentille L
divergente.

Si C estentre F| et S, sonimage C’ est virtuelle pour
L, avant S : ce cas est adapté aux lentilles L convergentes
si f<f,(<0).

3 ¢ L’application de la relation établie dans la premicre ques-
tion donne :
72 2
15
f’=f1==—= -225cm.

FC, -10
La lentille L est une lentille divergente.
Sur le schéma ci-apres est représenté le tracé d’un faisceau
issude C, ainsi que la construction (en pointillés) de I’'ima-
ge B’ de B donnée par la lentille L, . Cette image se trou-
ve dans le plan focal objet de L .
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Focométrie 6 CORRlﬁéS

Schéma de la question 3) de [’ exercice 6

0 Abaque a points alignés

1 ¢ La formule de Descartes donne :

IR
0A O0A f
et d’apres le schéma ci-dessous :
_A'B" 0/
"% "o
A

B
f 0 A
A F

Y

L’équation de la droite passant par les points (p ; 0) et (0;

p’) est: Y xX_q
Pop
Sa pente est : % =L -_ 7, opposée au grandissement
p
de la lentille.
1 1 1 . . .
2 ¢ Comme —-—=—, il est clair que le point
ror f

(x=—f",y=f") est commun a toutes les droites pouvant étre
tracées pour différentes valeurs de p (et p’).

3 e Un viseur permet des pointés relatifs.

Onadonc p=0A=dy—d, et p’=0A"=d,—d, .

Ceci permet de remplir les tableaux, puis de tracer les deux
familles de droites.

lentille L
p(cm)| 263 31,0 41,3 61,2
p (em)| 225 25,0 32,7 50,3

lentille L’
p(em)| -49 -20,1 -30,2 | -39,8
p’ (em)| -10,0 20,1 14,8 13,3
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On remarque que ces droites sont quasiment concourantes, et
que toutes les droites de la premiere famille passent a moins
de 2 mm du point (15,0 ; — 15,0) , et celles de la deuxieéme
famille au point (- 10,0 ; 10,0) .

La premiére lentille est divergente de distance focale image
— 15,0+ 0,2 cm et la deuxieme convergente de distance foca-
le image 10,0 £0,2 cm .

On remarque que la méthode est d’autant plus précise que Ip!
et Ip’l sont simultanément grands. Les droites correspondant
a A et A’ proches de O ne sont pas utilisables.

p’(cm)

40

lentille L’
convergente

240 7230420210 p(cm)
10

-20

lentille L
divergente




Le prisme, utilisation
en spectroscopie

« Déviation de la lumiére par un prisme, ou plusieurs...

* Instruments d’optique (collimateur, lunette),
réflexion et réfraction.

EETERTRRRRERRRRRRRLY LES OUTILS MATHEMATIQUES

* Quelques angles, donc un peu de trigonométrie.

Soit un prisme d’angle au sommet A :

« Il y a toujours réflexion totale si A >2A , avec sin A = % , A étant ’angle de réfraction limite sur

la face d’entrée.
Lorsque A < 2A, le rayon émerge du prisme si :

h<is< % , oll sini,=nsin (A —A).

e La déviation D croit avec I’indice du prisme, du rouge au violet dans le domaine visible.

/N

[ — \
———\

Rouge

Violet

Doc. 1.
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Le prisme, utilisation en spectroscopie o ESSENTIEL

Doc. 2

19

» Minimum de déviation : lorsque 1’angle d’incidence i varie de i, a 5 la déviation passe par un

minimum D, vérifiant la relation :

. [A+Dy . (A
sin (T) =nsin (7) .
Au minimum de déviation, le tracé du rayon lumineux est symétrique par rapport au plan bissecteur
de I’angle au sommet du prisme.

* L’indice du prisme peut étre calculé en mesurant A et en repérant le minimum de déviation D, a
I’aide d’un goniometre.

* Le prisme, grice a son pouvoir dispersif, permet I’analyse du spectre d’une source lumineuse. Pour
cela, on utilise un spectroscope si I’observation du spectre se fait a travers une lunette, ou un spec-
trographe si I’observation se fait sur un écran ou une plaque photographique.

Ces appareils permettent de déterminer les longueurs d’onde des diverses raies du spectre.
Un spectrometre donne un enregistrement graphique a I’aide duquel on peut connaitre la longueur
d’onde et 'intensité de chaque raie.

Conseils et piéges a éviter

* Attention a I’orientation des angles.
* Penser aux symétries avec le prisme.
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o Minimum de déviation
d’un prisme
1 ¢ Exprimer la déviation D du rayon lumineux a I’aide

de i,i', et A.

2 ¢ Pourquoi existe-t-il deux valeurs de i donnant la
méme déviation ?

3 © Que peut-on en déduire au minimum de déviation ?
représenter cette configuration particuliere. Indiquer les
valeurs des angles si A =60° pour un prisme en flint d’in-

dice n=1,75.

o

base du prisme

Les conventions de signes sont ici telles que tous les
angles sont positifs.

Conseil

@) iquerre optique
D’aprés Oral Centrale-SupElec.

Un prisme ABCB’ d’indice n, rectangle en A et symé-
trique par rapport a AC , recoit un rayon lumineux S/ sur
sa face AB . Ce rayon incident, situé dans le plan de sec-
tion droite du prisme, se réfléchit sur les faces B'C et BC
puis ressort du prisme par la face AB’.

1 ¢ Déterminer la valeur de I’angle y pour qu’a I’intérieur
du prisme les rayons IJ et J’I” se coupent orthogonale-
ment, quel que soit I’angle d’incidence i du rayon inci-
dent S/ sur la face AB .

Quelles relations lient alors, d’une part, les angles r et j
et, d’autre part, les angles 1" et j/ ?

Est-il nécessaire de métalliser les faces BC et B’C pour
que la totalité du faisceau se réfléchisse en J et J ?

2 » Déterminer alors la déviation D du rayon incident S/,
c’est-a-dire I’angle que fait I’émergent /'S’ avec l'inci-
dent SI.

Justifier la dénomination d’équerre optique donnée a ce
prisme.

Quel avantage présente ce systeme par rapport a son équi-
valent réalisé a ’aide de miroirs ?

Quelle peut étre I'utilisation d’un tel prisme ?

3 e L’angle D dépend-il de I'indice n du prisme? Si le
rayon incident S/ contient deux radiations de longueurs
d’onde différentes, comment s’analysent les rayons qui
émergent du prisme par la face AB” ?

4  Pour quels couples de points ce prisme est-il stigma-
tique pour les rayons dans le plan de section droite du
prisme ?

Pour ces couples de points, le prisme présente-t-il des
aberrations chromatiques ?

La métallisation des faces BC et B'C n’est néces-
saire que si les réflexions en J et J’ ne sont pas tota-
les, afin de « garder » I’intensité lumineuse incidente.
On rappelle que le prisme peut étre considéré comme
stigmatique pour des couples de points situés a 1’infi-
ni, dans un plan perpendiculaire a son aréte.

Conseils

9 Etude d’un spectroscope
a prisme a vision directe

D’apreés ENSET.

1 ¢ a) On considere un prisme d’angle A et d’indice n .
Démontrer rapidement les formules du prisme reliant i,
r,i",r et A en respectant les orientations du schéma
page suivante (doc. 1).

b) Calculer la déviation D , du rayon émergent par rapport
au rayon incident, en fonction de i",i et A.
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Doc. 1

2 » On considere le train de trois prismes disposés comme
sur le schéma ci-dessous (doc. 2). Les deux prismes extré-
mes sont identiques d’angle A =90° et d’indice n . Le
prisme intermédiaire a un angle A, et un indice n, .

+

A
Z iY“~ﬁ>\’ |

Doc. 2

L’ensemble présente une symétrie par rapport au plan T
bissecteur du diedre. Les indices n et n, sont fonction de
la longueur d’onde et leurs valeurs sont données dans le
tableau suivant pour cinq longueurs d’onde.

Le prisme, utilisation en spectroscopie G EXERCICES

¢) Pour les longueurs d’onde indiquées, on construit le
tableau de valeurs donné en fin d’énoncé (*). Préciser la
signification des angles indiqués et les relations qui ont
permis de les obtenir.

d) Tracer la courbe donnant la déviation D(A) du spec-
troscope en fonction de la longueur d’onde pour la valeur
de A, calculée au 2) b).

e) On place le prisme dans le montage présenté ci-apres
(doc.3): L, et L, sont deux lentilles convergentes iden-
tiques de distance focale f” =200 mm et d’axe optique
coincidant avec ’axe (z’z) . On dispose une fente trés fine
perpendiculaire au plan du schéma et passant par le foyer
objet F de lalentille L, .

Cette fente est éclairée par une lampe a vapeur de cadmium.

On observe des raies pour les valeurs de x suivantes.
L, L, AX

A

, 7
Vi I

y

Y Y
Doc. 3

]x(mm)\ 77 \ 72 \ 5,1

=

A(nm) | 7065 G S e Donner la longueur d’onde de ces quatre raies ainsi que
n 1,50707 | 1,50895 | 1,51105 | 1,51314 | 1,51700 leur couleur.
ny 1,62818 | 1,63191 | 1,63620 | 1,64070 | 1,64909 % Pour les calculs de déviation, il faut préter une atten-
é tion toute particuliere aux définitions des angles et
a) Calculer la déviation D en fonctionde i/, i et A,. < donc aux signes.
b) On veut que cette déviation soit nulle, pour la longueur Pgur calculer la déviation par le prisme a vision
d’onde A, = 589,3 nm, pour les rayons incidents paralle- directe, on peut remarquer que la relation entre D , i
les a ’axe (’z) orthogonal au plan. et 7/ dans un prisme ne fait pas intervenir ce qui
* Tracer la marche d’un tel rayon. ;)nsmue %?.prllsme. S o
e Calculer A, en fonction de n et n, pour qu’il en soit i g e osict 1es sy_metrles PPrO e
ainsi Utiliser une calculatrice (de préférence programmable
) L. et graphique) pour faire les applications numériques.
¢ Donner la valeur numérique de A .
(*) tableau des déviations du spectroscope :
y) r ) =T r fo -r -’ D
706.5 18,76 71,24 61,22 60,81 70,59 19,41 30,06 -1,07
643.8 18,73 71,27 61,12 60,90 70,91 19,09 29,58 -0,59
589,3 18,71 71,29 61,01 61,01 71,29 18,71 28,99 0,00
546,1 18,68 71,32 60,89 61,14 71,73 18,27 28,31 0,67
486,1 18,63 71,37 60,66 61,37 72,58 17,42 27,01 1,98
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EXERCICES o Le prisme, utilisation en spectroscopie

Q Télémetre a prismes
D’aprés Oral Centrale-SupElec.

Un télémetre est un instrument qui permet de déterminer,
par la lecture sur une graduation, la distance D d’un point
¢éloigné A dont on observe a la fois les images dans deux
lunettes convenablement disposées.

Aux extrémités de la base du télémetre BB, =d , se trou-
vent deux prismes P, et P, aréflexion totale qui renvoient
les rayons provenant de A vers deux objectifs L, et L,,
centrés sur le méme axe BB, et de méme distance
focale f’.

On examine d’abord le principe de fonctionnement du
télémetre, en considérant que les deux objectifs ont une
distance focale f” telle que leurs foyers images coincident
en I, milieude S,S,.Labase B,B,étant supposée ortho-
gonale 2 AB,, lerayon AB, estincliné de & sur la nor-
maleen B, a BB, .

1 ¢ Ou se forment les images Aj] et A; de I'objet A
respectivement données par L, et L, et quelle est la dis-
tance a = AjA; qui les sépare?

2 ¢ Pour ramener les deux images A] et Aj en coinci-
dence, on place sur les rayons issus de L, un prisme P
d’indice n et de petit angle o .

a) Etablir I’expression de la déviation B du prisme P .
b) A quelle distance x de I doit-on placer P pour que
les deux images coincident ?

En déduire I’expression de la distance D , en fonction de
x et des caractéristiques du montage.

3 ¢ En fait, pour observer les images A] et A; données
par les deux objectifs, la distance focale f” est supérieure
a la moitié de la distance S,S, . On place alors en I, deux
prismes P et P aréflexion totale, chacun couvrant un
demi-faisceau. Ces prismes rejettent en F”, dans la direc-
tion et dans le sens du rayon incident AB, , le foyer image
des deux objectifs.

Un oculaire L , placé au-dela, permet I’observation des
deux images A] et Aj. Modifier et compléter le schéma
en bas de page pour représenter le télémetre tel qu’il est
effectivement réalisé.

4 ¢ Déterminer la nouvelle expression de la distance D ,
en fonction de x et des nouvelles caractéristiques du mon-
tage.

L’image d’un objet situé¢ a I’infini est dans le plan
focal image de tout systeéme optique.

La déviation B d’un prisme d’indice n et de petit
angle au sommet A estégalea f=(n-1)A.

Conseils

A A
&€
Py L L, Py
5| ﬂ L
Bl l -------- '-x ----- l Bz
P

Télémeétre a prismes
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o Minimum de déviation
d’un prisme

!

1 © En suivant le trajet du rayon, onlit: D =i—r+i'—r'.
D’autre part, la somme des angles d’un triangle valant 7 :

(l—r>+(£—r’)+A=1t,
2 2
soit:7+r' ' =A,etdonc D=i+i' —A.

2 © Dans les relations de base du prisme : sin i = n sin r ;
sini’=nsinr’ ;D =i+i"—A, on peut échanger les angles
i et i',etdonc les angles r et r', sans modifier la valeur
de D. Cette interversion montre que 1’on a en général deux
valeurs de 1’angle d’incidence associées a une déviation phy-
siquement réalisable : on retrouve cette propriété sur la cour-
be usuelle de déviation du prisme, ot I’angle i varie entre i,
(réflexion totale sur la deuxieme face) et 90° :

D L L
i=iy;i' =i ;déviation D

i=i'"y;i' =iy ;déviation D

Ny

SR _
——i=i=i,pourD =D,

L i
ly I 90°

3 ¢ En particulier, au minimum de déviation, 1'unicité de
valeur de i associée a D impose i =i’ : au minimum de
déviation, le schéma devient symétrique entre 1’entrée et la
sortie du prisme :

—— plan de symétrie

prisme au maximum
de déviation

Sur cette figure ou les angles sont indiqués, la relation
sin i = n sin r devient, au minimum de déviation :

sin iy, = n sin A/2.

Numériquement : i, = 61° et D, = 62°.

6 Equerre optique
1 ¢ Les réflexions en J et J' font tourner le rayon lumineux
des angles respectifs m—2j et m—2;j’, dont la somme doit

ae . 3n . T
étre égale & ——, soit: j + ) = —.
g 2 JtJ n

Dans le triangle JCJ', la somme des angles %— J. yet
%—j’ est égale a .

La condition recherchée est donc : y= %

En écrivant que la somme des angles du quadrilatétre ABCB’
est 271, on déduit :

g+2ﬂ+y=2n, soit ﬁ:%".

11 en résulte que les normales en I et J font entre elles un
angle aigu de % —% = g et qu’il en est de méme pour les

normalesen 1" et J'.

J=r+ T

8
Soit 7y, , la valeur maximale de 7, correspondant a I’inci-
dence rasante 7 sinry, = 1 . Cette valeur correspond aussi a
I’angle minimum d’incidence assurant la réflexion totale d’un
rayon a I’intérieur du prisme.
Comme r peut varier de — ry, a + Iy » il en résulte que

Il vient alors : j=r +§ et

—Tiim +g SEL™ +g, [ j | peut étre inférieur a 1y, (et
méme nul), ce qui signifie que la réflexion en J n’est pas tou-
jours totale : il est donc nécessaire de métalliser la face BC
du prisme pour conserver, en toutes circonstances, la totalité
du faisceau lumineux.

On aboutit & la méme conclusion pour la réflexion en J” et
a la nécessité de métalliser aussi la face B'C .

2 » La somme des angles du quadrilatere AIHI’ est égale a
2w . Les anglesen A eten H étant rectangles, il en résulte
que les angles de réfraction r et r’ sont égaux. Donc les
angles d’incidence i et d’émergence i* sont égaux aussi.




@ Le prisme, utilisation en spectroscopie

Les faces AB” et AB étant orthogonales, les rayons incident
SI et émergent S’I” sont orthogonaux.

Donc D= % quelle que soit la valeur de I’angle d’inciden-

ce 1. Cela justifie le nom d’équerre optique donné a ce prisme.
Une fois taillé, un tel prisme est indéformable; ce qui n’est
pas le cas du systeme équivalent réalisé par 1’association de
deux miroirs. Cette équerre optique est utilisée en arpentage
et dans tous les montages ou 1’on désire renvoyer un faisceau
lumineux dans une direction orthogonale.

3 o L'angle D est indépendant de I’indice du prisme. La
dispersion du prisme est donc sans influence sur la déviation
D du rayon incident.

Cependant, si le rayon incident contient deux radiations de
longueurs d’onde différentes A, et A, , la dispersion du pris-
me donne naissance a deux rayons réfractés distincts 1J; et
IJ, respectivement d’angle de réfraction r; et r, . Chacun
de ces rayons réfractés se réfléchit ensuite sur les deux faces
B’C et BC du prisme en des points distincts J,, J, et J{,
J5 , puis coupe orthogonalement le rayon réfracté qui lui a
donné naissance. Enfin, ces deux rayons tombent sur la face
AB’, en des points distincts /{ et [, , en faisant des angles
de réfraction r{=r, et r;=r,.

Il suffit, pour s’en convaincre, de reprendre pour chacun
d’eux le raisonnement fait au paragraphe précédent.

En conséquence, les deux rayons émergents sortent parallele-
ment entre eux, en des points distincts mais tous deux ortho-
gonalement au rayon incident commun S/ .

Un faisceau de lumicre parallele orthogonal a AB ressort
sous forme d’un faisceau paralléle orthogonal 2 A’B”.

4 ¢ Ce prisme est donc stigmatique pour les couples de points
(S,S) situés a I’infini dans deux directions orthogonales tel-
les que celle du rayon incident SI et celle du rayon émergent
I’S” . Pour ces couples de points, le prisme ne présente pas
d’aberration chromatique, puisque la dispersion du prisme est
sans influence sur la direction des rayons émergents.

C’est ce qui fait I'intérét de cette équerre optique.

e Etude d'un spectroscope
a prisme a vision directe

1 ¢ a) L’angle d’intersection des deux normales aux faces du
prisme a pour mesure T—A (la somme des angles du quadri-
latere SIMI’ est de 2m). La relation sur les angles du triangle
IMI’ donne :

r-r+m-A=mn
(" est négatif d’apres les orientations).
Dot r—r'=A.
Les relations de Descartes donnent :
sini = n sinr et sini’ = n sini’ (car i’ est aussi négatif).
b) L’angle de déviation D est la somme de deux angles
(" —7r’) et —(i—r); (le signe — vient des orientations).
Dou: D=i-i-r+r=i'-i-A.

Sur le schéma,ona D <0 .

2 e a) Calculons les déviations algébriques successives
imposées par les prismes a 1’aide du schéma ci-dessous.

Ces déviations sont :

D =ij—i+A D,;<0;i>0;i1<0;A>0);
Dzzié—lé—Ao (D2>0;12<0;l£>0;A0>0);
Dy=i"-i3+A (D3<0;i3>0;i'<0;A>0).

Comme i, =i{ et i3 =i, ,la somme des trois déviations
donne : D =i" —i+ (W—Ap).

Cette formule est semblable a celle obtenue a la premiere
question pour un prisme d’angle ©— A,.

b) Une déviation nulle impose un schéma symétrique par rap-
port au plan (TI) :

T
i Ao /
4o T _Aogim Ao Ao
2 2 212 2 2

La symétrie de la figure indique que le prisme actuel est au
minimum de déviation.

. . A
On a alors : i =—i, et r6=_;~0=70,

. L . . A
La relation aux sinus impose donc : 7 sin iy = 71 sin 70 (1).
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Pour les prismes d’angle A = % le premier schéma indique :

,_m A

i=i'=—=-—

2 2
Pour le premier prisme, on a ' = i,, donc

r=A+r'= % +iy. La relation sini=nsinr impose alors :
. A . .
sin (E - —0) =n sm(E + 10)
2 2 2

A
cos 70 =ncos iy (2).

ou encore :

En élevant (1) et (2) au carré, on en déduit :
sin? Ao _n2-l .
2 ng-1
Cette relation définit A, si ny > n.
Numériquement : A, = 122°.
Ay
2

o T 511 o
C) En conservant i = E - , on utilise successivement :

ensinr =sini
cip=rl=r - L
o= =n—-
2
* 1y Sin 1y = 1 sin i
'r6=A0+r0
e 1 sin ig = ng sin 1)

ol =p TC_l; T
3=137= - =T
2 2

esini’ =nsinr;
pour déterminer successivement les angles r,, iy, o, ig, 73,
i', qui donnent acces a la déviation D =i’ —i+ mw—A,. On
obtient le tableau fourni, ot ona: r=r,et r' =r;3.
d) Le graphe de D(A) a I’allure suivante :

AD
2
1,6 1
1,21
0,8
0,4
0
~0,41
~0,8-

) A.107
45 48 5.1 54 57 6 63 66 69 72

e) La fente est dans le plan focal objet de la lentille L, . Donc
un faisceau de lumiére parallele & (z'z) arrive sur le prisme.
1l est dévié d’un angle D(A) par celui-ci puis converge dans
le plan focal image de L, en un point de coordonnée
X(A) =+ D(A) f (le rayon passant par le centre de L, n’est
pas dévié).
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Le prisme, utilisation en spectroscopie G CORR'GES

L, L, A X

On déduit des x; les valeurs des D(A;) correspondants, puis
on utilise la courbe tracée ci-dessus.

x (mm) 7,7 7,2 5,1 -2,1

D (°) +22 +2,05 + 1,45 -0,6

A (am) 472 480 510 644
o (bleu) (bleu) (vert) (rouge)

G Télémetre a prismes

1 ¢ L’objectif L, donne de A une image Aj située en
F{=1I.Lerayon AB, donne, par réflexion dans P, , un émer-
gent incliné de ¢ sur I’axe optique (c¢f. schéma associé a la
question 3). En conséquence, 1’objectif L, donne de A une
image A5 dans son plan focal, tel que :

FJA, =1 A)=f'¢.
La distance entre les deux images s’établita a=f"¢.

2 ¢ a) Les rayons paraxiaux issus de L, tombent sur P sous
une faible incidence i . Il en résulte que 1’angle de réfraction
r est faible ainsi que 1’angle de réfraction = or—r et, par
voie de conséquence, il en est de méme pour 1’angle d’émer-
gence 1.

Ainsi, les formules du prisme s’écrivent :
i=nr; i'=n';r+r=0a; B=(G0+1)-a
donc : B=(n-Da.
b) A} est au-dessus de A7, le prisme dévie la lumiére vers sa
base. Donc I'image A} sera ramenée en [ si le prisme P est
placé a la distance x telle que a=xB=x(n—1)or;d o :
a
T .
(n-Do




CORR'GES o Le prisme, utilisation en spectroscopie

Dans ces conditions, la distance D est :

4 ¢ La nouvelle expression de D ne differe de celle établie

D= d —d I _ fd 1 dans la question 2)b) que par la nouvelle valeur f des dis-
e a m-Dax’ tances focales de (L;) et (L,) :
La distance D est inversement proportionnelle 2 x et elle __fd 1
est infinie pour x=0. - (n-Da x
3 e Le schéma du téléméetre est donné ci-dessous. Les deux
lunettes (L, ,L) et (L,,L) ontle méme oculaire L .
A A
£
P, L, P,
gl
B, l B,
A A
£
P 1 L1 Lz P 2
SlT NA I TSz
B, l 7 il l B,
P
FrL
L <——

Schémas du télémetre a prismes
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Equation d’état
d’un fluide

« Connaitre et savoir utiliser la relation entre pression
et force pressante.

« Savoir utiliser I’équation d’état d’un fluide.

» Connaitre la définition des coefficients de dilatation
et de compressibilité isotherme.

« Connaitre et savoir utiliser I’équation d’état d’un
gaz dans le cas limite du gaz parfait.

- Connaitre la relation entre vitesse quadratique et
température pour un gaz.

* Notions de mécanique: quantité de mouvement,
force, énergies cinétique et potentielle.

EXXNEERERRNRNRRRREN LES OUTILS MATHEMATIQUES

- Dérivée partielle d’une fonction de deux variables.

- Equation différentielle du premier ordre a coeffi-
cients constants.

» Approximation par un développement limité a
Pordre 1.

«Pression dans un fluide au repos

* Les forces exercées par un fluide au repos sur une paroi sont caractérisées par une grandeur

scalaire, la pression, définie en tout point a I’échelle mésoscopique.

La force pressante qui serait exercée sur une surface d’épreuve placée en M de surface dS et
de vecteur normal 2 la surface 1 orienté du fluide vers la surface a pour expression

df= P(M)dSn ou P(M) représente la pression au point M.

* Si le fluide n’est pas au repos, la force exercée sur un élément de surface possede en général
une composante tangente a la surface liée a la viscosité du fluide. La pression est alors reliée a

la composante normale de cette force.
« L’unité légale de pression est le pascal (symbole: Pa; 1Pa=1N.m~2).

* La force de pression sur une paroi est due aux interactions a courte distance entre les molé-

cules du fluide et la paroi.

QPour s’entrainer: ex. 1,2 et 3 )

e Température dans un fluide

La température est la manifestation a I’échelle mésoscopique de 1’agitation désordonnée des
molécules. Ainsi la valeur moyenne du carré des vitesses d’agitation des molécules d’un gaz,

leur masse m et la température T sont liées par:

m<v>=mu?* =3 kg T.
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Equation d’état d’un fluide

u=\<v2> estla vitesse quadratique moyenne et kg est une constante universelle appelée cons-
tante de Boltzmann.

L’unité 1égale de température est le kelvin (K) . La constante de Boltzmann vaut:
kg=138.10"28 J.K!.
On repere aussi la température en utilisant les degrés Celcius: T(K) = 6(°C) + 273 .

Q Pour s’entrainer: ex.7 et 8 )

¢ Equilibre thermodynamique

A I’équilibre thermodynamique, la température est uniforme dans tout le systéme. Si on ne tient
pas compte de I’influence de la pesanteur, il en est de méme pour la pression dans un fluide.

¢ Equation d’état d’un fluide

e L’équation d’état d’un fluide est la relation qui relie la pression, la température et le volume
molaire :
f(P, T, V) =0.
* Lorsque la pression d’un gaz tend vers zéro, ce gaz a les propriétés d’un gaz parfait dont
I’équation d’état est:
PV, =RT, ou PV=nRT ou n représente la quantité de matiere.
La constante R, la constante de Boltzmann kg et le nombre d’Avogadro N sont reliés par:
R=N kg .
* Dans un domaine limité de température et de pression, une forme approchée de 1’équation
d’état d’un gaz réel est donnée par 1’équation de Van der Waals:
(P+ i)(vm —b)=RT ou (P+ ”‘i—j)(v— nb) = nRT.

Via

 ’équation d’état d’une phase condensée idéale, par définition incompressible et indilatable, se
réduit a:
V= C.
* A partir de I’équation d’état, on définit deux coefficients :
1

— Le coefficient de dilatation isobare o = _<a_1"/ ) , égal, pour un gaz parfait a %ﬂ .
p

1
v\ oP P
Ces deux coefficients sont nuls pour une phase condensée idéale.

Q Pour s’entrainer: ex. 2, 3, 4, 5 et 6)

— Le coefficient de compressibilité isotherme 1 =— 1 ( v ) , égal, pour un gaz parfait a
T

«Modéle cinétique du gaz parfait

Le modele du gaz parfait consiste a négliger les interactions a distance entre les molécules. La
pression se limite a la pression cinétique, manifestation macroscopique des transferts de quan-
tité de mouvement entre les molécules du gaz et la paroi. Elle s’exprime en fonction de la vites-
se quadratique u, de la masse m de chaque molécule et de la densité moléculaire n*:

P:%n’“mu2 ou PV=%nMu2.
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Equation d’état d’un fluide o ESSENTIEL

Conseils et pieges a éviter

* Ne pas confondre la force pressante appliquée a une surface et la pression, égale a la force
par unité de surface. Du point de vue dimensionnel, une pression est une force divisée par
une surface: 1 Pa=1N.m 2=1kgm ls=2.

* Les forces pressantes sont orientées orthogonalement a la paroi. Si cette paroi n’est pas plane,
il faut additionner les vecteurs force et non les normes de ces forces (voir exercice 1).

 La température exprimée en °C ne peut étre utilisée que pour exprimer des variations de tem-
pérature. Chaque fois que la température intervient dans une multiplication (ou un quotient)
il faut impérativement utiliser la température absolue, exprimée en kelvin.
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0 Hémisphéres de Magdebourg

Otto von Guericke, bourgmestre de Magdebourg, imagina
une expérience destinée a montrer 1’existence de la pres-
sion atmosphérique. Deux hémispheres creux en laiton
sont assemblés, ave un joint étanche. Un des hémispheres
comporte un robinet relié a une pompe ce qui permet de
réaliser un vide partiel a I’intérieur. La pression atmosphé-
rique les maintient alors collés I'un a 'autre. En 1654, a
Ratisbonne et en présence de 1’empereur Ferdinand III,
il fallut utiliser deux attelages de 8 chevaux pour les
séparer.

Déterminer la force a appliquer sur chaque hémisphere
pour les séparer en supposant leur rayon R égal a 40 cm,
la pression atmosphérique Py égale a 1 bar (107 Pa) et

Lo . N 0
la pression interne égale a 0

* Méme si 1’énoncé ne le précise pas explicite-
ment, il est nécessaire de faire un ou plusieurs
schémas montrant clairement les différentes for-
ces exercées sur un hémisphere et leurs orienta-
tions.

e Un schéma en perspective permet de représenter
un dispositif, mais ne permet pas de représenter
clairement les angles et les projections. Pour les
raisonnements quantitatifs, il est préférable de
raisonner sur des coupes par un plan.

 Les forces pressantes appliquées a chaque élé-
ment de surface ne sont pas colinéaires. Il est
donc nécessaire de les projeter avant de tenter
d’en calculer la somme. Quelle est 1a direction de
la force résultante ?

* Quel est le rapport entre les aires d’une surface
plane et de sa projection sur un plan ?

Conseils

0 Pression et forces

On étudie le dispositif représenté sur la figure. Les deux
cylindres verticaux, munis de pistons mobiles de sec-
tions S; et S et de masses my et nn, sont en com-
munication. Le gaz qui les remplit est supposé parfait et
il est constamment en équilibre thermique avec le
milieu extérieur de température T . Des butées empé-
chent les pistons de tomber au fond des cylindres.

Le systeme est en équilibre et le volume total de gaz
est V.

1A quelle condition, portant sur les masses et les sur-
faces, le systéme peut-il étre en équilibre sans que les
pistons touchent une butée? L’hypothese du gaz parfait
est-elle prise en compte dans ce résultat?

2 » On ajoute une surcharge de masse M, sur le piston
de gauche. Décrire le nouvel état d’équilibre : position
des pistons, volume et pression du gaz.

3 ¢ On ajoute une autre surcharge, de masse M, sur le
piston de droite. Déterminer I’état d’équilibre obtenu
selon les valeurs de M, .

pression P
température T

Atmosphere >

aire SQ

* Bien faire I’inventaire de toutes les forces qui
s’exercent sur chaque solide en en repérant le
sens. A quelle condition un solide est-il en équi-
libre mécanique ?

* Quelle est la valeur de la force pressante exercée
par I’atmosphere sur le solide constitué par le pis-
ton d’aire S; et le solide de masse M ?

Conseils

© Equilibre d’un systéme

On étudie le dispositif représenté sur la figure. Les deux
cylindres horizontaux, remplis d’un gaz parfait, sont
munis de pistons mobiles d’aires S et 2§, reliés par
une tige horizontale rigide dont on négligera la section.
L’ensemble est en équilibre mécanique et thermique
avec I’atmosphere extérieure, de pression P, et de
température T .

L’état initial est caractérisé par: P; = P, = P, = Py,
Vi=Vi=Wet .=Tp.
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P
P, ¢
28
VZ e P
T, Vi
S T,

1 ¢ Déterminer les pressions P; et P, ainsi que les
volumes V; et V, lorsque la pression et la températu-

re extérieures prennent des valeurs quelconques P,
LR Vi

et T.. On pourra poser o = > =
e p p T, P, 1 Vo
\%3
et Xo=—.
4

2 ¢ La pression extérieure étant maintenue égale a P,
la température varie légerement: T, = T (1 + €) avec
e<<1.

Déterminer V; et V5 etle volume total de gaz V sous
la forme d’une fonction affine de la température T.
Définir et exprimer un coefficient de dilatation a pres-
sion extérieure constante pour le systeme pris dans les
conditions initiales.

Dans un probléeme un peu complexe, comme celui-
ci, il faut commencer par trouver autant d’équa-
tions qu’il y a d’inconnues. Nous avons ici
4 quantités inconnues: P;, P,, V; et V,.

1l nous faut donc trouver 4 équations qui tradui-

sent toutes les données significatives de I’énoncé :

e Chaque cylindre est rempli d’un gaz parfait, d ot
deux équations.

e Les deux volumes sont liés entre eux par la tige
rigide, d’ou une équation.

e Le solide constitué par les pistons et la tige est a
I’équilibre mécanique, soit une équation.

Nul n’est a I’abri d’une erreur de calcul ! Il

convient donc de les détecter en vérifiant les résul-

tats:

* Homogénéité (d’ou I’intérét de faire apparaitre
des grandeurs adimensionnées comme o, X et
X).

* Vérification pour des cas limites pour lesquels la
solution est évidente.

Conseils
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Equation d’état d'un fluide

a Remplissage d’une bouteille
d’air comprimé

D’aprés Concours communs Mines - Ponts MP 2004

Afin d’effectuer le remplissage d’une bouteille a parois
indéformables, de volume V;, on utilise un compresseur
constitué (voir figure) d’un cylindre, de deux soupapes S
et S etd’un piston, mobile sans frottement entre les posi-
tions extrémes AA et BB . Lors de I’aller (phase d’aspi-
ration) la soupape S est ouverte alors que S est fermée ;
on a alors admission de I’air atmosphérique dans le cylin-
dre a la pression Py, . Lors du retour (phase de compres-
sion), I’air dans le cylindre est tout d’abord comprimé, de
la pression P, ala pression P, Set S étant fermées ;
la soupape S restant fermée, la soupape S s ouvre dés
que la pression dans le cylindre devient supérieure a celle
de la bouteille Py, . Quand le piston est en AA’, le volu-
me limité par le piston et la section CC est Viin: quand
le piston est en BB, ce volume est égal a Vi, . Les
transformations de I’air sont isothermes (les températures
dans le cylindre et dans la bouteille sont identiques, égales
a la température T, de I’atmosphere); I’air est toujours
considéré comme un gaz parfait.

Retour /;J:\

b
B A P, Vy,

c|s

B’ A’
Aller

1 ¢ La pompe n’ayant pas encore fonctionné, 1’état initial
du systéme est le suivant:

* Bouteille: pression Py = Py, , température Ty, = T, .

* Cylindre: pression Py, , température T, , position du
piston AA’.

Le piston fait un aller et un retour. Déterminer la pression
Py, alintérieur de la bouteille a la fin de cette transforma-
tion; en déduire, sous I’hypothése Vi, << W, , la variation
An de la quantité de gaz contenue dans la bouteille.
Application numérique: Py, = 1,0.10° Pa,
V=5.10"3m3, Vi =2.1079m3, Vi =2.1073 m3,
T,=293K et R=831Jmol~LK-!.

2 ¢ Le compresseur ayant fonctionné, on considere qu’a un
instant # donné, la soupape S est ouverte alors que la sou-
pape S est fermée; I’état du systéme est alors le suivant :
* Bouteille: pression Py = p, température T, =T, .

e Cylindre : pression Py, , température T, , position du
piston AA’ .




Equation d’état d’un fluide

Le piston fait un aller-retour; déterminer le volume d’air
V' dans le cylindre lorsque la soupape S s ouvre, puis,
en fonctionde p, W, Pam> Vmin € Viax . 12 pression
P dans la bouteille 2 la fin de cette opération. En déduire,
en fonction des mémes grandeurs, la variation Ap de la
pression a l'intérieur de la bouteille. Déterminer la pres-
sion maximale pp.x que 1’on peut obtenir par ce procédé
et interpréter le résultat obtenu.

3 e Calculer Ap et ppax pour p=0,2.107 Pa, et en
conservant les données numériques antérieures.

4 ¢ On considere I'instant ¢ de la question 2, I’état du sys-
teme étant identique. Le piston fait o allers-retours par
unité de temps, la durée de chaque aller-retour est notée

At (At -1 ) Etablir I’équation différentielle liant p et

o
dp . Ap . dp
— (on assimilera — a —|.
de ( At dt)

5 ¢ Le compresseur ayant démarré a 'instant ¢t =0, les

conditions initiales étant celles qui ont été définies a la

question 1, déterminer la pression p(f) a un instant ¢

quelconque.

Compte tenu de I'inégalité Vi, << W, , on pourra poser

T= L . Pour o =4 allers et retours par seconde,
(0 Vinin)

calculer le temps T au bout duquel la pression p dans

la bouteille est égale 2 0,5 x 107 Pa .

» Méme si I’énoncé ne le demande pas explicitement,
il est vivement conseillé de tracer un graphique
représentant la pression dans le cylindre en fonction
du volume (questions 1 et 2) . C’est en tracant un tel
graphique que I’on analyse correctement les diffé-
rentes étapes du processus.

« La difficulté consiste a définir précisément le syste-
me qui, a chaque étape, subit une compression iso-
therme: Iair du cylindre? I'air de la bouteille ?
I’ensemble ?

* Pour la question 2, lors du retour du piston, il faut
considérer deux phases, avant et apres 1’ouverture
de S . Définir précisément le systtme qui subit la
compression lors de ces deux phases.

Conseils

9 Fonctionnement d’une bouteille
de plongée

D’apres Concours communs Mines - Ponts MP 2004

La pression dans la bouteille peut varier de 100 a 200 bars
en début de plongée jusqu’a 30 a 50 bars en fin de plon-

gée: la réserve de sécurité est caractérisée par la pression
de seuil p;.

11 faut ramener la pression de 1’air sortant de la bouteille a
la pression ambiante, pression de 1’air respiré par le plon-
geur. Le détendeur assure cette fonction. Ce dispositif,
inséré entre la bouteille d’air et la bouche du plongeur
fournit de I’air a la demande de ce dernier. Le détendeur
possede ainsi plusieurs fonctions:

¢ il réduit la pression de 1’air issu de la bouteille a la pres-
sion p(z) de I’endroit ou se trouve le plongeur ;

¢ il fournit la quantité d’air nécessaire a la respiration du
plongeur a la pression p(2) ;

¢ il se bloque lorsque la pression P}, de I’air dans la bou-
teille devient de I’ordre de la pression seuil pg. Le plon-
geur est alors averti qu’il doit passer sur la réserve et
remonter.

1 ¢ Au début de la plongée, la bouteille, de volume W, ,
est remplie d’air a la température Tp, = T, sous une pres-
sion p; en profondeur ou en surface, la bouteille et son
contenu prennent la température T, , constante, de 1’eau
environnante. Calculer la quantité (exprimée en moles)
d’air contenue dans la bouteille, d’une part au début de la
plongée (m;) , d’autre part au moment ou le détendeur se
bloque (ny) .

Application numérique :

p=20.10"Pa, p;=4,0.100Pa, V=1,0.10"2m3,
T,=293K et T.=288 K.

2 e La respiration du plongeur est périodique, de fré-
quence f. Sous la pression locale p(z) et a la tempéra-
ture T , le volume moyen de I’air inspiré au cours de
chaque cycle (avant d’étre ensuite rejeté a I’extérieur) est
Q; calculer le temps At(z) au bout duquel le détendeur
se bloque; pour simplifier les calculs on admettra que le
temps de descente du plongeur a la profondeur 2z est
négligeable, que ce dernier se maintient tout le temps
At(2) ala profondeur z et que le volume € ne dépend
pas de la profondeur.

Application numérique :

p(2)=3,0bar, Qy=20.10"3m3, f=02s"!

et T=288K.

3 o Comparer At(z) au temps At(0) mis par le déten-
deur pour se bloquer si le plongeur reste en surface
(p=1,0bar) et T=T,.

Pour toutes les questions, il suffit d’écrire 1’équa-
tion d’état d’un gaz parfait. Il faut, dans chaque
cas, bien délimiter le systeéme et bien retranscrire
les conditions de pression et de température don-
nées par I’énoncé.

Conseils
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6 Echauffement a volume constant

Un fluide d’équation d’état f(P, V, T) =0 est enfermé
dans un récipient de volume constant V).

Létat initial est caractérisé par: T= Ty et P=P.
Le volume étant maintenu constant, on impose une aug-
mentation AT de température.

T passede Ty a Ty + AT et la pression passe de Py
a Py+AP.

1 ¢ Le fluide est un gaz parfait. Exprimer AP en fonc-
tionde Py, Ty et AT.

AN.: Calculer AP pour AT=1K, Py=1bar et
Tp=300K.

2 ¢ Le fluide est une phase condensée idéale, indilata-
ble et incompressible. Déterminer AP .

3 ¢ Le fluide a un coefficient de dilatation & et un coef-
ficient de compressibilité isotherme 1 supposés cons-
tants dans le domaine de température et de pression
considérés.

Ecrire son équation d’état (valable dans ce domaine de
T et P)etexprimer AP .

Pour le mercure (o0=1,5.10"4K~! et
x1=3,8.10"11 Pa~1), calculer AP pour AT=1K.
Que se passe-t-il si, dans un thermometre a liquide,
celui-ci atteint le haut de la colonne ?

Conclure sur le bien-fondé du modele de la phase
condensée idéale pour cette expérience.

* Question 1 : II suffit d’écrire 1’équation d’état en
remarquant que le volume V est identique dans
I’état initial et dans 1’état final.

* Quelle est I’équation d’état d’une phase conden-
sée idéale? La pression et la température sont-
elles dépendantes ’'une de 1’autre comme, par
exemple, pour un gaz parfait ?

* Question 3: pour obtenir I’équation d’état, on

détermine W) en supposant P constante a par-

tir de o, puis on applique la définition de ¥t a

la relation obtenue.

Conseils

0 Fusion thermonucléaire

1 ¢ On considere deux spheres chargées A et B, de
méme masse m et de méme charge q. B est initialement
immobile et A est lancée contre B depuis une position
éloignée, avec une vitesse initiale vp; on suppose que la
droite qui relie les centres des spheres et les vecteurs vites-
ses sont colinéaires. Déterminer d , distance minimale
entre les deux centres.
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2 » On aimerait réaliser la fusion de noyaux de deutérium
portés a tres haute température. On suppose que les inter-
actions attractives entre nucléons 1’emportent sur la répul-
sion coulombienne si la distance entre les centres des
noyaux devient inférieure 2 dp, avec dy=3,7.10"Pm.
Donner I’ordre de grandeur de la température a partir de
laquelle la fusion est envisageable.

Données: charge élémentaire: e =1,6.1071°C ;
gg=1.100" Fm-!.

3 ¢ En fait, la fusion s’amorce pour des températures voi-
sines de quelques 107 K . On peut tenter d’expliquer ce
phénomene par le fait que la vitesse quadratique moyenne
u n’est qu’une moyenne et que certains noyaux sont plus
rapides. Un modele statistique de la répartition des vites-
ses des particules d’un gaz a I’équilibre (loi de Maxwell)
nous donne la probabilité P(x) pour une particule d’avoir
une vitesse supérieure a Xu:

x | 0]05] 1 2 3 3.8 4
Px)| 1 [0,86|039|74.1073(5,9.1075/2,1.10-2(4,1.10~10

Si on suppose qu’il suffit qu’il suffit que une molécule
sur 1 milliard ait une vitesse suffisante, que devient la
condition sur la température ? Cet argument fournit-il
une explication a notre probleme ?

* Question 1 : voir le cours de mécanique (systeme
isolé de deux particules). Il suffit d’exprimer la
conservation de I’énergie. C’est encore plus sim-
ple dans le référentiel barycentrique.

* Pour la question 2, on cherche un ordre de gran-

deur. Tout calcul précis est superflu.

Conseils

9 Tamis moléculaire

Une mole de gaz parfait est
contenue dans une enceinte

rigide (E) de volume V. (E) 7 (E")
L’ensemble est maintenu a la
température T. Ler cas

1 ¢ On perce dans la paroi un trou d’aire S par lequel
le gaz s’échappe dans une enceinte (E') initialement
vide, de méme volume que (E) et maintenue a la
méme température.

A quelle condition peut-on conserver 1’hypothése
d’isotropie de distribution des vitesses ?

2 N et N ¢étant les nombres de particules présentes
dans les enceintes E et E' al’instant ¢ et u la vites-
se quadratique du gaz a la température T, montrer que
AN _ (N Ny St

dt 6V




Equation d’état d'un fluide

3 ¢ En déduire I’allure des courbes N(f) et N'(¢).

4 ¢ La cloison est percée de 1 000 trous d’aire 10-10m2
le volume de I’enceinte est V=1dm> et u=1400ms~!.
Donner I’expression du temps caractéristique du phé-
nomene, Tc .

Commenter la variation de ce temps en fonction des
parametres du probleme (S, V, T, u, masse des parti-
cules, etc.).

5 ¢ On considére maintenant
le dispositif représenté ci-
contre : (E’) est ouverte sur
le vide grace a un trou iden-
tique au précédent. A I’ins-
tant initial toutes les particules sont dans (E) et on met
(E) et (E') en communication.

(E)3SE) 8

a. Donner, en utilisant des justifications qualitatives, 1’al-
lure des fonctions N et N' .

b. Le gaz est un mélange de deux isotopes (on supposera
pour simplifier que ces deux isotopes sont présents en
proportions identiques a t=0).

Identifier comment évolue, en fonction du temps, le
N (isotope 1)
N (isotope 2)
dans (E'); on supposera I’isotope 2 plus lourd que le 1.

rapport des quantités de particules p =

c. Citer une application de ce travail.

* La question 1 attend une réponse purement qua-
litative. 1l faut comparer les dimensions du trou
a une autre longueur caractéristique du systeme.

* Pour la question 2, il faut reprendre le dénom-
brement du nombre de particules de E dont la
trajectoire passe par le trou pendant une durée
donnée. Il est usuel de raisonner sur le modele
simplifié ou les molécules ont toutes la méme
vitesse, et ou ces vitesses sont orientées selon
3 axes orthogonaux.

* En quoi les deux isotopes different-ils ? Pourquoi
est-ce ici important ?

Conseils

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.



o Hémisphéres de Magdebourg

Notons O le centre de la sphere et Oz I’axe de symétrie
d’un hémisphere. On voit sur les schémas que les forces
pressantes dF exercées par I’atmosphere sur chaque élément
de surface dS ne sont pas colinéaires. En considérant deux
éléments de surface symétrique (voir figure en coupe), on
constate que les composantes orthogonales 8 Oz se com-
pensent.

La résultante des forces de pression atmosphérique est
donc colinéaire a Oz . Il en est de méme pour les forces
exercées par |’air contenu a I’intérieur.

La composante selon Oz de la force exercée par I’at-
mosphere sur un élément dS est: dF,=— PydScos 0.
Or dScos 6 =dS’, aire du projeté de dS sur le plan ortho-
gonala Oz.

La force résultante est:
F= IIdFZ€Z=_PO

hémisophere

[| ds' &,
hémisophere

[| dS’, somme de tous les éléments dS' n’est autre
hémisophere
que I’aire du disque de rayon R .
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On en déduit la résultante des forces exercées par 'at-
mosphere: Fy, = — Pym R €,

ainsi que celle des forces exercées par I'air intérieur:
Fine=+ P n 2§,

Pour vaincre ces forces, il faut exercer une force de trac-
tion minimale: F = (Py— Piy,) T R2€,=09 Pynt R%¢€,
AN.: F>45.10*N.

e Pression et forces

1 ¢ Notons P la pression du gaz enfermé dans le systeme
et orientons les forces positivement vers le haut. Le syste-
me étant a 1’équilibre, cette pression est uniforme.
Chaque piston est soumis a la force de pesanteur orientée
vers le bas et a deux forces pressantes: celle exercée par
I’atmosphere orientée vers le bas et celle exercée par le
gaz du cylindre orientée vers le haut.

Equilibre mécanique du piston de masse 1 :
Hllg+P051=PS] o

Equilibre mécanique du piston de masse nn:
mg+Py$H=PS$.

On en déduit la condition cherchée en éliminant les pres-
sions P et Py: my Sy=np S; .

L’hypothese du gaz parfait n’est pas prise en compte ; nous
avons uniquement supposé que le gaz était en équilibre,
donc de pression uniforme.

2 » Considérons le solide constitué du piston de masse my
et de la surcharge de masse M; .

!
— M1 l—

l l

| m |

Les forces pressantes exercées par 1’atmosphere sur les
parois verticales se compensent tandis que celles qui sont
exercées sur les faces horizontales ont une résultante égale
a Py S;, dirigée vers le bas.

Remarquons que ce résultat est vrai, méme si la surcharge
a une forme quelconque. Pour le montrer, il faut utiliser le
raisonnement développé dans le corrigé de I’exercice 1.
La condition d’équilibre deviendrait alors:

(my + M) S = np S;, incompatible avec m; S = np Sj.
L’équilibre est rompu, le piston de masse my; tombe jus-
qu’a reposer sur les butées. La pression est imposée par
I’équilibre du second piston:

mg +PySy=PS, soit P=PO+%.
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Cette pression, indépendante de M; n’a pas varié depuis
I’équilibre de la question 1. La température étant constan-
te, le volume n’a pas non plus varié¢, d’ou: V=V.

3 © On obtient a nouveau un équilibre sans appui sur les
butées si: (my + M) S, =(nmp + M) S .
Sachant que my S = np S;, Trois cas se présentent:

o Mp, < M S& : Le piston (1) reste en butée. La pression
1
est imposée par 1’équilibre du piston (2) :

(m + Mp)g

P=Py+ et, comme le produit PV est

PoS, + mpg
PyS, + (mp + Mp)g
* Mp, = M & : Les deux pistons sont a 1’équilibre sous
1
I’effet des seules forces de pression. La position des pis-
tons est indifférente.

constant: V=1Vj

e Mp, > M % : Le piston (2) tombe jusqu’a se trouver sur
1
les butées. La pression est imposée par 1I’équilibre du

my + M,
piston (1) : P= Py + ﬁ

PpSy + mig
PoS; + (my + Mg

et V=V

© Equilibre d’un systéme

1 ¢ Les deux cylindres sont remplis d’un gaz parfait, d’ou:
PiVi — PVy PV,

T. Ty @ T.
Notons que les conditions initiales (mémes P, V, T dans
les deux cylindres) impliquent que les quantités de gaz
sont égales.
* Pour un déplacement de la tige rigide de x vers la
droite, les variations de V| et V5 sont:
AVi=—Sx et AV, =2 Sx,soit: AV, =-2AV].
Les volumes sont donc reliés par: V, — Vo =—-2(V] — V)
ouencore: V,+2V; =3V;.
* La résultante des forces appliquées au solide constitué
par la tige et les deux pistons est nulle. Ces forces se limi-
tent aux forces pressantes exercées sur les deux pistons.
Prenons un sens positif orienté de la gauche vers la droite
de la figure.
Sur le piston d’aire 2S5 : +2 P,S et —2 P, S.
Sur le piston d’aire S : + P.S et — P S.
On en déduit: 2 P,S-2 P.S+ P.S—P;S=0,
soit: 2P)—P; =P, .
En toute rigueur, I’atmosphere extérieure exerce sur les
pistons les forces —2 Po(S—5) et P(S—s) si s estla
section de la tige, mais, conformément a 1’énoncé, nous

convenons de négliger s devant S.
Nous avons donc a résoudre le systeme:

PIVi=PyVy= oYy —£ (1) et )
0

V+2Vi=3W (3)

2P, - P =P, €]

On injecte (1) et (2) dans (4) en utilisant les notations pro-
posées:

X+2X =3

2 _1_1

X X

On élimine X5, ce qui donne I’équation du second degré :

2 X2— (40-3) X;-300=0.

La solution positive est:

_ 340 +V9 + 1602

= . -

_ 340 +V9 + 1602

- 4

On obtient de méme la solution inférieure a 3 pour X:
340+ V9 + 1602

X

soit: V;

V.

X =
2 > -
_ 2
soit\/2=3 40+ V9 + 160, .
2
On détermine ensuite les pressions:
PyWT. \%
p =00l _p Y _p 4o
T Vi 3 — 400+ V9 + 1602
_p 40.-3 +V1602+9
=P, .

200
3 4o+ V9 + 1602

40— 3 +V1602 +9
12 '

et de méme P, = P,

:PC

Pour détecter une éventuelle erreur de calcul, n’oublions
pas de vérifier que :

«Va+2Vi =3V, et 2P, — P, =P,

eVi=V, =V et Pp=P,=P, si =1 (conditions
initiales)

2 Si P,=Py,alors oo=1+ €. Pour obtenir une
approximation affine de la fonction W), il faut faire un

développement limité a ’ordre 1 en €: i

Vo + 1602 = V9 + 16(1 + €)2 = (25 + 32¢) % =
1 1

5(1+ 3262 =51+ 106\2 254 16
25 25 5

A 3 I.-T
Alordre lene: V| = %(1—;): VO<1— >

5T,
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2T, - Tg
De méme : %:%(1+%>:%(1_M>

5T

et V= Vo<2+ Te_To).

Dans les conditions initiales (V=2V; et P= Pg) le coef-

ficient de dilatation a pression extérieure constante du sys-

teme est donc:

u:L(ﬂ) Soit 1 0= —— .
2V \ dTg P, = Py 10Ty

G Remplissage d'une bouteille
d’air comprimé

1 © Le premier aller-retour du piston est représenté sur le gra-
phe:

étape 1: aspiration d’air atmosphérique, la pression restant
égale & Py -

étape 2: la soupape S’ s’ouvre immédiatement, la totali-
té du gaz (contenu dans le cylindre et dans la bouteille) est
comprimé. Le volume passe de Vipax + Vo 2 Viin + W »
le produit PV restant constant. On en déduit:

_ Paym(Vimax + W)
Vmin + Vi)

P cylindre

P atm

|
Vmin Vmax

chlindre
Les quantités de matiere contenues dans la bouteille avant et
apres aller-retour sont:

H.__Patmvb & e _Pbe
ini RT, final RT,
W Pam(Vinax — Vinin)

An = nfipg — Djpj =
R 7;1 Vmin + Vb

Avec I’hypothese Vi, << W, , on obtient:
Pyim(Vimax = Vinin)
RT,
AN.: An=8,1.10~2 mol.

An =

2 » Représentons le graphe pour cet aller-retour.

Pour chaque étape, il suffit d’écrire: PV=CS® en identifiant
bien le systéme qui subit la compression.

Etape 1: compression du gaz contenu dans le cylindre:
Pam Vmax=p V'
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Equation d’état dun fluide @

Etape 2: compression de tout le gaz (cylindre + bouteille) :
I?(Vl + W) =P (Vinin+ W) -

Etapes 3 et 4: détente du gaz contenu dans V;,;, puis aspi-
ration d’air atmosphérique. (Inutile pour la question
posée.)

P ylindre
P
R 5
Vimin % Vinax  Veylindre
On en déduit donc: V' = w

et p' = Pym Vinax + 0 W
Vinin + Y%

Patm Vinax — P Vinin

Ap=p' —psoit: Ap=

Viin + W
La pression maximale est obtenue pour Ap =0, soit:
p _ P, atm Vmax
max — ~— -
Vmin

Lorsque p= pmax> V' = Vimin €t aucune quantité d’air n’est
refoulée dans la bouteille (la phase 2 n’existe plus).

3¢ AN.: Ap=0732.10°Pa et pyax = 1,0.107 Pa
A . Pytm Vinax — P Viin

o — =

At Vain + Vb

Ap dp
et — = — .

At dt
On en tire I’équation différentielle :
E o 0. Viin _ 0. Patm Vinax
dt Vmin + W Viin + W .
5 ¢ Compte tenu de Vpin << W, , I’équation différentielle
we .. 4P D Dmax
secrit ©: — + — = .

dt = T

On obtient, avec la condition initiale :
—t
P(0) = Py i p(D) = Pmax — (Pmax — Patm) exp( T ):

- P
On a donc T=tlnM;

Pmax — P

AN.: t=625s et .

6 Fonctionnement
d’une bouteille de plongée

1 © On écrit I’équation d’état pour la bouteille remplie a la
température T, et lorsque P = ps ala température Tg;




@ Equation d’état d’un fluide

J A Ps W
i = t ng

RT, RT,
AN.: n;=82,1 mol et ng= 16,7 mol.

20 A chaque cycle respiratoire le plongeur consomme
P(2) Qo
RT,
nj — 1

une quantité d’air: n(z) =

Le nombre de cycles est donc:

n(z)
et la durée d’utilisation :
n; — n, nj—n, RT
At (2) = 1 5 s _ 1 0 S e
f n(2 f Q p(2)

At;(2)=1300s .

Y

S

soit

3 ¢ En surface, n; estinchangé. ng =
a
ng = 16,4 mol (pratiquement inchangg).

ni—n, RT,
At (surface) = if L% £

, soit:
Q Pytm
At (surface) = 3 930 s.
En premiere approximation, si on considere ng inchangé :
Aty(2) _ E Pym
AL0) T, p2)
. Aty(2) _

T AO)

s

o Echauffement a volume constant

1 © On écrit I’équation d’état en remarquant que la quan-
tité de matiere et le volume sont constants :
(Pg+AP)V=nR(Ty + AT) et P)V=nR Ty d’ou:

P,
nRM ou: AP:—OAT.

Vo Ty

AN.: |AP=3,3.102Pa=373.10"3 bar

2 e [’équation d’état d’une phase condensée parfaite est:
V=C'". P et T sont donc découplés et la pression reste
égale a Py .

3 o Par définition: (Y = o V.
oT

P

Si on suppose P constant:
v = o dT donc: In 7 o(T-Ty + CP).

v Vo

La constante d’intégration n’est constante que vis-a-vis de
V, d’ou la notation C(P) .
Létat initial (Py, Vy, Tp) impose: C(P) =0 pour P = Py.

On dérive par rapport a P a T constant:

1 dVv TR

— — = C'(P) et, par définition:

T (P) et,p

iﬂl:—x"[‘ donc: C(P)=—XT(P_P)+K(V)
V dP ' ‘ '

C(P) étant nul pour P = Py, on en déduit: K(V)=0.

L’équation d’état cherchée et donc:|In VV =oT-yrP
0

Au cours de 1’évolution isochore :
Viinal = Vo, donc: 0= o AT— AP, d’ou:

AP= % AT
XT

AN.: AP =39 bar.

Si le mercure (ou tout autre liquide) du thermometre
atteint le haut de la colonne, la pression augmente consi-
dérablement et fait éclater le tube de verre (on suppose que
le verre se dilate moins que le liquide).

Le modele de la phase condensée idéale est tres proche de
la réalité pour I’étude de la dilatation et de la compressi-
bilit€. En revanche, méme si ces deux coefficients tendent
I’un et I’autre vers 0, leur rapport ne tend pas vers 0, et la
surpression peut prendre des valeurs trés importantes.

0 Fusion thermonucléaire

1 ¢ On se place dans le référentiel barycentrique R* ,
dans lequel les deux particules se dirigent vers leur bary-
centre G, immobile. Dans %* , les vitesses initiales des
deux particules (lorsque leur distance est infinie) sont

) () . . a2
égales a ? . Si x estla distance entre les centres, 1’éner-

2
gie potentielle d’interaction est: &, = q ;
4meg x

a I’instant initial, x — o et %gp =0.

E X E

v 7 |

CeO——p - mm o m oo R T “«——0 - -
A G B

La valeur minimale de x est obtenue lorsque les deux par-
ticules rebroussent chemin dans #* , ¢’est-a-dire lorsque
leurs vitesses dans #* sont nulles. La conservation de
I’énergie mécanique entre la position initiale et la position
de distance minimale s’écrit donc : )

Vi
o L 2V]+0=0+ T .
2 2 4mey d

q2
On en déduit: d= —— .

2
TEY m vV

2 ¢ vy, est de Iordre de la vitesse d’agitation thermique,
. 2 2

soit: mvp=mu-=3kg T.

La charge de chaque noyau est + e = 1,6.10719 C (char-

ge élémentaire). Ces réactions sont donc possibles si:
2
T~ —% — soit T=5.10°K.
3neg kg d
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3e Avec cette nouvelle condition, on peut poser =4 u,
soit m Vo ~48 kg T. On obtient alors T=~3.108K .
C’est encore supérieur a la valeur constatée.

Un modele plus exact doit prendre en compte I’effet
Tunnel, qui ne peut étre expliqué que par la physique
quantique. En physique quantique, la conservation de
I’énergie peut ne pas étre respectée, a la condition que cela
se produise pendant une durée suffisamment breve.
Certains noyaux peuvent alors franchir la barriere de
répulsion coulombienne a des températures ol cela serait
impossible selon la physique classique.

6 Tamis moléculaire

1 ¢ Si on veut que la taille du trou ne modifie pas la distri-
bution des vitesses, il faut que I’agitation thermique conti-
nue de régir les phénomenes (hypothese du chaos
moléculaire) : les chocs entre particules ne doivent pas étre
perturbés. Pour cela, les dimensions du trou doivent étre fai-
bles devant la distance moyenne parcourue par une particu-
le entre deux chocs (que I'on appelle «libre parcours
moyen »). Ainsi, si le trou est suffisamment petit, il n’y a pas
de mouvement d’ensemble des particules vers le trou.

2 o ]l faut faire la différence entre les particules qui pas-
sentde (E) a (E') etcelles qui passentde (E') a (E).
Comme la température est identique dans les deux encein-
tes, les vitesses quadratiques moyennes le sont aussi.
Notons Ox un axe orthogonal a la surface de séparation
et orienté de E vers E' et utilisons le modéle simplifié
classique:

Nous supposons que toutes les particules ont une vitesse
égale a la vitesse quadratique u et que les vitesses sont
orientées selon les trois directions paralleles a Ox, Oy et
Oz, dans les deux sens, avec une €gale probabilité pour
chaque orientation.

Les molécules arrivant sur le trou d’aire S pendant une
durée infinitésimale dt sont, avec ce modele, contenues
dans un cylindre droit de base S et de hauteur udt, donc

de volume Sudt. % représentant le nombre de molé-

cules par unité de volume, ce cylindre contient &‘l;dt

N Su dt

molécules dont ont la vitesse correctement

orientée pour passer a travers le trou.

molé-

Pendant la durée T, il est donc passé &L‘I/dt

cules de E vers E' (correspondant a une diminution de
Su dt

6V
une augmentation de N. La variation infinitésimale de N
est donc:

N) et donc de E' vers E, correspondant a
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Equation d’état dun fluide @

_ N Sudt

dN= N Su dt

6V v
d’ou le résultat: %\7 = su (N -N).
t

. aN Su
3 ¢ On a de méme — a —(N'—N)a/

Donc 4 (N+N)=0
dt

N+ N = NA (conservation du nombre de particules).
Don: - N - oN- N)—
de 6V
dN . SuN _ Na Su
de 3V 6V’
A t=0 N= N, , donc :

Nt = (1 + exp(— —t>)
2 TC
3V

et N()= — 5 (1 —exp(— —t>) avec Tc = S_

TC u
Les courbes sont données ci-dessous : N et N tendent

N,
bien vers TA a I'infini (équilibre statistique).

(x 1023)

[ 1(s)

0 25 50 75 100

4 ¢ Le temps caractéristique du phénomene est

Tc= Bl : lorsque ¢ est de I’ordre de grandeur de

Su
quelques Tc , I’équilibre statistique est établi.
L application numérique donne ici tc = 21's .
On peut faire les remarques suivantes :
* Tc est d’autant plus grand que S est petit : si le trou est
petit, I’équilibre statistique s’établit lentement ;
* 7c est d’autant plus grand que u est faible : I’équilibre
s’établira d’autant plus vite que 1’agitation thermique
(donc u ) est importante. On se souvient que u est pro-
portionnel 2 T et inversement proportionnel 2 ym . Ceci
est bien en accord avec une analyse qualitative du phéno-
mene ;
* 7c est d’autant plus grand que V est grand : plus la den-
sit€ moléculaire est faible, plus le libre parcours moyen est
important et donc grand devant les dimensions du trou.




@ Equation d’état d’un fluide

5 ¢ a. Puisque (E') est ouvert d’un autre trou par rapport
aux questions précédentes, on peut penser que :
* N' est toujours inférieur a N (il I’était déja au 3)) ;

. . Na
e N' passe par un maximum inférieur a )

(@ t=0,etpour t—>o00,N=0);
* N est toujours décroissante (comme en 3)) ;
* les pentes a I’origine de N et N’ sont opposées :
pour t=0,iln’y a pas encore de particules en (E’) donc
le deuxiéme trou n’intervient pas pour t= 0" .
Les instructions MAPLE pour le tracé, ainsi que les
courbes sont données ci-dessous (elles sont tracées en
fonction de u = L) :

ZTC
eqs:=D(x)(W)=(y(W—x(w),D(y)W=(x(w)-2*y(w) ;
# définition de I’ensemble des équations définissant le sys-
teme
Z:=dsolve({eqs,x(0)=6%10723,y(0)=0},{x(u),y(u) } ,numer
ic) ;
# solutions données sous forme numérique
with(plots): # ouverture du package plot. odeplot
(Z,[[u,x(w)],[u,y(W]].0,5) ;
# tracé des solutions

(x 10%3)

(NS UN B LY e

En effet, on a alors :
dN _
dt

, 1 dN n_L
(N-N— et —— =(N-2N)—,
27¢ dt 21T¢
dN

soit: N (N _N) et S = (N-2N)).

du du
b.Pour t=0%, p=1.Lorsqu un temps suffisamment
long (devant T¢ ) se sera écoulé, les particules de 1’isoto-
pe le plus lourd seront majoritaires dans (E') puisque T¢
est fonction croissante de la masse m des particules. La
courbe donnant p(u) est tracée ci-dessous :

p
1
0,8
0,6
0,4

0,2 ot

2TC

0 5 10 15 20

c. Ce type de séparation isotopique est utilisé pour les
deux isotopes naturels de I’uranium 233U et 233U .

Les minerais sont d’abord transformés en gaz UFg ; les
235UFg et 238UF, passent ensuite dans des séries de
« tamis moléculaires » dont le principe repose sur les phé-
nomenes décrits dans cet exercice (on procede aussi par
ultracentrifugation de ces gaz).
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Statique des fluides

0000000000000 000 LES OBIJECTIFS

« Expression de la pression en un point d’un fluide au
repos.

e Déterminer la résultante des forces de pression sur
un solide.

* Savoir exprimer cette résultante au moyen du théo-
réme d’Archimede lorsque celui-ci peut s’appliquer.

* Notions de pression dans un fluide et de forces pres-
santes.

* Equilibre mécanique d’un systéme soumis a plu-
sieurs forces.

0000 ccccccccccce LES OUTILS MATHEMATIQUES

¢ Gradient d’un champ scalaire.
* Surfaces: plan tangent et normale en un point.
« Intégrales de surface.

« Pression dans un fluide

e Considérons, a l’intérieur d’un fluide au nds
repos, le systeme S constitué par le fluide situé M
a 'intérieur de la surface fermée X . Les phé-
nomenes microscopiques internes au fluide ont
une action sur S équivalente a une force surfa-
cique. fluide
A travers I’élément de surface d’aire dS situé au repos
en M, le fluide extérieur exerce sur S une
force élémentaire dF telle que:

dF=— P(M)dSti=— P(M) dS
ol 1 estle vecteur unitaire de la normale 3 X,
orientée vers 1’extérieur.
P(M) , grandeur scalaire définie en tout point
du fluide, est la pression. Elle est indépendan-
te de Iorientation de dS.
* La pression permet également d’exprimer la
force qui s’exerce sur une paroi immergée :
dF = P(M)dSTi, 1 représentant le vecteur uni-
taire de la normale a la paroi, orientée du flui- fluide au
de vers la paroi. HEPIOK
*En USI, la pression s’exprime en pascal.

das
dF

solide
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Statique des fluides

1 Pa=1N.m~2. On utilise souvent le bar: 1 bar = 107 Pa . On peut retenir qu’une pression de
1 bar correspond & une force de 10 N par cm?.

* Nous considérerons que la pression est une fonction continue des coordonnées, que le fluide
soit homogene ou non. C’est en particulier le cas a I’interface entre deux fluides.

» Si le fluide n’est pas au repos, il existe des forces surfaciques tangentes a la surface, liées a la
viscosité du fluide.

* Si le champ de pression est uniforme, la résultante des forces de pression sur une surface fer-

mée est nulle.

Q Pour s’entrainer: ex. 1 et 7 )

«Relation fondamentale de la statique des fluides

e Dans le cas d’un champ de pesanteur g=— g€, (axe z selon la vertica-

le ascendante) la loi fondamentale de la statique des fluides s’écrit : ’
grad P = pg soit : % =-pg pg grad P
, e LT
* Dans le cas plus général d’un fluide soumis a un champ de force de den- l l
sité volumique f, cette relation devient :
grad P=f,
¢ Dans un fluide au repos soumis uniquement au champ de pesanteur g, les

surfaces isobares, orthogonales & grad P (etdonca g) sontdes plans hori- 77777

zontaux.

* Dans un fluide incompressible de masse volumique constante p soumis uniquement a un

champ de pesanteur uniforme g=— g¢€,, le champ de pression a pour expression:
P=Py-pgz

QPour s’entrainer: ex. 4,7 et 8 )

«Atmosphere isotherme

e ['étude de I’atmosphere isotherme conduit a la loi d’évolution de la pression en fonction de 1’alti-
tude :

P(2) = P(0) exp(— Pil)

N RT P . .

ou H= Mo est la hauteur caractéristique des variations de pression ; H = 8,5 km pour la tem-
g

pérature ambiante.
o Cette loi peut étre interprétée comme traduisant la compétition entre I’énergie potentielle de pesan-
teur, mgz , et I’énergie d’agitation thermique, kgT'; on la généralise ainsi :
Dans un systeme macroscopique en équilibre a la température T, la probabilité de trouver une par-
ticule dans un état d’énergie E est proportionnelle au facteur de Boltzmann :

exp(— i), ou kg estla constante de Boltzmann, kg = R =1,38.10"23J. K1,
kBT NA

QPour s’entrainer: ex.2,3 et 9 )

«Théoreme d’Archimeéde

* Les forces pressantes exercées par un fluide quelconque au repos sur un corps placé en son sein
ont une résultante, appelée poussée d’ Archimede, opposée au poids du « fluide déplacé ».
La poussée est appliquée au centre d’inertie C du « fluide déplacé », appelé centre de poussée.
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Statique des fluides e ESSENTIEL

* Ce résultat ne suppose pas que le fluide soit homogene: on peut ’appliquer a I’étude de
I’équilibre d’un corps flottant, totalement immergé dans le fluide inhomogene constitué par un
liquide surmontée de I’atmosphere. Dans ce cas, il est usuel de négliger la masse de «1’air dépla-
cé» devant celle du «liquide déplacé ».

OPour s’entrainer: ex. 3,5,6,8 et 9)

Conseils et pieges a éviter

* Ne pas confondre pression et force pressante.

* La force pressante est orientée. Pour déterminer la résultante des forces pressantes, il ne faut
pas additionner (ou intégrer) les normes des forces pressantes mais leurs composantes sur
des directions fixes.

* Ne pas appliquer inconsidérément la formule «toute faite» P = Py— pg z sans étre siir que
les conditions sont réunies: masse volumique uniforme, pesanteur uniforme et axe des z
orienté vers le haut.

* Ne pas oublier les hypothéses du théoréme d’Archimede: Le solide doit étre totalement
immergé dans le fluide. Pour ne pas 1’appliquer inconsidérément, rien de tel que de bien en
comprendre la démonstration.

» Se souvenir que, lorsqu’elle est définie, la force d’Archimede n’est autre que la résultante
des forces de pression. Ne JAMAIS , dans un bilan de forces, compter la force d’ Archimede
ET les forces de pression !
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o Mesure de la pression
atmosphérique

Un tube cylindique de faible section en verre, fermé a
I’'une de ses extrémités est ouvert a 1’autre bout. I porte
une graduation millimétrique. Le zéro de cette graduation
correspond a I’extrémité fermée.

Le tube étant vertical et I’ouverture en haut, un index de
mercure isole une certaine quantité d’air a 0 °C. On note
n et n' les divisions correspondant aux extrémités de 1’in-
dex de mercure.

pression atmosphérique P,
0 g

=y

T

T

T

] 0

On retourne le tube ; on attend 1’équilibre thermique. On
lit la position n" de I’extrémité supérieure de 1’index de
mercure.

En déduire la pression P en millimetres de mercure, puis
en pascal.

AN.: n=500mm, n' =600 mm et n” =650 mm .

La masse volumique de mercure est :

p=13,6.10% kg.m=3.

 Les forces qui assurent la cohésion de I’index
sont des forces de tension superficielle. Nous
admettons que leur résultante est nulle, et que
I’index de mercure se comporte comme un solide
glissant sans frottement dans le tube.

* Bien faire I’inventaire des forces qui s’exercent
sur I’index de mercure.

* Les températures initiale et finale sont égales.

Conseils

6 Atmosphere isotherme

Une atmosphere en équilibre isotherme est constituée
d’un gaz parfait de masse molaire M et de température
T=293 K . Le champ de pesanteur, g, est supposé unifor-
me.

Données : g=10 m.s=2: kg =1,38. 10-23 1. K-1;
M=29 g.mol~!; Ny=6,02.105 mol~L.

1 ¢ En appliquant la relation fondamentale de la statique
des fluides, déterminer 1’expression de la pression P(z) a
I’altitude z; on prendra P(z=0) =Py =1 bar.

2 ¢ En déduire la densité particulaire n*(2) a I’altitude z
en fonctionde Py, kg, T, g, z et m, masse d’une
molécule de gaz.

Calculer I’épaisseur, H, de la couche atmosphérique telle

que n*(H) = @ (Ine=1).

Calculer I’épaisseur, h , de la couche atmosphérique telle

que n*(h) = %E)O) .

~~~~~

une molécule a I’altitude z (a dz pres) en fonction de m,
g, kg, Tet z.

» Comment se projette la loi fondamentale de la sta-
tique des fluides ? Comment s’exprime la masse
volumique d’un gaz parfait en fonction de la pres-
sion ?

Conseils

e La densité particulaire n*(z) est égale au nom-
bre de particules par unité de volume. On 1’ob-
tient en exprimant le nombre dN de particules
dans un volume élémentaire cylindrique de base
S et de hauteur dz.

* Exprimer d%(2) en fonction du nombre dN2) de
particules a I’altitude zet du nombre total N de par-
ticules. Comment exprimer ensuite d%(2) en fonc-
tion de n*(2) ? On pourra raisonner sur une colonne
d’atmosphere de section S et de hauteur infinie.
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9 Expérience de Jean Perrin

Le physicien frangais Jean Perrin
a réalisé au début du siecle une
expérience permettant de déter-
miner le nombre d’Avogadro. 0N 0800
Cette détermination lui a valu, 50 0 0
ainsi que ses autres travaux, le
prix Nobel en 1926.

Il prépara, dans un récipient plein
d’eau, une suspension de petites
spheres de latex de rayon
a=0,212 um . Il observa ensuite au microscope optique la
répartition statistique de ces spheres en fonction de « I’al-
titude » z .

L’expérience est réalisée a la température T = 293 K
constante. La masse volumique de [I'eau est
p=1,003g.cm~3 et celle du latex g =1,194 g.cm~3.
On donne R=8,314J.mol-LK-1: 2=9281 m.s2.

eece o0 o

0

1 ¢ Par analogie avec une atmosphere gazeuse isotherme
(cf. exercice 2), montrer que le nombre de spheres conte-
nues dans un volume dr de surface S et de hauteur dz

est dN= &T)exp(— I_%)dz ,ou H estune hauteur carac-

téristique du probleme que I’on exprimera en fonction de
a,p,u, T, get kg.
Calculer H numériquement (kg = 1,38 . 10-23 .K‘l) .

2 * On compte les spheres contenues dans une colonne
cylindrique de section S et de hauteur trés grande
devant H en commencant par le sommet de la
colonne.

Soit Mz) le nombre de spheres comptées entre le som-
met et ’altitude z. Déterminer N(z) en fonction de
NO) et des autres données.

Jean Perrin mesura M0) = 100 et M90 um) = 17 . En dé-
duire une estimation de la valeur numérique de N .

e Faire le bilan des forces auxquelles est soumise
chaque bille de latex a I’altitude z . Quelle est
I’énergie potentielle correspondante ? En déduire le
facteur de Boltzmann correspondant, puis dN(2) .

Conseils

* En quoi I’hypothése «hauteur >> H» est-elle
importante ? En fonction de cette hypothese, par
quelle intégrale peut-on exprimer N(2) ?

0 Pression a l'intérieur
d’une planéte fluide

On adopte un modele simplifié pour représenter une
planete : on I’assimile a une sphere isolée de rayon R
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Statique des fluides

constituée d’un fluide incompressible de masse volu-
mique p uniforme.

1 Rappeler I'expression du champ de gravitation
g (M) alintérieur de la planete, a une distance r du
centre. On exprimera ce résultat en fonction de la
pesanteur a la surface gy,de R etde r.

2 » En supposant la pression nulle a la surface, déter-
miner la pression a une distance r du centre, puis la
pression au centre. Faire 1’application numérique pour
la Terre. (p=5,8.103 kg.m=3; R=6,4.10m).
Commenter le résultat et critiquer le modele.

* Question 1: Voir, dans le cours d’électromagné-
tisme, les analogies entre le champ de gravitation
et le champ électrostatique. Pour le calcul de g,
on utilise le théoreme de GAUSS.

* Question 2 : Attention :
pas g !

*Si OM=ré,, on rappelle que le gradient d’une
fonction f(r) qui ne dépend que de r s’écrit:
grad = £'(r) €, .

eLa solution d’une équation différentielle
d’ordre 1 dépend d’une constante fixée par une
condition imposée. En quels points la pression
est-elle connue a priori?

Conseils

p est uniforme mais

6 Un glacon dans un verre
a ras bord...

On place dans trois verres un glacon et on les remplit a ras
bord, I'un d’eau, I'autre de jus de fruit et le troisitme d’un
apéritif alcoolisé. Que se passe-t-il lorsque le glagon a fondu ?
Masses volumiques :

glace: p;=09. 103 kg/m? , eau liquide : p, = 10% kg/m?,
jus de fruit : p;=1,05.103 kg/m?,

apéritif : p, = 0,95.103 kg/m?.

Il faut comparer le volume de liquide déplacé par
le glacon au volume d’eau liquide obtenue par la
fonte du glacon.

Conseils

G Oscillations
d’un bouchon de liege
Un bouchon de liege, homogene, de forme cylindrique,

flotte horizontalement & la surface de 1’eau. On donne sa
longueur, h=5cm, et sonrayon, r=1cm.




Statique des fluides

1+ A I’équilibre il est a moitié enfoncé ; déterminer sa
masse volumique p .

2 » Déterminer la période des petites oscillations vertica-
les de ce bouchon a la surface de I’eau.

La masse volumique de I’eau est PH,0 = 1g.cm™3. On
prendra g=10m.s™ 2.

Position horizontale

* Quelle est la condition d’équilibre du bouchon ?
Comment, dans ce cas, exprime-t-on la résultan-
te des forces de pression sur le bouchon ?

* On admet que la résultante des forces de pression
s’exprime toujours par la poussée d’Archimede
lorsque le solide est en mouvement lent.

Il faut exprimer le volume d’eau déplacée en
fonction de I’altitude z du centre du bouchon.
Pour cela, il est indispensable de faire un schéma
précis mettant clairement en évidence cette rela-
tion. On se souviendra que 1’aire d’un secteur cir-
culaire d’ouverture 200 est égale 3 oRZ .

e Pour étudier les petits mouvements autour de la
position d’équilibre, on fait un développement a
I’ordre 1 autour de cette position. Une quantité f
fonction de z s’exprime par:

f(2) = f(0) + £'(0) z

Conseils

0 Bouchon d’évier

On tente de boucher un évier avec un bouchon de liege,
cylindrique, d’aire S et d’épaisseur e . L’évier s’évacue
par un trou de section S (inférieure a S !) entouré d’un
joint de caoutchouc qui assure 1’étanchéité lorsque le bou-
chon est en place.

Onnote p et py les masses volumiques respectivement
du liege et de I’eau.

L’eau recouvre entierement le bouchon, comme indiqué
sur la figure. La pellicule d’eau située entre le fond et le
bouchon a une épaisseur négligeable devant e .

A quelle condition le bouchon reste-t-il plaqué au fond ?

air

0o |

-

T

|

|

|

|

|
> :

d

cau

joint
air

—> <«—section : S

cau

* Peut-on appliquer la relation d’Archimede au
bouchon ? Est-il completement immergé dans un
fluide au repos ? quelle est la fonction du joint ?

* Si on ne peut appliquer le théoreme d’Archi-
mede, il reste a évaluer les forces pressantes sur
chaque face du bouchon.

* Que peut-on dire de la résultante des forces pres-
santes sur la paroi verticale ?

Conseils

8 Plongée libre (sans bouteille)

D’apres Concours communs Mines - Ponts MP 2004

L’eau ou le plongeur évolue est considérée comme un
liquide homogene et incompressible, de masse volumique
p =10 x 103 kg.m~3 , en équilibre dans le champ de
pesanteur g = — g &, uniforme avec g=9,81 m.s™2.La
surface libre de I’eau (cote z=0) est en contact avec 1’at-
mosphére, de pression constante Py, = 1,013 x 10° Pa .

1 ¢ Déterminer, littéralement et numériquement, la pres-
sion p(z) del’eau en un point de cote z ; tracer le graphe

de p(2) .

2 ¢ On assimile I’air contenu dans les poumons du plon-
geur a un gaz parfait; cet air est caractérisé par une pres-
sion p(z) identique a celle de I’eau a la cote z, un volume
W2) (capacité pulmonaire) variable (la cage thoracique se
déforme sous I’effet de la pression), et enfin par une tem-
pérature T;, constante et indépendante de la profondeur.
Calculer la capacité pulmonaire du plongeur a une cote z
sachant que celui-ci, avant de plonger, gonfle ses poumons
a leur capacité maximale Wy puis bloque sa respiration.
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Ondonne z=-10m et Vyy=7x 1073 m3. On définit
le poids apparent du plongeur (et I’on nomme flottabilité)
comme la résultante de la poussée d’ Archimede et des for-
ces de pesanteur. Comment varie la flottabilité lorsque la
profondeur augmente? Diminue-t-elle ou augmente-
t-elle ?

3 ¢ Afin de faciliter leur descente lors des premiers
metres, les plongeurs utilisent souvent un lest, plaque de
plomb de volume négligeable, accrochée a une ceinture et
facilement larguable. Ce lest ne doit pas étre trop lourd car
un surlestage peut inciter a descendre a une profondeur
excessive. On appelle m la masse du plongeur, V*(2) le
volume de son corps et V; le volume de son corps hors
celui de la cage thoracique, de sorte que V¥(2) =
Vo + V2 . Quelle masse m; de lest choisir si I’on adopte
comme regle de sécurité le fait que le plongeur doit avoir
une flottabilité nulle a la profondeur de 5 metres ?
Application numérique: V;=0,077 m® et m=80kg .

* D’aprés 1’expression de g, quelle est 1’orienta-
tion de ’axe Oz?

Conseils

* Le corps, hors cage thoracique, est incompressi-
ble. Il est donc simple d’exprimer le volume du
plongeur en fonction de la profondeur.

o Ascension d’un ballon-sonde

Un ballon-sonde, de masse m , sert a emmener a haute
altitude un appareillage en vue d’effectuer des mesures.
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L’enveloppe du ballon contient n moles de gaz parfait
(Hy, My, =2 g.mol~1).

L’atmosphere est assimilée a un gaz parfait, de masse
molaire M, = 29 g.mol~!, en équilibre isotherme  la
température T = 273 K . La pression atmosphérique est
Py =1 bar.

1 ¢ Quelle est la force ascensionnelle F, ressentie par le
ballon ? Evaluer la quantité de matiére minimale 1 assu-
rant le décollage de celui-ci pour m= 50 kg , puis le volu-
me Vp correspondant, a I’altitude nulle de départ.

2 ¢ Le volume du ballon (initialement flasque) ne peut
dépasser une valeur V| sans que celui-ci n’éclate.
Montrer que cela implique 1’existence d’une altitude
maximale atteinte par le ballon, z;, que I’on exprimera en
fonction de :

RT,

Mairg .

n, ny, Vo, V| et H=

3 ¢ En fait, le ballon posséde une soupape qui lui permet,
au-dela de I’altitude z; , d’évacuer du gaz a volume V|
constant.

Montrer que la force ascentionnelle s’annule alors pour une
altitude z, supérieure a z .

Donnée : R=8314J.mol~!.K!.

1) C’est la poussée d’ Archimede qui permet au bal-
lon de monter.

2) On utilisera I’expression de la pression d’équilibre
de I’atmosphere isotherme.

3) La force ascensionnelle n’étant plus constante, il
faut chercher a quelle altitude elle s’annule.

Conseils




o Mesure de la pression

atmosphérique
Appelons m=p S (n' — n), la masse de I'index.
4 PyS
—> ]
g i
= _n
] mg
] PS
1...0
Premiére position
o
C P'S
n L
- m8
- PyS
Seconde position

L’index étant en équilibre, cela donne :

* pour la position 1 : PS= Py S+ mg, avec P lapression de
I’air dans le tube ;

* pour la position 2 : P'S= Py S— mg, avec P’ la pression
de I’air dans le tube.

La quantité de matiere est toujours la méme donc :

’ ’

PV _PV

T T
On attend toujours 1’équilibre thermique, donc :

T=T et PV=P V'.

On obtient ainsi :

[Py + pg(n' —n)ln=[Py— pg(n' —n)]n”.
En posant Py = pg H, cela donne :

[Ho + (0’ - m)]n = [Hy— (o' — n)]n”

,avec V=Snet V' =Sn".

et donc : (' — my(n+ )

Hy="—","

AN. : Hy =767 mm de mercure soit : Py=1,04.10°Pa.

6 Atmosphére isotherme

1 ¢ P ne dépend que de I'altitude z (O, orienté vers le haut),
et:

les autres projections (sur (Ox) et (Oy)) du gradient étant
nulles, P ne dépend que de I’altitude z.
Pour un gaz parfait :
p(2) = MP(2) ot dP(9) _ (Mg
RT P(2) RT
soit, en intégrant entre I’altitude 0 et I’altitude z:

Mg

- —=7z|.
RT

b

P(2) = P(0) exp|

2 o A Paltitude z, la densité particulaire n*(2) est le nom-
bre de particules présentes dans un volume mésoscopique dz
rapporté a ce volume : dN(2) = n*(2)dr .

En exprimant 1’équation d’état du gaz :

Piydr= IR _ o ks T,
Na
on obtient n*(z) = %exp— %z en tenant compte de

. M m
la relat —=—
arealonR
n(0

Pour n*(H) = (— on obtient H =
e

kT _ RT

mg Mg

AN. : H= 84 km.

Pour n*(h) = @, on obtient h= Al In 10 .
10 m,

AN. : h= 19 km.

3 ¢ La probabilité d% de trouver une particule dans la
tranche comprise entre les altitudes z et z+ dz est égale
au rapport entre le nombre de particules présentes a cette
altitude et le nombre total de particules.

On considere, a Ialtitude zun volume mésoscopique dz, de
base S et de hauteur dz, soit dr=Sdz .

Ce volume comprend dMNz) particules et la colonne de
base S en comprend N, soit dP(z) = dLA(]Z) .

Or dN(2) = n*(2)Sdz (voir la question 2)),

et N= Sf n*(z)dz= S&, apres intégration.
0 mg

g
kT

z|dz.

Dol : dP(2) = % exp
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9 Expérience de Jean Perrin

1 ¢ Chaque sphere subit, en plus de son poids, une poussée

d’Archimede égale 8 Fo=—my g ol ny représente la masse
du volume d’eau déplacé par la sphere. Ainsi la sphere est sou-
mise a la force résultante R = mg+ FA = %‘Tca%u -pg;

cette force dérive de I’énergie potentielle :

4
p=Jmadu-plez.

On a montré dans I’exercice précédent que la probabilité de
trouver la particule a I’altitude z est :

dP(2) = £ expl- £
D= 6T KT
Les billes de latex, comme les molécules d’air, sont en équili-

bre a la température T'; par analogie on écrira :

dz.

4na’(u— p)g

- —— e 7ldz.
3kgT

P2 = % mad(u - p)éT exp

On obtient bien une loi de la forme :

_ 47533(:“ -p)g Zdz,

dN(2) = A(T) exp 3kgT

et: L:i—4na3(ﬂ—p)g.
H 3 3kgT

L’application numérique donne H =53 pum . Cette valeur jus-
tifie a posteriori le choix de 90 um pour I’écart de mesures
(cf. ci-dessous).

En fait, Jean Perrin fit une série de mesures de 30 um en
30 um a l'aide de photographies de la suspension en équi-
libre.

2 ¢ Au-dela de quelques H , la probabilité de trouver une
sphere devient négligeable.

N(2) est égale a la somme des dN, pour les altitudes compri-
ses entre z et le sommet de la colonne. Comme la probabili-
t¢ de trouver une sphere devient négligeable au-dela de
quelques H , on peut tout aussi bien étendre la sommation de
z a infini.

N(@2) = AT) f wexp(

- %)du= H A(T) exp <_—HZ)

N()=HAT)d ou: Nz = N0) exp _—HZ

L'utilisation des deux mesures permet d’écrire :
z=- HlnN(go) et Np= RT In i) .
NO) N90)

4
gﬂ'a}(ﬂ— p)gz

AN.: Ny=6.102 mol-!.
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a Pression a l'intérieur
d’une planéte fluide
1 On reprend le raisonnement classique du calcul du

champ électrique E créé par une distribution & symétrie
sphérique, avec les analogies :

Pélectrique — Pmassique €t -9

4Tl',8()

(Constante de gravitation)

Posons OM = r &, . La symétrie de la répartition des mas-
ses impose : g=— g(r) €, .

On applique le théoreme de GAUSS & une sphere X de
centre O et de rayon r prise a I’intérieur de la planéte :
Flux a travers X du champ de gravitation =

— 41 %G x (masse a I'intérieur de X)

—4nr2g(r):—4n(§§nr3p soit: g(r) = ?n Grp

r
Comme g = %n %R p,ondéduit: g=— go? B

2 » Comme, par symétrie, P ne dépend que de r, on peut
écrire la relation fondamentale de la statique des fluides
sous la forme :

@p: £€r=_ PET
dr

€, d’ou I’équation différen-

r
tielle : @ v
dr R
La solution, compte-tenu de la condition aux limites
P(R)=0est:

Py =L (R _ 2

R
Et la pression au centre : P(0) = p gy R
Pour la Terre, on obtient, avec gy = 10m.s~2 :
P(0) = 4.10'! Pa, soit 4.10° bars . (Un calcul plus pré-
cis, avec 2 chiffres significatifs ou plus, n’a bien entendu
aucune signification pour un modele aussi grossier.)

Commentaires :

e La Terre est partiellement fluide : le noyau est essentiel-
lement constitué de fer fondu. Méme la croite et le man-
teau, solides, sont légerement déformables et il n’est pas
déraisonnable de les assimiler a des fluides. Le modele a
donc une certaine pertinence.

e La valeur de P(0) justifie que 1’on puisse considérer
comme nulle la pression a la surface.

¢ Selon le modele admis actuellement, le noyau intérieur
(la « graine ») est solide en raison de la tres forte pression.
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9 Un glacon dans un verre
a ras bord...

Soit m la masse d’eau qui constitue le glagcon de volume V:
m=p, V.

On appelle p¢ la masse volumique du liquide qui remplit le

verre, Vi le volume immergé du glacon.

La poussée d’ Archimede qui agit sur le glacon est donnée par

n=p¢ Vig.

Le glagon flotte, donc @ compense le poids du glagon :
T=mg=pe Vig.

Soit p, V= p¢ Vi (on vérifie qu’avec les trois liquides pro-

posés on a bien V, < V).

Quand le glacon fond, la glace qui le composait occupe le

volume Vgpa avec Viipal = —
(5

Le verre déborde si Vijpa > Vi, soit :

;m,m ou P¢ > Pe.
Pe P

Conclusion : Lorsque le glagon fond, le verre de jus de fruit
va déborder, le verre d’apéritif n’est plus rempli a ras bord ;
seul le verre d’eau reste rempli a ras bord sans déborder.

o Oscillations d’'un bouchon
de liege

1 ¢ Le bouchon est soumis :

e & son poids, Tr2hpg ;

e 2 la poussée d’ Archimede :

1
o 0 *hpu,og
le facteur % rendant compte du fait que le bouchon

est a moitié enfoncé ;

En toute rigueur, le « fluide déplacé est constitué de deux
volumes égaux d’eau et d’air, mais nous avons négligé la
masse d’air déplacé, environ 1 000 fois plus faible que
celle de I’eau déplacée.

A I’équilibre, la somme vectorielle est nulle, ce qui donne
p=05g.cm™3,

2 ¢ On doit admettre que la poussée d’Archimeéde est une
bonne approximation de la force exercée par I’eau sur le cylin-
dre lorsque celui-ci oscille lentement.

Si on suppose, de plus, que le mouvement du cylindre est uni-
quement un mouvement vertical de translation (impulsion
initiale donnée verticalement a I’aplomb du centre d’inertie),
le théoreme du centre d’inertie donne, en notant z la cote du
centre d’inertie sur la verticale ascendante, avec Zgyjlipre = 0

Ttl‘2hp2 == Ttrzhpg + pHZOg%mmergé(Z) .

On étudie de petites oscillations ; on peut alors écrire :
d Vimmergé
gé

Vimmergé(2) = Vimmerge(0) + 2 ( 7)

z=0
au premier ordre en z .

Comme - nrzhpg + PH,0 &Vimmergs(0) = 0, cela donne :

. dV, <
nr2hpi = pi o %&)
Z z=0

ce qui correspond bien a I’équation différentielle d’un oscillateur

d V{mmergé

harmonique, a condition que ( ) soit négatif.
z=0

dz

Le schéma ci-dessous permet de déterminer Vimmerge (2)
Vimmergé = A (aire du secteur circulaire — aire du triangle)

Vimmergs = 2[11(%12 = %Iz sin o cos oc)]

= h(o. 2 — % cos o sin o)

. do 1 .
avec zZz=rcos o soit= — =— - o
dz rsin o
dVimmerge dou _ r h(1 — cos 201)

dz do dz sin o

d Vimmergé _

la position z=0 correspond a o = % ,d’ou:

dvimmergé - _2rh
dz 720 '

volume
immergé

2pu,08
==
Tpr
La période des petites oscillations vaut alors :
2w

—
2Py 08 |
or

On obtient donc z +

T =

AN.: T=0,2s.
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0 Bouchon d’évier

On ne peut pas appliquer le théoréme d’Archimeéde au bou-

chon. En raison du joint, méme de tres petite épaisseur, le

bouchon n’est pas entierement immergé dans un fluide a

I’équilibre. 11 est clair que la pression n’a pas la méme valeur

de part et d’autre du joint, dans I’eau et dans 1’air.

Déterminons les forces pressantes sur le bouchon en notant

Py la pression atmosphérique et avec Oz, axe vertical ascen-

dant :

e Sur la face supérieure : Fl =— 8Py +pogh—e)] é,.

;Sur la face inférieure :

Fy=+(S-S)(Po+pogh €, + S Py,

I;a résultante des forces pressantes est :

Fpression = po &(Se - S h) 8z.

Le poids du bouchon étant égal a p Se g, il reste plaqué au

fond si :

pSeg>pya(Se—Sh

ouencore si: h>e i<1 - ﬁ) .
So Po

On remarque que cette condition est toujours vérifiée pour

p > po (le bouchon ne peut flotter).

Py + pgh
S
Py + pgh Py + pgh
— SO le———
>
O f O
Py
Py + pgh Py + pgh

9 Plongée libre (sans bouteille)

1 ¢ D’apres I’expression g =— gé, I’axe des z est orien-
té vers le haut. p étant uniforme, la relation fondamenta-
le de la statique des fluides s’écrit donc:

P(2) = Pyym — pgz car p(0) = Py -

Numériquement :

p(2=1,013.10°-9,81.10> z avec P en Pa et zen m.

p(2)

[ atm

2 * [air contenu dans les poumons subit une compression
isotherme. Comme il est assimilé & un gaz parfait:
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p(2) N2) = C*'€ = Py, Vi

doh W= — 22 M

P, atm — P 8 Z

AN.: V-10m)=3,61.10"3m?.

Le poids du plongeur reste constant.

La poussée d’Archimede, proportionnelle au volume du
plongeur diminue lorsque la profondeur augmente. La
flottabilité, comptée positivement vers le haut, diminue
donc lorsque la profondeur augmente.

3 ¢ Exprimons la flottabilité :
Pyrehi + mg = [p(Vo+ V2) — (m+ my)lge,.
(On n’a pas tenu compte du volume supplémentaire di au
lest.)
La flottabilité est nulle si p(Vo+ U 2) = m+ my

Paym W
soit si my =p<VO+ atm;M) -m

Pam — pgz

AN.: m=17kg.

o Ascension d’un ballon-sonde

1 ¢ La force ascensionnelle résulte du poids du ballon, de
celui du gaz contenu dans I’enveloppe et de la poussée
d’Archimede exercée par ’air :

F, = [(psie? - pu (D) VA - milg,
o M2z désigne le volume du ballon a I’altitude z:

HRT()
V()= — .
Z

Remarques
La pression P(z) désigne la pression effective moyenne vue

par le ballon a I'altitude z . On sait qu’elle évolue avec une
caractéristique H trés grande devant les dimensions du bal-
Ion : cette notation n’est pas ambigué.

On néglige le volume de I’appareillage devant le volume du
ballon.

RTy N
Pour chaque gaz, P=p — ;d’ou:

P(2) My =M n

Pair = RT, = Majr 2 s
P(2) My, n

t: = = .
€ PH, RTO ]%-12 V(Z)

La force ascentionnelle peut donc s’écrire :
F, = [n(My, - ]V[Hz) -mlg.
Le décollage est possible si la force ascensionnelle est positi-

ve pour z=0.
m

My — My,
mRTy,
Po(Myir — Miy,)

On en déduit avec ny =

Yo




@ statique des fluides

Pour Tp=273K et Py= 10°Pa,ona:

Vp = 42 m3
(environ 2 m de rayon pour un ballon sphérique, ce qui est
correct).
Ce volume est déja important pour une charge assez faible,
car les masses volumiques entrant en jeu dans le terme de
poussée sont celles des gaz.
La force ascensionnelle, constante pour ce modele, est donc

n
F,=mg H_o - 1) .
2 © Le volume du ballon a I’altitude z s’écrit :
_ HRT()
=50

Or, on peut, comme T = cte , utiliser le modele de I’at-
mosphere isotherme pour lequel :

P(2) = Pyexp|- f]}
D’ou, 2 = HI;TO exp % .
0

RT; .
Sachant que V= & P 0 on obtient :
0

Z
Il
Lorsque V= V;, le ballon éclate ; ceci se produit a Ialtitu-
de :

V) = Vp— exp
1y

Vi

z1=HIn Y

3 © Avec la soupape, V reste égala Vj au-delade z,etla
quantité de matiere n(z) contenue dans I’enveloppe diminue.
La force ascensionnelle n’est plus constante et vaut :

S C/ M) DU I/ e 4
F,=mg s —l—mg{voexp—
Vi

H
Y
7y > 7 etla quantité de matiere n(z) continue dans I’enve-
loppe...

-1

et on vérifie que

Celle-ci s’annule pour 2z = Hln
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Premier principe
de la thermodynamique.
Bilans d’énergie

 Notion d’énergie interne.

-Echanges d’énergie par travail et par transfert
thermique.

- Bilan énergétique pour un systeme fermé.

* Bilan d’énergie dans le cas de la détente de Joule-
Thomson.

« Expression du travail recu par un fluide.

* Loi de LAPLACE pour une évolution adiabatique et
quasistatique.

* Mécanique: travail d’une force, énergie cinétique,
énergie potentielle.

 Notion de pression.
- Equation d’état d’un gaz parfait.
* Propriétés d’une phase condensée idéale.

EEXEEXEEERRXXRRRRRRYN LES OUTILS MATHEMATIQUES

* Développements limités ou développement de
Taylor a ’ordre 1.

« Equation différentielle d’ordre 1.

* Notion de dérivée partielle d’une fonction de
plusieurs variables.

«Vocabulaire

On parle:

« d’un systéme isolé, lorsqu’il n’échange ni matiere, ni énergie avec le milieu extérieur;
« d’un systeme fermé, lorsqu’il n’échange pas de matiere avec le milieu extérieur ;

« d’un systéme ouvert, dans les autres cas.

« Energie d’un systéme thermodynamique

e Energie interne
L’énergie interne U d’un systeme (S) est la somme de son énergie cinétique d’agitation &, €t
de son énergie potentielle interne &p,, .
U= gKagnauon + &py, -
L’énergie interne est une grandeur extensive: si (S7) et (§p) sont deux systemes disjoints, 1’énergie
interne Ug, ug, du systeme (S; u S) est la somme des énergies internes de (S1) Us, et (Sp) Us;:
USlUsz = USl + USZ'
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ESSENTIEL Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie

Pour un systeme a I’équilibre thermodynamique interne, I’énergie interne est une fonction d’état, c’est-
a-dire qu’elle dépend d’un petit nombre de variables, ses parametres d’état.

e Cas d'un gaz parfait
Pour un gaz parfait, I’énergie interne molaire ne dépend que de la température : v._ f).
n

Pour un gaz parfait monoatomique: U = %nRT .

Pour un gaz parfait diatomique: U = %nRT aux températures usuelles. Nous prendrons généralement

cette valeur pour I’air (constitué de deux gaz diatomiques).
L’énergie interne d’un gaz polyatomique est toujours supérieure a celle d’un gaz monoatomique.

¢ Cas d'une phase condensée
Pour une phase condensée idéale I’énergie interne ne dépend que de la température.

e Energie totale

L’énergie totale est définie par:
% = U + %Kmacro + gPexl N

Elle permet de traiter un probléme liant mécanique et thermodynamique sans devoir le traiter au niveau
microscopique.

« Premier principe de la thermodynamique

¢ Transferts énergétiques

1l existe deux formes de transfert d’énergie pour un systéme :
—un transfert thermique Q par contact avec un corps de température différente de celle du systeme;
—un transfert par un travail W mesurable directement fourni au systéme.

¢ Conventions et unités

En thermodynamique les conventions sont toujours les suivantes.

Soit un systeme (S) fermé:

o le travail W est le travail des forces (ou actions) macroscopiques extérieures sur (S) . Il est algé-
brique.

Un travail positif correspond a un travail recu par (S) , un travail négatif correspond a un travail four-
ni par (S) ;

* de méme, le transfert thermique (ou transfert de chaleur) Q correspond a un transfert d’énergie de
I’extérieur vers le systeme a travers la surface délimitant le systéme. Il est positif si la « chaleur» est
regue par le systeme, négatif sinon;

« le travail et le transfert thermique se mesurent tous les deux en joules (symbole: J).

* Premier principe pour un systéme immobile

* Pour un syst¢éme fermé macroscopiquement au repos, le bilan d’énergie dans une transformation
quelconque s’écrit:

AU=W+Q.
o Le transfert thermique Q ne peut pas étre mesuré mais il est calculé par la différence entre AU
et W.

* Premier principe pour un systéme en mouvement

* Pour un systeéme fermé (S) d’énergie cinétique macroscopique le bilan d’énergie dans une transfor-
mation quelconque s’écrit:
AU+ &g, =W+ 0.
Pour utiliser la notion d’énergie totale, nous pouvons aussi I’écrire sons la forme:
A€ = A(U + %Kmncm + %pm) = Wautre + Q
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Premier principe de la thermodynamique. Bilans d'énergie

ou ép, représente I’énergie potentielle d’interaction entre le systeme et I’extérieur et W le tra-
vail des forces extérieures ne dérivant pas d’une énergie potentielle.

* Remarques sur le premier principe de la thermodynamique

* Nous pouvons appliquer le premier principe entre I’instant initial et I’instant final d’une transforma-
tion, méme si le systeme n’est pas en équilibre thermodynamique interne entre ces deux états.

* Les notations AU = U, — U; et dU pour une transformation infinitésimale signifient que la varia-
tion de U ne dépend pas du chemin suivi pour aller de (1) a (2). Il est inutile de connaitre le chemin
suivi de (1) a (2) pour calculer la variation de 1’énergie interne U .

* Les notations W ou Q (ou 6W et 6Q pour une transformation infinitésimale) signifient qu’il est
nécessaire de connaitre le chemin suivi pour définir ces grandeurs.

Il n’existe pas de fonction d’état dont 6Q ou oW est la différentielle.

«Un exemple de travail: le travail des forces de pression
dans le cas particulier d'une transformation lente

¢ Expression du travail élémentaire

Lors d’une transformation élémentaire au cours de laquelle le systeme fluide reste dans un état proche
d’un état d’équilibre thermodynamique interne, le travail élémentaire oW regu par ce fluide est:

oW =— PdV
ou P représente la pression du fluide et dV sa variation de volume au cours de la transformation.
oW est positif lors d’une compression du fluide (dV < 0) et oW est négatif lors d’une détente du
fluide (dV >0).

* Evolution entre deux états
1%
W= J > _ PV travail recu par le systeme «fluide» lors
v
1

d’une évolution ou tous les états intermédiaires sont proches
de I’équilibre. Une telle évolution est dite «quasistatique » .

QPour s’entrainer: ex.7 et 12)

* Représentation graphique

Lors d’une transformation cyclique lente d’un fluide, I’aire
du cycle, dans le diagramme de Clapeyron, mesure la valeur
absolue du travail W:

* si le cycle est parcouru dans le sens direct, ce travail est positif
* dans le cas contraire, le travail est négatif.

«Bilans énergétiques dans quelques cas usuels

¢ Transformation isochore

* Lors d’une transformation isochore, le travail des forces de pression est nul et la variation d’énergie
interne est égale au transfert thermique :
AU =Qy .
L’indice V rappelle que la transformation se déroule a volume constant.
¢ Transformation monobare. Enthalpie H

« Fonction enthalpie: H=U+ PV .
¢ Dans le cas d’une transformation monobare ol la pression extérieure, constante, est égale a la pres-
sion initiale et a la pression finale, le transfert thermique recu par le systéme s’écrit:

QOp=AH.
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ESSENTIEL Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie

¢ Transformation adiabatique

Les parois d’un récipient sont dites athermanes si elles interdisent tout échange de chaleur entre I’in-
térieur et I’extérieur du récipient.

Au contraire, si elles permettent facilement ces échanges, elles sont alors qualifiées de parois diather-
manes.

Le caractere adiabatique ou diathermane d’une paroi n’est pas intrinseque, mais dépend de la
durée de I’expérience. Si la transformation est suffisamment rapide, les échanges thermiques
n’ont pas le temps de se produire et nous pouvons considérer cette transformation comme adia-
batique. Aucune paroi ne peut interdire les échanges thermiques sur une durée tres longue ; il est
simplement possible de les ralentir en choisissant le matériau qui constitue la paroi.

0 Pour s’entrainer: ex. 3 et 8 )

« Capacités calorifiques (ou capacités thermiques)

¢ Capacité calorifique a volume constant
La capacité calorifique a volume constant Cy, est définie par:

oUu
cy=(Y
! (aT)v

Dans le cas particulier d’un transformation isochore infinitésimale: 8Q = dU = Cy dT .

¢ Capacité calorifique a pression constante

La capacité calorifique a volume constant Cp est définie par:

oH
cp=(H
’ <3T>P

Dans le cas particulier d’un transformation isochore infinitésimale: 6Q = dH = Cp dT .
¢ Cas d'un gaz parfait
Pour un gaz parfait quelconque, une variation infinitésimale d7" de la température conduit a
une variation infinitésimale de 1’énergie interne dU telle que:
dU=CvdT=nCv’de.
Cy, m est la capacité thermique molaire 2 volume constant.

QPour s’entrainer: ex. 2, 8 et 11)

De méme, une variation infinitésimale d7 de la température conduit a une variation infinitési-
male de I’enthalpie dH telle que:

dH=deT=l’lCP’de.
Cp, m est la capacité thermique molaire a pression constante.

0 Pour s’entrainer: ex. 6 )

Les capacités thermiques molaires (elles s’expriment en J.K~'.mol~!) du gaz parfait satisfont a la
relation de Mayer:

et CV,m=—R1 avec y=—CP’m ;

Y- CV, m

Cp’m=CV’m+R SOitCP,m=

* pour un gaz parfait monoatomique :

* pour un gaz parfait diatomique (dont 1’air) dans les conditions usuelles:

5 7 7
C =~=R, C =~=—Ret y===14.
V, m ) P,m > Y 5
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Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie

¢ Cas d’une phase condensée

Pour une phase condensée idéale, Cp = Cy et I’énergie interne ne dépend que de la tempéra-

ture :
dH=dU=CdT.

Q Pour s’entrainer: ex. 6 )

« Application aux compressions et détentes de gaz

e Compression ou détente isotherme d'un gaz parfait
Lors d’une transformation isotherme, 1’énergie interne d’un gaz parfait est constante. On en
déduit:
Py Vinii
W=—0=nRTIn finale —nRTIn initial )
initiale Vtinal
* Compression ou détente adiabatique quasistatique d'un gaz parfait

Au cours d’une transformation adiabatique, suite continue d’états d’équilibre interne (ou qua-
sistatique), un gaz parfait suit la loi de LAPLACE:
PVY=CS® ou TYPI-Y=C%¢ ou TV 1=C8e.

QPour s’entrainer: ex. 1, 3, 8 et 9)

¢ La détente de Joule-Gay-Lussac

L’énergie interne d’un gaz reste constante au cours de la détente de Joule-Gay-Lussac (détente adia-
batique dans le vide) AU=U, -U;=0.

QPour s’entrainer: ex. 12)

¢ La détente de Joule-Thomson

L’enthalpie d’un gaz reste constante au cours de la détente de Joule-Thomson (détente adiabatique a
faible vitesse en régime stationnaire d’un gaz dans une conduite horizontale, a travers une paroi
poreuse): AU=H,-H{=0.

Cette détente est dite isenthalpique.

Q Pour s’entrainer: ex. 4 et 5 )

Conseils et pieges a éviter

 Le premier principe s’applique a un systeme fermé. Un volume fixe ne caractérise pas en
général un systeme fermé.

e [’énergie interne d’un gaz parfait dépend de la température selon la loi:

dU=nC, ,dT.
Bien que C, y, soit appelée «capacité calorifique molaire a volume constant» cette rela-
tion est toujours vraie, que le volume soit constant ou non.
Il en est de méme pour I’enthalpie: dH = Cp 1, dT' que la transformation soit isobare ou non.

* Ne pas appliquer la relation de LAPLACE a une évolution adiabatique sans s’assurer que
tous les états intermédiaires sont définis (€volution quasistatique).

e Lors d’une évolution ou les états intermédiaires ne sont pas définis, on peut écrire le premier
principe sous forme de bilan, mais pas sous forme infinitésimale (AU = W + O et non
dU = W + 60) .

* Ne pas confondre isotherme et adiabatique ! En effet:

— Au cours d’une compression adiabatique un gaz voit sa température augmenter.
— Pour qu’une compression soit isotherme, il y a nécessairement des transferts thermiques,
la transformation n’est donc pas adiabatique.
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o Oscillations adiabatiques

Un cylindre de section S est séparé par un piston étan-
che de masse m coulissant sans frottement. Un gaz par-
fait de rapport ¥ constant remplit les deux parties (1) et
(2). Le systeme est initialement a 1’équilibre :
7:1=T2=T0; P =Py=Py; Vi=Vget V=2V).
A la suite d’une perturbation, le piston est 1égerement
écarté de sa position d’équilibre. Déterminer la fré-
quence des petites oscillations.

Comment évoluent ces oscillations avec un modele
plus réaliste ?

Py Vi T Py Vo Ty

e Le systetme complet est-il homogene? Quels
sous-systemes homogenes peut-on considérer ?
 Les transformations sont adiabatiques. Peut-on

appliquer la loi de LAPLACE?

* On peut repérer la position du piston par une
abscisse x , nulle a I’équilibre.

* Par petites oscillations, on suppose que I’ampli-
tude des oscillations est suffisamment faible pour
faire un développement limité a ’ordre 1 en x .
Cela revient a linéariser les équations.

e Pour faire un développement a I’ordre 1, il faut
préparer la relation en faisant apparaitre un terme
en (1 + ¢&™, & étant une quantité sans dimen-
sion petite devant 1.

* Ce probleme a un aspect thermodynamique (évo-
lutions adiabatiques) et un aspect mécanique
(RFD appliquée au piston mobile).

Conseils

6 Remplissage d’un réservoir

Un réservoir initialement vide est mis en communica-
tion avec l’atmosphere (pression P( et température
Tp) par un petit robinet qui laisse I’air entrer lentement.
Au bout d’un certain temps, on ferme le robinet et 1’air
intérieur se met a I’équilibre interne. Déterminer sa
température.

On considérera que 1’air est un gaz parfait de rapport y
constant et que la durée de I’expérience est suffisam-

ment bréve pour pouvoir considérer les parois du réser-
voir comme adiabatiques.
Quelle est I’hypothese la plus contestable ?

| Atmosphere
Py, To

vide

» Comme toujours, un bilan d’énergie suppose la
définition précise d’un systeme fermé.

o Le réservoir définit-il un systeme fermé?

» L’évolution est adiabatique et 1’écoulement est
lent. Peut-on appliquer la relation de
LAPLACE?

 Considérer I’air qui passe de I’atmosphere au

réservoir, et qui occupe initialement un volume

Vo dans I’atmosphere.

Conseils

9 Expériences
de Clément-Desormes

Un récipient d’une capacité de quelques dm3 est muni
d’une pompe, d’un robinet R et d’'un manometre a eau.
Initialement ce récipient contient de 1’air sous la pression
atmosphérique P et a la température T, de l’air exté-
rieur. On comprime tres 1égérement ce gaz grace a la
pompe, puis on réalise les opérations suivantes:

e opération 1: on laisse le récipient sans y toucher durant
plusieurs heures puis on lit la dénivellation 4; du mano-
metre (h; est de I'ordre de quelques cm) ;

e opération 2 : on ouvre le robinet R et on le referme aus-
Sitot;

* opération 3: on laisse le récipient quelques heures sans
y toucher puis on lit la dénivellation 4, .

1R
——
pompe
manometre
a liquide
(eau)

gaz
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Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie

1 ¢ Pour chaque opération, analyser le processus expéri-
mental et proposer un modele pour chaque transformation
subie par le gaz qui reste a I’intérieur de la bouteille.

2 » L’expérience permet de mesurer le rapport
P, m

Y=

V,m

des capacités calorifiques molaire d’un gaz.

L’air est supposé parfait et de rapport ¥ constant.

a. Tracer dans un diagramme de Clapeyron (P, V) la suite
de transformations que subit le gaz resté dans la bouteille a
la fin de I’expérience. On notera:

p1 la surpression correspondant a 4 ;

p> la surpression correspondant a 4, ;

6 I’abaissement de température correspondant a 1’opéra-
tion 3.

On ne s’intéressera qu’aux opérations 2 et 3.

b. Calculer 7y en fonctionde hy et h.
Effectuer I’application numérique avec h; = 18,2 cm et
hy=50cm.

* Quelle est la température dans le récipient apres
«quelques heures» ?

* Quelle est la pression dans le récipient juste apres
I’ouverture du robinet ?

e Le récipient permet-il de définir un systeéme
fermé ?

e Le gaz qui s’échappe subit une transformation
brusque, mais le gaz qui reste subit une détente
«douce ». Comment peut-on le traduire quantita-
tivement ?

» Ne pas oublier que p; << Py et py << Py. On
peut simplifier le calcul en faisant des dévelop-

P

Py

Conseils

pements a ’ordre 1 en

@) citude d'une tuyere

On étudie I’écoulement d’un gaz dans une tuyere horizon-
tale isolée thermiquement du milieu extérieur.

En régime permanent, dans une section droite de la tuyere
les vitesses d’écoulement sont égales et normales a la sec-
tion. La pression et la température y sont uniformes et
indépendantes du temps:

—al’entrée de la tuyere, x =x7: Py=3bars; T; =300K;
—a la sortie de la tuyere, x=x,: Pp=1bar; T, =250K.

: -

—3 «v)

\/
=

.
'
'
1
x 1x2
)
'
]
]
!

P(x)
T(x)
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1 » Montrer que lorsqu’une mole de gaz passe de I’entrée
a la sortie de la tuyere, on peut, pour toute abcisse x ,

éerire Hoy(x) + % Mo(x) = cte .

Hy(x) est ’enthalpie molaire du gaz a I’abscisse x et M
est la masse molaire du gaz.

2« Sil’on suppose v(x;) négligeable, calculer v(x) .
Données: M=32g.mol™!; y=14.
On supposera le gaz parfait.

3 o Le gaz sortant de la tuyere est utilisé pour actionner
une turbine. A entrée de la turbine, il a une pression P, ,
une température T, et une vitesse 5. A la sortie, la pres-
sion et la température sont inchangées, et la vitesse est
nulle. Calculer le travail récupéré par la turbine pour le
passage d’une mole de gaz.

* Revoir la démonstration de la détente de JOULE-
THOMSON. 1 suffit de la reprendre en tenant
compte de I’énergie cinétique.

* Que vaut I’enthalpie d’un gaz parfait ?

* Quelle relation y a-t-il entre la variation d’éner-
gie cinétique du gaz et le travail récupéré ?

Conseils

@ ttude d’une machine

Question préliminaire

Dans un tube cylindrique horizontal, indéformable, aux
parois adiabatiques, un gaz se détend a travers une paroi
poreuse; la pression et la température passant de Py, T
en amont de la paroi a T,, P, en aval de la paroi.

On suppose que 1’écoulement est suffisamment lent pour
que la variation d’énergie cinétique d’une quantité donnée
de fluide entre la partie amont et la partie aval soit négli-
geable.

1 » Montrer que la détente est isenthalpique.

2 * On remplace, dans le tube, la paroi poreuse par une
machine (turbine, compresseur, etc.). Au cours de son pas-
sage par la machine, une mole de fluide échange, avec le
milieu extérieur, un travail autre que celui des forces de
pression, not¢ 7'y, , et une quantit¢ de chaleur Oy, .
Comment est transformée la relation précédente ? On
notera H;, I’enthalpie molaire du gaz.

A. Compression d’un fluide parfait

De I’air (assimilé a un gaz parfait) est prélevé dans I’at-
mosphere a la température Ty , sous la pression Py . Il est
comprimé de fagon adiabatique et lente jusqu’a la pression
Ps.

1 ¢ Exprimer la température finale du gaz, Ty , en fonc-

. b
tionde Ty etde x = P
0




2 ea. Exprimer AH,,, la variation d’enthalpie molaire de
ce gaz, en fonctionde Ty, x et Cp .

b. Cette compression est réalisée par un compresseur : quel
travail, 7', doit-il fournir ?

c. A.N.: Calculer numériquement 7°.

Données: Ty=288 K; Py=1Dbar; Py=12 bars
Cp,m=29 J.K-1.mol-!; y=14.

3 o Cette compression est réalisée dans deux compres-
seurs: I’air traverse un premier compresseur qui le com-
prime de Py a Py, puis un échangeur ou il se refroidit de
facon isobare, sous la pression P, jusqu’a T et traver-
se enfin un second compresseur qui le comprime de P
a Ps.

a. Exprimer le travail molaire 7., que doit fournir I’en-
semble des compresseurs, en fonctionde Cp ,, Tp, Py,
Py, Prety.

b. Pour quelle valeur Py, de P;,exprimée en fonction
de Py et Py, ce travail est-il minimal ?

c. Calculer les valeurs de Py, et du travail molaire minimal
pour les valeurs numériques données en 2) b).

B. Turbine a gaz

Soit le dispositif schématisé ci-dessous.

Lair prélevé dans I’atmosphére, en A (P4 = 1 bar et
Ta = 288 K) , est comprimé jusqu’a la pression Ppg
(Pp =12 bars) , dans un compresseur (C) a deux étages
selon le processus du A. 3) b). Entre les deux étages, 1air
est refroidi de facon isobare jusqu’a T4 (échangeur).

Dans la chambre de combustion, 1’air est échauffé de
facon isobare jusqu’a T¢-=1050 K . Dans la turbine (7),
I’air est détendu de fagon adiabatique et lente jusqu’a
Pp=Py.

B chambre de C

combustion
h (©) (T)
(®) arbre de
la machine
échangeur
A D
< > - >

compresseur a deux étages turbine

Le tableau suivant donne la pression P et la température T
du fluide dans les différents états:

état P (bar) T(K)
A 1 288
B 12 586
C 12 1 050
D 1 524

Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie

1 ¢ Quelle est I’expression numérique du travail molaire
Tc , recu par le fluide de la part du compresseur a deux
étages (C)?

2 ¢ Calculer le travail molaire 7y, recu par la turbine

(T).

3 o Le compresseur a deux étages et la turbine étant soli-
daires du méme axe de rotation de la machine, déterminer
le travail utile molaire 7Ty, récupéré sur cet axe (arbre de
la machine).

4 ¢ Calculer Oy, , la quantité de chaleur molaire recue par
I’air pendant la combustion. (On négligera les modifica-
tions du fluide pendant cette combustion.)

[Tl

5 ¢ En déduire le rendement n =
m

1) De quelle détente s’agit-il ?

2) Comment la démonstration est-elle modifiée ?

A. 1) Quelle loi les conditions expérimentales décri-
tes permettent-elles d’appliquer ?

2) Peut-on utiliser la question préliminaire ?

3) a) Quel(s) travail(travaux) doit-on prendre en
compte ? Le travail des forces de pression de
I’échangeur est-il intéressant ?

B. Chaque élément de la machine peut &tre traité
séparément en utilisant la question préliminaire.

Conseils

G Détermination d'une capacité
thermique massique

On établit, a pression constante, un courant gazeux dans
un serpentin métallique de débit massique Dy, (D
représente la masse de gaz qui traverse une section de ser-
pentin par unité de temps).

Le serpentin est plongé dans un calorimetre rempli d’eau,
de capacité thermique totale C (cette capacité inclut I’eau,
le calorimetre et ses accessoires). Le gaz, initialement chauffé
dans un four, arrive dans le calorimetre a une température
T. En régime stationnaire, le gaz sort du calorimetre a la
température T, , pratiquement égale a celle du calorimetre.

1 ¢ Lorsqu’on interrompt le courant gazeux, on constate
que la température T du calorimétre diminue, ce qui
indique I’existence de « fuites thermiques ».

En admettant que les pertes thermiques par unité de temps
sont proportionnelles a 1’écart de température (T —T)
entre la température T du calorimétre et celle T (sup-
posée constante) du milieu extérieur (on désignera par & la
constante de proportionnalité), déterminer la loi d’évolu-
tion de la température 7 du calorimétre en fonction du
temps t,de C, k, Ty et T».
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Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie

2 ¢ Calculer la valeur de la capacité thermique massique
a pression constante cp du gazen fonctionde k, Dy,
To, Ty et Top.

3 e Données: C =4 kIK™! et Dy =047 gs~ 1.
On a mesuré les températures Ty = 293 K ,
T{=373K et T) =310K.

Déterminer la valeur numérique du coefficient & sachant
que dix minutes apres avoir coupé le courant gazeux, la
température T du calorimetre a diminué de 2 K.

En déduire la capacité cp du gaz (dioxyde de carbone).

¢ Quel systeme choisir pour étudier 1’effet des fuites ?
Sur quelle fonction d’état du systeéme doit-on tra-
vailler ? Quels échanges énergétiques y a-t-il entre
le systeme et son milieu extérieur ?

« Définir un nouveau systéme en régime stationnaire
et raisonner de manicre analogue a la détente de
Joule-Thomson.

Conseils

ﬂ Utilisation d’'une pompe

Un réservoir de volume V(y contient initialement de 1’air
(assimilable a un gaz parfait) a la pression P . On peut
augmenter cette pression en y refoulant de 1’air a 1’aide
d’une pompe. La pompe est constituée d’un cylindre dans
lequel coulisse (sans frottement) un piston actionné par un
moteur.

Le volume maximal du cylindre est V' (le piston est alors
en début de course, a gauche), le volume minimal du cylindre
est v (le piston est en fin de course, a droite).

Lorsque le piston se déplace vers la gauche, les soupapes
S1 et S, sontd’abord fermées, puis S| s’ouvre des
que la pression de I’air résiduel contenu dans le cylindre
devient égale a la pression atmosphérique P; [’air exté-
rieur est alors aspiré dans la pompe.

Lorsque le piston se déplace vers la droite, S| se ferme,
I’air contenu dans le cylindre est comprimé; puis S,
s’ouvre dés que la pression de I’air du cylindre devient égale
a celle de I’air contenu dans le réservoir, 1’air du cylindre
est alors refoulé dans le réservoir.

V

Py

S P

- Sy | Vo

aspiration
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<> PO
Py Si
I B V()

compression

On suppose qu’au cours des diverses transformations I’air
décrit une suite continue d’états d’équilibre thermodyna-
mique internes a température constante (transformation iso-
therme).

1 ¢ a. Calculer la pression P de 'air contenu dans le
réservoir aprés  k allers et retours du piston.

b. Quelle est la valeur limite P de P; quand k devient
tres grand ? Retrouver cette valeur sans passer par le calcul
des pressions intermédiaires.

2 * On suppose dorénavant v = 0.

a. Exprimer la pression Pj enfonctionde Py, V, Vy
et k.

b. Calculer le travail W que fournit le moteur pour effec-
tuer k allers et retours du piston.

Il est vivement recommandé de représenter le
ki®me cycle sur un diagramme (Peyl s VeyD) ol
Py représente la pression a I'intérieur du cylin-
dre et Viy le volume du cylindre. Le cycle doit
comporter 4 phases successives et les pressions
Ifk_l et Py doivent y apparaitre.

* A chaque étape, le systeme comprimé ou déten-
du est différent.

* Quel est le travail total des forces dues a la pres-
sion atmosphérique au cours d’un cycle du pis-

Conseils

ton ?
* Rappel de la somme des termes d’une série géomé-
trique : , Ll
S=1+r+r +...+r”=S=17
— ]‘

9 Détente brusque d'un gaz

De I’air, considéré comme un gaz parfait de rapport y
constant (Y= 1,4) et de masse molaire M =29 g, est
enfermé dans un cylindre muni d’un piston mobile cir-
culaire, de rayon a =2 cm et de masse m . On note
X(#) D’abscisse du piston a la date ¢, l'origine étant
prise au fond du cylindre.

Le milieu extérieur est caractérisé par sa pression
Py =1bar etsatempérature Ty =300 K, constantes.
Le cylindre et le piston sont fabriqués avec un matériau
de masse volumique r=2,5.103 kg.m~3 et de capaci-
té thermique volumique ¢ =1,0.103 J.kg=L.K-1.




L’état initial est défini par: Pression du gaz: P =4P,
température de ’ensemble: Tp; X =X;=20cm.
On libere le piston, le gaz se détend jusqu’a ce que le
piston s’arréte brutalement sur une butée. Le volume
occupé par le gaz est alors déterminé par :
X=X,=2X;.

Nous admettons que, pendant la détente, on peut consi-
dérer que la pression et la température du gaz sont défi-
nis a chaque instant et uniformes si sa durée 7, X et
la vitesse de propagation des ondes sonores

Cson = \/ YRT sont telles que: cgon 7o >> X .
| H
: " Py, T,
E S E 010
| n
. : : :
o' X, X X, X

1 ¢ On suppose que le gaz est homogene et que la vites-
se (au sens macroscopique) du gaz situé a 1’abscisse x

est une fonction linéaire de x: v(x, t) = %f((r) .
t

Exprimer 1’énergie cinétique (macroscopique) dég de
la tranche de gaz comprise entre les abscisses x et
x+dx.

En déduire 1’énergie cinétique totale du gaz & ga,(7)
en fonction de la masse de gaz mg,, etde X().

2 » Nous supposons que :

* si la pression et la température sont définis a chaque
instant et uniformes dans le cylindre ;

il n’y a aucun échange thermique entre le gaz, le pis-
ton et le cylindre ;

« le mouvement du piston jusqu’au choc contre la butée
s’effectue sans frottement.

a. Déterminer la pression P; et la température 7, du
gaz a I’instant ou le piston atteint 1’abscisse X, . Au
moyen d’un bilan d’énergie, exprimer la vitesse maxi-
male Vi,.x du piston en fonctionde p, e, M, X,
Py, ToR et 7.

En déduire une estimation grossiere de la durée 7, de
la détente.

b. Le piston a une épaisseur égale a 1 cm. Calculer Vi«
et ’ordre de grandeur de 7. L’hypothese «quasista-
tique » est-elle justifiée ?

c¢. Lors du choc sur la butée, le cylindre reste parfaite-
ment rigide et le piston s’échauffe uniformément. Calculer
les températures 773 pision €t 73 gaz du piston et du gaz
lorsque le systeme est au repos. (On considérera que 1’hy-
pothese quasistatique est justifiée pour la détente).

Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie

3 ¢ On tient compte maintenant des frottements entre le
cylindre et le piston. La vitesse maximale n’est plus que
de 20 m.s~!, les autres données étant inchangées. En
supposant, pour simplifier, que ces frottements
n’échauffent que le piston, calculer les températures
finales Ty piston €t T4 ga, du piston et du gaz lorsque
le systeme est au repos.

4 ¢ L’étude de la diffusion thermique (au programme
de seconde année) montre que, apres une durée ¢, la
zone sensible aux variations de température a une
épaisseur de I’ordre de 6= VD¢, D étant un coefficient
caractéristique du matériau. On prendra pour le maté-
riau du cylindre (verre) D =5,0.10"7 mZs~!.

a. Déterminer 1’épaisseur & au bout de 4 ms et au bout
de 40 s . Exprimer la capacité thermique de la pellicule
d’épaisseur O sur la face interne du cylindre et, dans les
deux cas, comparer la capacité thermique correspondante
a celle du gaz. Conclure.

b. Les échanges thermiques entre le gaz et la paroi du

cylindre sont régis par la loi dite de NEWTON:
Pi=hS [Ty (1) —T(®)]

Py, représentant la puissance thermique cédée par la

paroi au gaz, T(f) la température (supposé uniforme)

du gaz, Tp(t) celle de la face interne de la paroi, et S

I’aire de cette face interne; / est une constante que

I’on prendra égale 2 10 W.m 2K~ 1,

En prenant comme origine des temps I’instant du choc,

déterminer 7(¢) . Pour simplifier les calculs (de toutes

facons approchés) :

« on ne tiendra pas compte des échanges thermiques du

gaz avec le piston ;

e on supposera la capacité thermique de la couche

d’épaisseur O constante et infiniment grande devant

celle du gaz.

Calculer numériquement la constante de temps de la loi

T(f) etlavaleur de T 10 minutes apres la détente.

* Caractériser I’évolution du gaz pendant la déten-
te. Quelles relations relient P, V et T?

* Un bilan d’énergie n’a de sens que relatif a un
systeme fermé clairement délimité. Selon le cas,
on choisira le gaz seul ou I’ensemble {cylindre
+ gaz + piston}. Quel systeme choisir si on veut
considérer le travail cédé par 1’atmosphere au
cours de la détente ?

* Pendant la détente, le piston est rigide et ne recoit
pas de transfert thermique.

* Pour une premicre estimation de la durée, on peut
considérer que la vitesse est constante.

* Le cylindre peut-il échanger du travail ?

* Les frottements modifient-ils 1’énergie interne
finale du systeme {cylindre + gaz + piston} ?

Conseils
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Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie

o stabilité de I'atmosphére

Lair est considéré comme un gaz parfait de rapport y
constant et de masse molaire M . La verticale est repé-
rée par un axe Oz ascendant: g =—g¢.. A 1’équili-
bre, la température de I’air suit une loi Teq (z) connue.

1+ Si P(z) représente la pression, et P'(z) sa dérivée,
P'(z)

déterminer le rapport .
pp P(2)

2 ¢ A la suite d’une perturbation, une bulle d’air, initia-
lement a ’altitude z, s’éleve jusqu’a Ialtitude zg+ ¢ .
La bulle se met a I’équilibre mécanique avec l’air
ambiant a cette nouvelle altitude, et, nous supposons
que cette opération est suffisamment rapide pour &étre
adiabatique.

En supposant § suffisamment petit, déterminer la
masse volumique pPpue(zo + §) de la bulle, puis la
masse volumique pq(zg + §) de I’air ambiant a cette
méme altitude.

En déduire une condition portant sur la fonction 7(z)
pour que 1’atmosphere soit a 1’équilibre. Commenter la
valeur obtenue.

» Comment exprime-t-on la masse volumique d’un
gaz parfait en fonction de M, P et T?

e La transformation subie par la bulle permet-elle
d’appliquer la loi de LAPLACE?

» Comment expliciter cette loi avec les variables P
et p?

*Si ( est suffisamment petit, on peut exprimer
P(zp + {) par une développement de Taylor a
I’ordre 1.

* Pour exprimer la dérivée de p., on peut utiliser
la dérivée logarithmique.

* Le systeme est stable si les forces qui s’exercent
sur la bulle tendent a la ramener vers sa position
initiale.

Conseils

@ Chauffage d’une enceinte

D’apres Concours communs Mines - Ponts

On se propose de maintenir un local a température cons-
tante T (température de consigne). La température exté-
rieure est uniforme et vaut T, < T .

A Dinstant t, la température du local est notée T et 1’on
admet que la déperdition d’énergie thermique
(« déperdition de chaleur») est proportionnelle a la diffé-
rence de température entre 'intérieur et 1’extérieur.

Le volume de I’enceinte est constant, le coefficient calori-
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métrique global a volume constant, ou capacité thermique
du local, est noté C . La puissance thermique fournie a
P’extérieur (flux thermique sortant) s’exprime alors sous

la forme %—Q = aC(T-T,) (loi de Newton).
t

Détermination de o

Pour déterminer les déperditions thermiques, on arréte le
chauffage pendant une durée Ar, durant laquelle la tem-
pérature du local passe de T; a Ty, la température exté-
rieure restant inchangée et égale a 7T, .

1 ¢ Préciser I'unité de « ; établir son expression:

_ 1, i-%
o= AtlnE—Y;

2 ¢ Calculer la valeur de o pour At =3 heures ,
T;=2940K, Ty=286,0K et T, =281,0K.

Mise en route du chauffage

3 ¢ Quelle est la puissance de chauffe nécessaire au main-
tien du local a la température T; = T, = 294 K ? On donne
C=10"J.K 1.

La température du local est maintenue dans I’intervalle de
régulation & = [T — 0 ; Tg + 0] au moyen de relais
thermostatiques du type tout ou rien.

Ces derniers mettent en route le dispositif de chauffage des
que T atteint la valeur Ty — 0 et arrétent des que T
atteint la valeur TR + 0 par valeur croissante. Les gran-
deurs Tgr et 6 sont respectivement la température de
régulation et ’amplitude de régulation.

Notant P, la puissance de chauffe (indépendante du

_c

temps), on pose aussi Try = Te + aC -

4 ¢ Quel est le sens physique de Tgrp ? Montrer qualita-
tivement que, lorsque le systeme fonctionne normalement
(Tr =T, =294 K) , la température T du local est une
fonction périodique du temps. Montrer alors que 1’inter-
valle 9 des valeurs possibles de Tgr est:

Te+9$ TRSTRM_Q-

Calculer numériquement % pour P, =15kW
et 0=0,1K .

5 ¢ Exprimer la période, O, et donner sa valeur numé-
rique.

6 * On note Af; la durée, au sein de la période O, pen-
dant laquelle le systeme de chauffage est actif.

Etablir I’expression du facteur de forme de la source
At
n= @1 . Calculer sa valeur numérique. En déduire la

puissance moyenne de chauffe (Tgr =T, =294K).




Détermination de o

 Définir le systeme étudié et choisir la fonction
d’état a partir de laquelle on établira le bilan éner-
gétique.

Conseils

Mise en route du chauffage

« Etablir un nouveau bilan énergétique tenant compte
du chauffage. Que devient-il si 7' reste constante
égalea T;?

¢ Pour comprendre le fonctionnement, on pourra tra-
cer P =f(T) . A quel dispositif électronique cette
courbe fait-elle penser ?

* Pour faire I’étude quantitative, exprimer le bilan
énergétique et 1’intégrer suivant que le chauffage
fonctionne ou non entre T — 0 et Tg + 6 , ou
TR+0 et TR—0 .

* Les questions 5) et 6) sont des applications de la
question 4).

m Capacité calorifique
d’un systéme complexe

Un gaz parfait (quantité de matiere n) est enfermé dans un
cyclindre (de section S ) fermé par un piston mobile, rete-
nu par un ressort de raideur & , de longueur a vide L .
Initialement, le gaz est a la pression atmosphérique Py ,
température T et la longueur de cylindre occupée par le
gaz vaut L .

On note Cy la capacité calorifique molaire a volume
constant du gaz (doc. 1).

Méme si cette hypothese est discutable, on négligera dans
cet exercice la capacité thermique du ressort.

section §

gaz parfait

—AAADA— &

k

0
Doc. 1

Ly

On suppose que le systeéme {gaz + ressort} est en perma-
nence en état d’équilibre thermodynamique interne; on
repere le déplacement du piston par sa cote x .

1 On fait évoluer lentement la température: comment
est représentée cette transformation en diagramme de
Clapeyron (P, x) ?

Examiner les cas particuliers.

Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie

2 * Quand la température T varie de dT, x varie de dx.
Calculer dx en fonction de dT .

3  Exprimer (en fonction de la variable x ) I’énergie
interne du systéme {gaz + ressort}.

En déduire la variation infinitésimale de I’énergie interne
dU en fonction de la variation de température d7 .

4 ¢ Calculer le transfert thermique 6Q nécessaire pour
faire varier la température de dT .

En déduire la capacité calorifique Cg du systeme {gaz
+ ressort}.

Examiner a nouveau les cas limites.

1) 11 suffit d’écrire 1’équation d’équilibre du piston.
3) Dans I’expression de I’énergie interne U intervient
I’énergie potentielle des forces intérieures, donc celle
du ressort.

4) 1l faut toujours commencer par calculer le travail
et se servir du premier principe pour obtenir les
échanges thermiques.

Conseils

@ Transformations d’un gaz réel

Dans un certain domaine de température et de pression,
le dioxygéne O, est bien représenté par 1’équation de
Van de Waals:

P+ L \(Vy,—b)=RT
(P vg) o
Son énergie interne molaire est donnée par:
Un=Uym+CymT—- -2
Vi
Avec a = 0,170 J.m3 mol—2,
b=5,10.10" m3.mol !
et Cy, m=21,1 1K Limol~.

1 ¢ On réalise une détente de Joule-Gay-Lussac avec ce
gaz. L’état initial est caractérisé par:

Volume V(=10 L; quantité de matiere: n = 10 moles;
température T =295 K.

L’état final est caractérisé par un volume
Vi=2Vy=20L.

Déterminer littéralement et calculer la température
finale T sion néglige les échanges thermiques avec
les parois. A quelle condition cette derniére hypothese
est-elle réaliste ? Quel serait le résultat avec le modele
du gaz parfait?

2+ On réalise une compression suffisamment lente
pour pouvoir la considérer comme isotherme. La tem-
pérature restant égale a T, les n moles passent de V

aV,= 70 . Calculer le travail et la chaleur fournis au gaz.
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3 ¢ On réalise la méme compression (méme état initial,
méme volume final), de fagon suffisamment rapide
pour la supposer adiabatique, le systéme restant cepen-
dant toujours trés proche d’un état d’équilibre interne.
Déterminer la température finale et le travail fourni au

gaz.

* Revoir le dispositif expérimental de la détente de
Joule-Gay-Lussac (Cours).

e Ne pas confondre énergie et énergie molaire,
volume et volume molaire, etc.

e Comment s’écrit I’équation de Van der Waals
pour une quantité de matiere n?

e Pour déterminer un échange thermique, il faut
calculer la variation d’énergie interne et le tra-
vail.

* Question 3: revoir la démonstration de la formu-

le de LAPLACE pour un gaz parfait. Il faut utili-

ser la méme méthode pour établir une relation

simple entre V et T .

Conseils
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o Oscillations adiabatiques

Chaque partie du systeme subit une évolution adiabatique.
Si la vitesse du piston est faible devant la vitesse de pro-
pagation du son, on peut considérer que la pression et la
température y sont uniformes et définis a tout instant. On
peut donc appliquer la relation de LAPLACE.

Repérons la position du piston par I’abscisse x , nulle a
I’équilibre et orientée de la gauche vers la droite.

Les volumes des compartiments (1) et (2) deviennent:
Vi=Vo+Sx et Vo =2Vy—Sx

L’application de la loi de LAPLACE se traduit par:

P V7=P, V07’<1 + %)V: Po V!
0

Sx étant petit devant V| (petites oscillations), on obtient

R X ¥ Sx
apresun D.L. al’ordre 1: Py =Py[1 - —
Vo
. . ¥ Sx
On obtient de méme: P, = Py 1 —
2Vy
Ecrivons maintenant la RFD appliquée au piston:
. 3yPy $?
mx=PyS—PrS =— SIa X
2V
On a un mouvement oscillant sinusoidal de fréquence :
Fo L 3yPo §?
2n 2 VO

Une étude plus réaliste devrait tenir compte des échanges
thermiques a travers les parois et des frottements. Si ceux-
ci sont faibles, on observe des oscillations amorties de
pseudo-fréquence voisine de f et le systeme tend vers 1’é-
tat d’équilibre initial.

6 Remplissage d’un réservoir

Py Vo Ty

vide

Etat initial : Tout le gaz constituant le systéme est contenu
dans le volume V, a I’extérieur.

Py Ty

Etat intermédiaire : le gaz se répartit entre un volume exté-
rieur plus petit que V| et le réservoir.

Etat final : tout le gaz est contenu dans le réservoir.
Considérons le systeme fermé constitué par le gaz qui se
trouve dans le réservoir a la fin de I’expérience. Dans 1’¢-
tat initial, il occupe un volume V).
La partie du gaz qui est restée dans 1’atmosphere est tou-
jours a I’équilibre thermique et mécanique avec celle-ci.
Ce systeme est limité, du coté de I’atmosphere, par une
paroi fictive ou la température est égale a Ty des deux
cotés. Le gaz subit donc une transformation adiabatique.
Bien que 1’écoulement soit lent, le gaz passe brusquement
de la pression P( a une pression plus faible lors de son
passage par le robinet; son évolution n’est pas quasista-
tique et on ne peut pas utiliser la relation de LAPLACE.
La paroi du réservoir est immobile. Le seul travail est donc
le travail des forces de pression atmosphérique, qui s’ap-
pliquent sur une surface qui «balaye» le volume V. Le
travail recu par le systéme est donc:
W=+PyVy.

Ce travail est bien positif, car la «paroi» se déplace dans
le sens de la force pressante.
Les échanges thermiques étant nuls, on peut écrire :
AU =W ,soit: n Cy. m (Ttinale — To) = Po Vo

PoVo e, o R
To LT
On en déduit: Tfpae —To=(y—1) Ty
etdonc: Tfinate = ¥ 710 -
On remarque que ce résultat est indépendant de la pression
finale.
L’hypothese la plus contestable est celle de 1’adiabaticité
des parois: La capacité thermique du gaz intérieur est suf-
fisamment faible pour qu’il soit difficile de négliger le
transfert thermique vers la face interne des parois. La tem-
pérature finale est donc comprise entre T et YT, et doit
tendre vers T, pour un temps suffisamment long.
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9 Expérience

de Clément-Desormes

1 ¢ Le tableau ci-dessous explicite chaque opération :

Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie a CORRlGES

opération

analyse et conclusions

compression initiale

La compression rapide du gaz correspond a une augmentation de tempéra-
ture sans échange thermique.

1

refroidissement isochore

Les échanges thermiques étant lents devant la mise en équilibre de pression,
il faut laisser le récipient quelques heures afin que la température de 1’air
intérieur soit de nouveau égale a Ty . Le volume reste inchangé.

Le gaz a été comprimé donc Py > Py .
Puisque /; est de 'ordre de quelques cm, Py — Py est de I'ordre de
quelques millibars (1 bar correspond a 10 m d’eau).

2

détente adiabatique

Puisque p; =P - Py estfaible, I’ouverture du robinet va provoquer la fuite
d’une petite quantité de gaz jusqu’a ce que la pression intérieure soit égale
aPy.

Le gaz restant a I'intérieur de la bouteille a subi une détente rapide: on peut
considérer que les échanges thermiques n’ont pas eu lieu et la température
de ce gaz a baissé.

Attention : Le systéme considéré ici est différent de celui de 1’opération 1.
11 s’agit toujours d’un systeme fermé mais de quantité de matiére moindre.

R R
.'I gaz devant 1
s’échapper
du récipient
(n moles)

ny—n

<—— gaz devant
moles de gaz

rester dans
la bouteille
(ny—n moles)

état initial état final

La transformation des ng—n moles n’est pas isochore.

3

échauffement isochore

De méme qu’en 1, il s’agit d’'une phase de mise en équilibre thermique jus-
qu’a la température Ty . Le gaz s’est échauffé, a volume constant, depuis un
état initial de pression P: P, est donc supérieure a Py .

Durant cette opération, le récipient contient (ny—n) moles de gaz a la tem-
pérature Ty ; or, durant I’opération 2, le récipient contenait ny moles a la
température T .

Ainsi Py <Py et hpy<hy.

Compte tenu des valeurs faibles des surpressions, on peut considérer que les deux systeémes étudiés (ny moles
ng — n moles pour 2 et 3) subissent des transformations telles que chaque état intermédiaire peut étre considéré comme un état

d’équilibre thermodynamique interne.
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2 * a. On considere le systeme constitué des ny—n moles
de gaz présentes en fin d’expérience dans le récipient.
Comme les transformations sont des suites d’états d’équili-
bre thermodynamique interne (p; << Py, p, << P) , que
le gaz est parfait et que ¥ est constant, 1a loi de Laplace peut
s’appliquer pour ces évolutions adiabatiques, soit PV7=cte .
Sachant que 7y > 1, la pente en un point d’une adiabatique
est supérieure (en valeur absolue) a celle d’une isotherme, en
effet on a:

dinPv?)= Ly <0,
. (dP P
d’ou (5 =75
(dV)adiabalique 4
= dl dl = oh dl =—£
din V)= 9+ 4V~ 0, aro ( dV)isotherme L.

Juste avant I’ouverture du robinet, le point représentatif du
systeme des ny—n moles d’air esten A de coordonnées

[Vi, (Po+ pp)] , si Vi estle volume occupé par les n
moles qui vont sortir.

Pendant 1’ouverture, le systéme subit une transformation
adiabatique quasistatique caractérisée par P VV=C3® Le
systéme atteint le point B, de coordonnées (Pg, V).

Apres la fermeture du robinet, la gaz contenu dans le réci-
pient subit un échauffement isochore (il y a transfert ther-
mique a travers les parois du récipient). Il atteint le point
C , de volume V| et situé sur I’isotherme 7 qui passe
également par A .

P
Pytpy -1
Pytp, -
Py 1
isotherme 7,— 6
|4 Vi Vv

b. On considere le systeme fermé constitué des (ng — n)
moles qui restent dans le récipient. On peut écrire :
¢ Pour la transformation adiabatique AB :
Typl—yzcste ,
soit (By+p)' 7 Th=pP 7T, -6

il=
ou encore : _Pu [ 1—iy
Py Ty
En outre, comme p; << Py et 6 << Ty, larelation ci-
dessus conduit, aprés un D.L. a ’ordre 1 a:

D1 0
1- — =y — -
(I-v) Po 'YTO

* pour I’échauffement isochore BC : ? = CHE

-1
d’ou £=M soit: 1+Q= 1—i
To— 0 Ty Py

. P
et, puisque py << Ppet 6 << Ty: Ti = 72 ;
o ‘o

e ainsi, en éliminant 9 des deux relations obtenues,
Ty
on en déduit:

P P2
1o~ 2L =y 22
( )Po Py

s

P Iy
W~ Py hy - hy

dou y = P , soity = 14.

Remarque : L expérience de Clément-Desormes donne des résul-
tats peu précis. Les déterminations de 7y se font actuellement a
partir de la mesure de la vitesse du son dans le gaz considéré.

© itude d'une tuyere

1 A Dinstant ¢ , la tranche contenant dn moles est en
x = xp . Elle est caractérisée par Uy, Ty, Py, H| et v;.

A B

instant ¢

« A Dinstant 7 (¢’ > 1) elle est 2 I’abscisse x . Elle est carac-
térisée par U(x), T(x), P(x), H(x) et v(x).

dn
A W
.
CDp cllp
X
instant ¢’

Pour calculer U(x) — Uy, on va considérer la tranche de gaz
ACA'C’' alinstant 7. A linstant 7' , cette tranche s’est
déplacée et occupe un volume BDB"D" .

Le syteme étudié étant fermé et I’écoulement permanent, on a
nécessairement B"=B' et D"=D" .

T(x) et P(x) sont indépendants du temps et la masse totale de
la tranche ACA'C' est invariante.

On applique le premier principe entre les instants ¢ et ¢’ a
la tranche précédente :

* 0 =0, puisque les parois sont adiabatiques ;

« en amont le gaz regoit un travail Wy =P Vapcp ;
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Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie @

« en aval il regoit le travail :
Wx) == Px)Vapcp's
* (€K — €Kupce) T WUns'pp' — Uaarcc?)
=P\Vapcp — P&)Vagc'p

puisque €p cx; = cte;

or Usgpp = Ugpac + Uspen
Usacer= Uspen + Uppac

=¢ +
/ KBB”DD‘ KBDA'C’ KA’B'C ‘D'

et \%K -

+ .
AA'CC' KABCD KBDA'C'

Ainsi, puisque toutes ces grandeurs sont indépendantes de
temps :

Exypop tUasep + PX) Vapep
= €K pep + Unsep + P1Vagep -

_1 2_1 2
o Kypen— 2 dmo(x)” = ) dn Muv(x)

1< _ l 2 _ l 2

(gKAB'CD_ 5 dm vf = 5 dnMv
Vapep =dn Vi, ()

\ Vagep=dn Vi

o / Uppep =Uy(0) . dn
\ Uscp = Um] .dn.
Soit %Mv(x)z + Up(x) + PGVi(%)
1
=3 Mot + Uy, + P Vi,

Comme Up(x) + P(x) Vio(x) = Hp(x) , on a effectivement
bien:

Hp(x) + % Mv(x) = cte .

2 Hp, + lezz Hp, le gaz est parfait, donc:

Ry

Hyy —Hp,y = o1 1 (T; - T) , soit:

2 Ry
== —— T -T .
2 [M 7/_1(1 2)]

v3=301,5ms!.

<
0 [ —

3 ¢ Si’on suppose que 1’énergie cinétique du gaz en amont
de la turbine lui est intégralement transmise :

1 2
2 Mv3 = Wibine -
L R
Ainsi Wiypine = —7/7/ ] (T - Tp)

Wiarbine = 1 455 J.
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@ itude d’une machine

Question préliminaire

1 ¢ Il s’agit d’une détente de Joule-Thomson.

Le lecteur pourra se reporter a son cours ou a la démonstra-
tion donnée a Iexercice 4 (il suffit d’écrire €x(x) = €, pour
retrouver la démontration du cours).

2 * Avec les notations de I’exercice 4:

—Uncarc' +Upppp =7"+Q +P\Vapcp —PX) Vargep:

c’est lors de I’application du premier principe a la tranche de

gaz passant de ACA'C’' a BDB'D’ qu’interviennent le tra-

vail 7’ (autre que celui des forces de pression) et le trans-

fert thermique (@ échangés au niveau de 1’élément

(compresseur, turbine, etc.).

La relation AH =0 du 1) devient AH=1"+ Q , ot AH

représente la variation d’enthalpie d’une tranche de gaz entre

I’aval et ’amont de 1’é1ément de machine étudié.

Si la branche contient 7 moles , cette relation devient:
nAH,=n7,+n0n

soit: AHy, =T 0+ On

A+ 1 On est dans les conditions d’application de la loi de
Laplace. Ainsi:

l_y % 1 Y 7=1
PO T0=Pf nyetTf=x7 TO

2 ¢ a. Pour un gaz parfait (pour lequel Cp , est constant)

AHp, = Cp iy AT, soit:

-1

Y
AHy=Cp o (x 7 = 1Ty .

b. D’aprés la question préliminaire et en tenant compte du
caractere adiabatique de la transformation:

T'm=AH, .
c. 7'y = 8,64 kl.mol~L.

3 ¢ a. Seuls les travaux échangés au niveau des compresseurs
sont intéressants : le travail au niveau de 1I’échangeur n’est pas

fourni par la machine, il ne «cofite » donc rien.
y-1
PNy

Tmzflm‘l'TZm:CP,m ?0 -1|Ty

7-1
+C LANAN P
P, m P] - 0

en utilisant les résultats du 1) et du 2).
=y =y

PO 7 Pl 7
(E) +(E) -2

dr,
b. Il suffit d’annuler —— . On obtient, apres un calcul
1

sans difficulté, Py = /Py P, .

Soit 7= CP, mlo
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c. Py=3,5bars. T, =7,12kl.mol~! . L’intérét du compres-
seur a deux étages apparait ici, puisque 7 < 7': le travail
total a fournir pour passer de Py a Py est inférieur d’envi-
ron 20 % .

Be 1 7. aét€ calculé ala question précédente:
T, = 7-12 klmol =1,

2 e trest donné par le résultat de la question préliminaire :
Ty, = Ay = Cp m (Ip — 1)

77 =-15,25 kJ.mol ! .
m

3 o Le travail utile récupéré sur ’axe vaut 7, =— (77 + 7¢) ,
puisque la turbine et le compresseur a deux étages sont soli-
daires:

Ty, = 8,13 kJ.mol~!.

4 o Lair est échauffé de fagon isobare; or AH = Qp pour
une telle évolution. Ici on a donc:
Om =AMy pc=Cp m (Tc—Tp)
O = 13,46 kJ.mol ! .

5 ¢ Le rendement d’un moteur est défini par le rapport entre
le travail utile récupéré et le colit énergétique correspondant :

—Tu—060
n_Q_3 o

G Détermination d’'une capacité
thermique massique

1 © Puisque le débit gazeux est interrompu, on s’intéresse au
systeme {calorimetre + accessoires + eau}.
On sait que pour des phases condensées, la variation d’éner-
gie interne et celle de 1’enthalpie sont quasiment égales:

dU =dH = CdT.
Si on réalise un bilan énergétique sur la fonction H en consi-
dérant que I’expérience se fait a pression constante, on peut
écrire dH = 8Qp. Or le seul échange thermique du systéme
avec le milieu extérieur correspond aux fuites thermiques :

80p =— k(T -Tp) dt, soit CdT =— k(T - Tp) dt

AT~k 4t En intégrant, compte tenu de la condition
T-T, c
kt

initiale T(t = 0) = T, :
T=Ty+(Tr-Tpe €.

Remargues : On vérifie que si t — + o, T — T(: le calori-
meétre est alors en équilibre thermique avec le milieu exté-
rieur.

T= % est le temps caractéristique de cette mise en équilibre :

o si k est grand, les fuites sont importantes et T est petit (mise
en équilibre rapide) ;

o s5i C est grand, la capacité du systeme a emmagasiner de
I’énergie thermique est grande, et la mise en équilibre lente.

2 © Soit le systéme constitué, en régime permanent, a 1’ins-
tant ¢, du calorimeétre, de 1’eau, de ses accessoires, de la
masse M de gaz présente dans le serpentin dans le calori-
metre et de la masse dm qui entrera dans le calorimetre
durant I’intervalle d¢ ci-apres.
Entre les instants ¢ et ¢+ df, la masse dm entre a la tem-
pérature T et une autre quantité de matiere de méme masse
dm (régime stationnaire) sort a la température T, du calori-
metre.
On raisonne de nouveau sur I’enthalpie du systeme et on fait
un bilan énergétique :

stystéme = dH{calorimétre + eau + accessoires } + d'HM +dm
or dH{calorimélre + eau + accessoires} — 0, car dT'=0 en régi-
me stationnaire, et dHjz..qm = cpdm(T, — T) tout se passe
entre 'instant ¢ et 'instant ¢ + df comme si une méme
masse dm était passée de T7 a T,: cecin’est vrai qu’en régi-
me stationnaire o Hyp = cte .

- Y-

Instant t
— L:l:»
—‘ dm
Instant t+dt

Ainsi, puisque:

80p=—k (T, -Tp) dt,
ona: cpdm(Ty —Ty) =— k(T — Ty)dt
or dm = Dy, dt et finalement:

PmT D, (L-T) -

T, - T
_Cy 2 "0
Bek=y (Tz—AT—TO)
avec AT=2K et Ar=600s.
k=0,83 W.K-!.

ecp=476J.kg71 KL,

0 Utilisation d'une pompe

1 ¢ a. Représentons le kM€ cycle du piston sur un dia-
gramme représentant la pression dans le cylindre en fonc-
tion du volume du cylindre.
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/% cylindre
Dk

Pr—1

v "/2 %3 Vv ch]indre

« Etape 1: détente isotherme du gaz initialement contenu
dans le volume » ala pression P;_;. S; s’ouvre pour
le volume V| ou la pression atteint la valeur Py .
« Etape 2: Aspiration d’air atmosphérique.
« Etape 3: compression du gaz initialement contenu dans
le volume V alapression Py. Sy s’ouvre pour le volu-
me V; ou la pression atteint la valeur Pj;_; . La com-
pression étant isotherme :
PoV=Pr_1Vp

« Etape 4 : Compression du gaz contenu dans le cylindre et
dans le réservoir, le volume de ce systéme passant de V)
+ Vo a Vy+ v.La compression étant isotherme :

Pi_1 (Va+ Vo) =P (Vo+ )
En éliminant V, entre ces deux équations, on obtient la rela-
tion de récurrence :

P,=Py +Pr_q Vo

Vo+v V()+Z)-

On obtient successivement les pressions:
Py

Pi=Py

+P0 v .
Vo+v Vo+v

+ P 4 .
Vo+v Vo+v

Py=P

1 v o
- Vo+v

V
Pp=P +P
k 0 V0+U
En éliminant successivement P;_1, Py_, ..., P, onobtient:
Vi Vi Vo \2
Py=Py 0 [1+ 0 +< 0 >+...+
Vo+v Vo+ v Vo+v

Vo k-1 Vo \k
Fva) |+7o(es):
Vo+v Vo+v

que ’on peut écrire sous la forme :

- (Yo
(G [, (o v
Pr=Py 14 Vot v +P< 0 ),
Vo+v 1— Vo Vo+v
Vo+ v
Vo \k Vo \k
soit, Pk=POK[1—< 0 >]+P0< 0 )
v Vo+v Vo+v
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b. Quand k devient trés grand, P tend vers la limite:

P=PyL
v

Cette pression est atteinte lorsque la soupape S, ne s’ouvre
plus, méme lorsque le piston est en fin de course a droite; pour
retrouver la relation ci-dessus, il suffit donc de réécrire la rela-
tion (1) (qui donne la condition d’ouverture de S, ) avec:
Vo=vetPr_ =P, soit Pv=PyV.

2 Onsuppose v =0.
a. Reprenons le résultat de la question 1) a):

k
) ~1—k - lorsque vest trés petit, on obtient:

Vo
Sachant que (
Vi Vo

otv
Vv
Pr=Py|l+k—)|.
k=70 ( V())
(Relation que I’on peut aussi retrouver par un calcul direct.)

b. Calculons le travail des forces de pression au cours du
miéme cycle du piston. Le travail de la force de pression
atmosphérique P est nul puisque, au cours d’un aller et
retour, le volume balay€ par le piston est nul:

- PgAV — Po(=AV) =0.
Dans le cylindre, 1’air subit une transformation isotherme:

* lorsque le piston se déplace vers la gauche, la soupape S|
est constamment ouverte (puisque » = 0); 1’air s’engouffre
dans le cylindre a pression constante P , son volume aug-
mente de V, d’ou:
W, =-PoV =-nRT;

* lorsque le piston se déplace vers la droite, I’air est comprimé
dans le cylindre du volume V au volume V, (S, fermée),
d’ou:

WmZ=—nRT1nﬁ=—P0 Vin o
4 m—1
Ensuite ( S, ouverte), I’air du cylindre et du réservoir est
comprimé du volume (Vo + V) auvolume Vj :
Wiy ==(n+n,_1)RTIn VOZOVZ =—P, Vyln Pl’g’;l.
Au total, le travail des forces de pression pour le m7™€ cycle
de piston vaut donc:

Wi =Wy, + Wiy, =Wy =— Py V(l +in

Po )—vaolnpz‘l,

m

m—1
que I’on peut écrire sous la forme:
Wi = VolPuin Py =Py 1 InPy_y = (Pp=Pp_1)(1+InPy)
puisque 'ona (n+n,,_1)RT = PoV + P,_1Vo =P, Vo
On peut ainsi en déduire le travail W des forces de pression
pour k allers et retours du piston:
k
P
Wi=> Wu=PiVp lnP—k—(Pk—PO) V.
m=1 0

Ce travail W} correspond au travail fourni par le moteur de
la pompe.
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0 Détente brusque d’un gaz
1 ¢ Le gaz étant homogene, la tranche dx de gaz a une

masse dm =mg,, —— et une €nergie cinétique

A% = % dm v2(x, 1) .

£ qiaie . _ 1 x dx '2
On en déduit: dék = P Mgay FX

Maar X2 (¥
et %Kgaz=%Jx_oxdx d’ou:

1 L]
ék gfaz (1) = Z mgazX2 ()

2 ¢ a.Le gaz contenu dans le cylindre subit une détente
adiabatique, supposée quasistatique (puisque P et T sont
définis a tout instant). Connaissant le rapport des volumes
(le volume double), on applique les relations de
LAPLACE:

1\r-1
T2=To<5> soit T =227 K

Y
P2=P0<%> soit P1 = 1,52 bar .

La vitesse maximale du piston est obtenue juste avant le
choc sur la butée. Effectuons donc un bilan d’énergie entre
I’instant initial et juste avant le choc, lorsque le piston arri-
veen X;.
La force exercée par I’atmosphere sur le piston est simple
a exprimer, contrairement a la force exercée par le piston
sur le gaz situé a ’intérieur. Considérons donc le systeme
{gaz + cylindre + piston}.
Le cylindre et le piston sont ici assimilés a des phases
condensées. En l’absence d’échanges thermiques, leur
énergie interne est constante, d’ot :
AU = AUgp; = nga; Cy,m (T2 = T1) .
Les échanges thermiques étant nuls et le seul travail étant
celui de I’atmosphere (négatif), le bilan d’énergie s’écrit :
AU + Aég gaz Aég piston = " atmosphere
Ngaz CV, m(T2—T1) + (%mgaz + %m> (Vmax2 -0)=
- Po ma*(X — X))

P,V 4Py ma? X,
avec ngy, = =

RT R Ty
On obtient apres simplifications :

et Mgy, =M ngyy .

4P0X1 1 1 2 P()MX]

Il = __Vmax pe+ ———
y-1 P2 ) 2R Ty
=Py X|

4

2Py X4(5—y———
o 0 1( 4 2%1)
" = fpe s P XM

2RT,

Pour une estimation grossicre, on peut supposer que la

vitesse moyenne est de ’ordre de V.« , d’ou:

o X, -X;

T Vi

b. Vinax =48 m.s™1; 15~ 4 ms .
Les hypotheses sont valides si  c¢gon Tp >> X avec
Cson = 3.102 m.s~! (T étant variable, on ne peut attribuer
de valeur précise a cqop) -
On obtient ¢y, fo = 1,2 m . On est a la limite de validité
de I’hypothese quasistatique.
c. Remarquons que, entre le choc et 1’état de repos, on ne
considere plus le piston comme un systeme rigide: Le
choc provoque des déformations et des vibrations qui, en
s’amortissant, dissipent de la chaleur. Le raisonnement qui
suit permet de ne pas avoir a étudier le mécanisme de cette
conversion d’énergie mécanique en énergie interne.
Effectuons des bilans d’énergie entre «juste avant le
choc » et ’état final.
« Le cylindre restant parfaitement rigide et immobile, il ne
fournit aucun travail. Le piston ne recoit donc ni travail ni
échange thermique pendant la durée considérée. Le bilan
d’énergie pour le piston s’écrit donc:

1
AUpiston + Em(o - Vma%) =0

b N 1
d’ot: m (T3 piston — Tp) = Em Vma%
2

Vmax

T3 piston = TO + . AN: T3 piston — TO =1,1K.

c
« Pendant cette phase, le gaz est isolé:

1 R
— Mgaz Vmaxz = AUgaz = Ngaz (T3 gaz — ) .
4 -1
— DM Va2
Ts gz e (r-1 max

4R
AN.: T3 -T2 =0,79K.

3 ¢ Le gaz subit la méme détente adiabatique quasista-
tique que dans 1’hypothese sans frottement; 7, est donc
inchangée.

T3 gy, estlégerement différente en raison de la vitesse plus
faible: T34y, —12=0,14K.

Faisons un bilan d’énergie pour le systeme {cylindre + pis-
ton + gaz} entre I’état initial et I’état final de repos: AUy,
+ AUpiston + AUcylindre = Watmosphere avec AUcylindre = 0
(par hypothese, le cylindre ne s’échauffe pas).

Les frottements se manifestent par des échanges énergé-
tiques entre le cylindre et le piston. Ils n’interviennent
donc pas dans un bilan relatif a un systeme qui inclut ces
deux éléments.

R
Ngaz j(T3 gaz— 10) + m (T3 piston — T0) =
! ~ Py ma? (X, - X))
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Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie @

4Py X4
(y= DTy

e p &(T3 nision — To) = P X[ 4 (1—T3gaz>—1}
3 piston 0 041 j/—l i

Cette relation est vraie qu’il y ait ou non des frottements.
Dans les deux cas, T3 g, a pratiquement la méme valeur.
Avec une précision de deux décimales, on aura encore:
T3 piston — To=11K.

(T3 gaz — To) + e p (T3 piston — To) =Py X,

4dea t=4ms > 06=45pm; t=40s= 6=4,5mm .

Le volume de cylindre susceptible de variation de tempé-

rature est alors: V=2ma2X; 0.

La capacité thermique de ce volume est:

Cpari=pcV=4naX; épc.

Le gaz échange de la chaleur a volume constant. Sa
R 4Pyma’ X,

-1 (y- DI

Cparoi _ (y=DpcTy ) —3.103 0.

Coaz Py a ’ a’

capacité thermique est: Cgy, =n

Copl G
t=4ms = 5% =7; =405 = 2520 =700 .
gaz Cgaz
La capacité thermique de la paroi n’est donc jamais négli-
geable (4 ms correspond a la durée de la détente).

b. Ecrivons le bilan d’énergie pour le gaz qui recoit de la
chaleur de la paroi, a volume constant:

dT
Coaz — =hS[T, O-TO].

dr
La capacité thermique de la paroi étant tres grande, sa tem-
pérature est pratiquement constante (elle se comporte
comme un thermostat). L’équation devient:

dT

i [T(r) - Tol
Cgaz _ P oda
hS To(y—Dh
Cette valeur de 7 justifie I’hypothese adiabatique pour les
deux premieres phases (détente et choc).
La solution, compte tenu de la valeur initiale de 7" est:

T =Ty~ (To~ T exp (|

=200s.

avec T=

10 minutes apres la détente: =37 et T=297K..

9 stabilité de I'atmosphere

1 e Il suffit d’écrire la relation fondamentale de la statique
des fluides:

! M
P'(z)=-p g avec p:m Pahc Pz __ 8
RT P(2) R Te(2)

2 ¢ La bulle subit une évolution adiabatique suffisamment
«douce» pour que P et T y soient toujours définis. On
peut donc appliquer la loi de LAPLACE sous la forme
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AL
P p=7=C5® ou, mieux: P 7 p =CS®

1 L
P(zo+ &) 7 poune(zo + &) = P(z) 7 pelz0)
1
PGzg+§) 7
1

P(zp) 7

Poulle(zo + &) = pe(z0)

{ étant suffisamment petit: P(zg + §) = P(zg) + P'(zg) & .

D’apres la question précédente: P’(zg) = — P(zq)

R Te(2)
et donc:
P(zg + &) = P(z0) (1 - %(ZCO))
1 1 M
dou: P(zo+{) v =P(z0) ¥ (1 - }/R+e(i0)> '
M
On en déduit: ppuiie(zo + &) = Pe(z0) (1 N ,/R+e(i0)>

Pour I’air ambiant :

_ MP 1 dpe 1 dP 1 dTe
Pe=—7=— =

RT  p. dz P dz Tu2) dz
Mg 1

RTe(z) Te(2)
En faisant un nouveau développement a 1’ordre 1 :

dpe
pelzo+ &) = pelzg) + 22 ¢ =
dz
¢ (Mg dT.
& C(Z°)<1 ) (7 LR ))

D’apres le théoreme d’Archimede, la bulle est ramenée
vers sa position initiale si Ppyjie > Pe pour > 0.

M M dT,
Dong, si: g5 < ! (_g + —e), ce qui
Y R Te(z0) Te(zg) \ R dz
dT, - 1M
revient a: — > — u

dz YR

Numériquement, on trouve une pente limite de 1’ordre de
— 10 K.km~!, assez proche de la valeur couramment rete-
nue pour la loi 7(z) . Avec ce modele simple, I’atmosphe-
re est stable si T(z) décroit moins vite que cette valeur
limite. Dans ce cas, 1’air n’est plus brassé par des courants,
ce qui peut provoquer des pics de pollution.

Le probleme est en fait plus compliqué car il il faut aussi
tenir compte de ’humidité de I’air.

@ Chauffage d'une enceinte
Y

T1e S s’exprime en W, soit en J.s7l:CenJ. K !;
1

T en K;donc o s’exprimeen s~

On peut travailler avec 1’énergie interne de I’enceinte puisque
son volume reste constant: AU = Qy .
Ainsi, avec dQvy = — 00syites =— @ C(T - T,) ot ,




CORRIGES

et dU=CdT:
% =— a Cot , soit en intégrant entre T; et Tg:
€
D U el
o= In T=T -

2 e L’application numérique donne:

«=885.10"3s"! ou @=032h"".
3 ¢ En travaillant toujours sur la fonction U , mais en tenant
compte désormais de la puissance de chauffe:

dU=-oC(T-T,) dt + P.dt = CdT .

Si T estmaintenue a T;, dT=0 et P.=aC(T.-T,) .
AN.: P.=11,5kW .
e

4. Trm=Te + aC °

soit Po= oC(Trp —Te) -

Ainsi, Try serait la température maximale obtenue en
maintenant la puissance P. continliment.

AN.: Trp=297.95K pour P.=15kW .

¢ On trace la puissance de chauffe en fonction de T

puissance de chauffe

Tx— 0 T+ 0

Le graphe ci-dessus correspond a un cycle d’hystérésis:
lorsque T décroitde TR + 0a TR — 0, le chauffage est coupé
et il ne se met en marche qu’a partir de Tg — @ et ce jusqu’a
Tr + 6 . Le dispositif peut étre comparé a un systeme com-
portant un A.O. monté en comparateur a hystérésis.

La puissance de chauffe étant identique a chaque cycle, Tr
et 6 étant constants, on a bien affaire a un dispositif fonc-
tionnant périodiquement.
e Lorsque T croitde TR — 6 a T + 6, P. = 15 kW:

CdT =[P, — aC(T - T,)]dt ,

(0] =dr.

soit: T LY
P—aC(T-T,)

En intégrant entre Tg — 6 et Tg + O et en notant Af; 1'in-
tervalle de chauffe:

P~ aC [T~ 6)-T]
P-oaC[Ix+0)-T] °

soit en divisant par C numérateur et dénominateur du loga-
rithme :

oAty =In

Lim =Tz = 0)
aAt =IHW . 1)

Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie

e Lorsque T décroitde TR + 60 a TR—6,P.=0:
CdT =- oC(T - Tp)dt ,
et en intégrant comme ci-dessus et en notant Afp le temps
mis pour passerde Tr + 60 a T — 0:
[-T,+Tz+0)]

aAt) =1n m . 2)

e De (1), on constate que Tg doit étre inférieur a
Trv + Oet Tryv — 6, soit:

TR <Trm-60=2979K.
e De (2), on constate que TR doit étre supérieur a
Te+ 0 etT,— 6, soit:
Tp >T.+6=2811K.

5 o La période temporelle d’évolution O est donnée par:
O=At; + At , soit:

[ G+O-T (G- G-6)
O= —|lIn +1n s
o (L,-9-T (T — Iz + 6))
AN.: ©@=746s, soit 12 min 26 s.
Tom— (T — 0) .
60 Atj=L In RM_RT7 _ 57 soit:
1= 5 nTRM—(TR+9) S, soi

n=0,767 et <P>=nP.=11,5kW .
On retrouve la valeur de la puissance de chauffe obtenue a la
question 3).

m Capacité calorifique
d’un systeme complexe

1 ¢ Etudions la résultante des forces s’exercant sur le piston :

+PS—ki—PyS =0, ce qui donne: P=P0+§x.

PS
. |
AN MM [T
k x v

Doc. 2
P)
k=

PO k = 0
X
Doc. 3

*Si k=0: P =Py en permanence. La pression étant cons-
tante, la transformation est isobare.

*Si k=%: x=0 en permanence. Le volume étant constant,
la transformation est isochore.

2 e Lorsque T varie de dT', x varie de dx: on cherche la
relation liant d7 et dx . On sait que:
PV =nRT ,avec V=Vy+Sx=SLy+x),
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Premier principe de la thermodynamique. Bilans d’énergie @

Lo+
ainsi: T=ﬂ=S(PO+£x> 0 x’
et donc: nR § nR
Lo+ L SP
A Lotx S oo kg Lo SPo Lk
dx nR nR S nR nR nR
. _ nR dT
ou encore : =————
kL0+P05+2k)C

3 o L’énergie interne du systéme {gaz + ressort} s’écrit:
U=Ugaz + Gy aVvee Ugyy = Cy(T = To) + Vo,
ot & =1k,
nt 2
Celadonne: U= Cy(T-Tpy) + Uy + % k2

On en déduit donc: dU = CydT + kx dx, et donc 1’expres-
sionde dU en fonction de dT':

dU = CvdT+M
kLo + Py S + 2k x
=|Cy + nR o

——|dT
kLo + Py S + 2k x
4 » On commence par calculer le travail élémentaire des for-

ces extérieures: OW = — Py S dx . La variation d’énergie
interne est: dU = CydT + kx dx , ce qui donne:

80 = dU — W = CydT + (kx + Py S) dx .
La capacité calorifique de ce systeme est définie par
80 = CdT , ce qui donne:

CK=CV+HRM,
kL0+P()S+2kX
1
ou: CK—Cv+nRW.
Py S + kx

On examine les cas limites:

e si k =0; la transformation est isobare :

Ck =Cy +nR =Cp;

e si k=0 ;latransformation est isochore: Cg =Cy .

@ Transformations d’un gaz réel

1 e La détente de Joule-Gay-Lussac est isoénergétique :
les parois immobiles ne fournissent aucun travail et on les
considere adiabatiques. Il suffit donc d’écrire: U =n Uy,
constante, soit Uy, constante. Le volume molaire passe de
10La20L.

c (T—T)=a<i—i)= —d

LR T ) 2w

d’ou: T1=TO—L.
2Cv.m Vo

AN.: T\-Tp=-40K.

Il faut faire la mesure de température des que le gaz s’est
mis a I’équilibre. Si on attend trop (de 1’ordre de la mi-
nute), les échanges thermiques avec la couche interne de
la paroi ne sont plus négligeables (voir la discussion de
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I’exercice 8).

Si a =0, on retrouve bien le résultat connu pour le gaz
parfait: 7T = Ty, car I’énergie interne n’est fonction que
de T.

2 ¢ [’échange thermique ne se calcule pas directement.

En revanche, nous avons les moyens de calculer AU

et W.

AU = n[CV (To—To) —a(i - i)} __rla
| Voo Vo Vo

La transformation étant une succession d’états d’équilibre

interne, on peut écrire :
1) n RT, 2
W= —PdV avec P = 0 n2a
Vo V—nb \%

. Vo—nb 5 /1 1
On obtient: W=nR Ty In -n a(———)
Vo —nb

Wo—-2nb 24

Vo—2nb Vo
Par différence :

=nRTyln

2V - 2nb
Vo—2nb
AN.: W=154k) et Q=—17,1KkJ.

Q=AU-W=-nRTyhn

3 e Pour une évolution adiabatique infinitésimale :
W=-PdV=dU .

2
Pour le gaz étudié: — nRT av+ =4

V —nb V2

v

2
=nCy pdT + ”V—z‘l av .

dv dT
+C — =0.
Vb UM T
Qui s’intégre en: (V —nb)TCV.m = Cste
La température atteinte est donc:
R
2V0 —2nb )CV, N
Vo —2nb ’

Il reste: R

78 = T0<

AN.: T=386K.

Notons que, comme nb <<V, le résultat est tres peu dif-
férent de celui obtenu avec le modele du gaz parfait.

On obtient le travail par:

2
W =AU =n Cy, (T3 -To) - =< .
0

AN.: W=19,0kJ.




Second principe.
Bilans d’entropie

« Savoir déterminer la fonction d’état entropie d’un
systeme.

« Savoir I’utiliser pour prévoir le sens d’une transfor-
mation, et pour déterminer un état d’équilibre.

« Equation d’état.
* Propriétés des gaz parfaits et des phases condensées.
- Energie interne et bilans d’énergie.

» Transformations usuelles : monobare, isochore,
adiabatique, monotherme.

IAEEEEEEEEEEEERNRYS LES OUTILS MATHEMATIQUES

« Calcul différentiel et intégral.

« Dérivées partielles et différentielle d’une fonction
de deux variables.

* Notions trés sommaires de probabilités
et de combinatoire.

« Réversibilité et irréversibilité
Soit un systetme (S) isolé subissant une transformation entre deux états (1) et (2) quelconques.

Cette transformation est dite réversible si une modification infinitésimale des paramétres du systeme
dans I’état (2) ramene le systeéme dans 1’état (1) .

«Deuxieme principe de la thermodynamique

e Enoncé

A tout systéme thermodynamique est associée une fonction d'état, notée S , appelée entropie :

« ’entropie d’un systéme isolé croit jusqu’a 1’établissement d’un état d’équilibre. Elle est alors maxi-
male;

« ’entropie d’un systéme est une grandeur extensive.

¢ Identité thermodynamique

L’identité thermodynamique lie les différentielles de I’énergie interne U et de ’entropie S . Pour un
systeme fermé régi par une équation d’état (P, V,T) =0, elle a pour expression:

ds = %dU+ %dV ou encore dU =T dS — PdV .

De méme, la différentielle de 1’enthalpie s’écrit: dH =T dS + VdP .
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Second principe. Bilans d’entropie a ESSENTIEL

Remarque : Ces relations ne sont pas des équations de bilan mais des relations mathématiques
entre les différentielles de U,V et S .

« Entropie du gaz parfait

¢ Expressions différentielles de I'’entropie. Variation d’entropie

ds=nR(Ld_T+d_V)=n(cv m£+Rﬂ) (1)
-1 T Vv o Ty
B y_ dr dP)_ ( T dP)
ds = nr(—L- 9L _dP_ (¢, dT  pdP 2
(7—1 T P PP @
nR_(dP dV) ( dP dV)
ds =" (4P AV ley 9P e, AV 3
}’—1(13 }/V V,mP P,mv ()
R (T V)
SV, T)=n In| — |+ nRIn[— |+ S(Vy, T,
v, T) 1 (T()) <V0 Vo, To)
= nCy o 1n(l) + ann(l) + SV, To) )
Ty Vo
s, T)=nLR 1n(l) - ann(i) +S(Py, To)
- Ty Py
—nCp mln(1>—nmn i)+S(P0, To) @)
Ty Py
P YR 1%
S(P,V)=n 1n(—>+n 1n(—>+SP %
(P, V) B Vo R (Po, Vo)
P v
—nCy o ln(—> +nCp ln(—) +S(Po, Vo) 3)
’ Py ' Vo

si y est indépendant de la température.

Ces relations ne sont pas a mémoriser, mais il faut savoir les retrouver trés rapidement a partir
de I’identité thermodynamique, de 1’équation d’état, et de la définition des capacités thermiques
molaires.

e Loi de Laplace

Un gaz parfait suit la loi de Laplace au cours d’une évolution isentropique ot ¥ est supposé constant :
y—1_ y—1 Ypl-V_7vpl-v Y_ 2
v =TV, . T/P, "=T,P, s P V=PV,

Contrairement aux précédentes, il est fortement conseillé de mémoriser ces relations tres utiles.

«Entropie d’'une phase condensée

Pour une phase condensée idéale de capacité thermique C:
«dU=CdT=TdS.

*Si C est constante dans I’intervalle considéré: S(T) = C In Tl +S (Ty) .
0

QPour s’entrainer: ex. 1,8 et 9 )
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ESSENTIEL a Second principe. Bilans d’entropie

« Entropie et échanges thermiques

e Cas d’une transformation infinitésimale

Pour un systeme fermé décrit par I’équation d’état f (P, V, T) = 0, la variation d’entropie au cours
d’une transformation infinitésimale entre deux états d équilibre thermodynamique interne est reliée a
I’énergie thermique échangée par la formule: §Q =T dS .

Si le systeme n’est pas décrit par une équation d’état f(P, V, T) =0 il n’est pas systématique-
ment possible d’écrire « 6Q =T dS» sans analyse approfondie. C’est en particulier le cas d’un
systeme siege de frottements internes.

&) Pour s’entrainer: ex.5 )

e Source de chaleur idéale ou thermostat

La température 7T, d’un thermostat reste constante au cours du temps et, dans une transformation

quelconque, sa variation d’entropie est donnée par AS, = & ou AS. estsa variation d’entropie et
€

Q. I'énergie thermique recue par le thermostat au cours de la transformation envisagée.

e Systéeme en évolution adiabatique

L’entropie d’un systéme en évolution adiabatique ne peut que croitre: AS = S.¢ée -
S erese représente la création d’entropie due au caractere irréversible de 1’évolution.
Pour une transformation irréversible: $g6e >0 ou AS >0,

Pour une transformation réversible: $g6.=0 soit AS=0.

e Systéme couplé avec un thermostat

Dans une transformation quelconque d’un systeéme (S) couplé a une source de chaleur idéale de tem-
pérature T, et une source de travail idéale, la variation d’entropie se met sous la forme:

AS=9 échange + Fereée-
Le terme d’entropie d’échange est défini par F¢change = f ST—Q )
L’intégrale est calculée le long du chemin réellement suivi paer le systeme lors de son évolution.
S rece représente la création d’entropie due au caractere irréversible de 1’évolution.
Pour une transformation irréversible, & se > 0.

d
Pour une transformation réversible, ¥ g¢e=0 et AS = j TQ .
(S

e Source couplé avec plusieurs thermostats

La relation précédente se généralise au cas d’un systéme en contact avec plusieurs thermostats
de températures Ty, T5... T;,... T,, qui ceédent au systeme des transferts thermiques Q1, Q»,...
Q... Q; . On peut écrire:

500,
i

AS = Séchange + Scréée avec Séchange = Z f T
=1 ;i

» Causes d’irréversibilité
On peut citer, entre autres:

— Les échanges thermiques : irréversibilité dues a I’inhomogénéité de la température ;

— Les échanges de travail : irréversibilité due aux frottements.
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Second principe. Bilans d’entropie a ESSENTIEL

Dans toutes ces transformations ou 1’échange de travail est associé a un phénomene irréversible, les
systemes thermodynamiques ne sont pas a 1’équilibre thermodynamique interne pendant leur évolu-
tion.

@D Pour s’entrainer: ex.22a7)

« Interprétation statistique de l'entropie

¢ Entropie statistique

S =kgInQ ou kg est la constante de Boltzmann, kg=1,38. 10-2J. K~ et Q est le nombre de
micro-€tats réalisant le macroétat étudié.

¢ Troisieéme principe de la thermodynamique
Principe de Nernst
L’entropie de tout systeme thermodynamique tend vers 0 quand sa température tend vers 0.

‘) Pour s’entrainer : ex. 11)

Conseils et pieges a éviter

« I1 faut se souvenir que 1’entropie, comme 1’énergie, est une fonction d’état. La variation d’entro-
pie entre un état initial et un état final ne dépend pas du chemin entre ces deux états. Par exem-
ple, pour un systeme constitué d’une quantité n de gaz parfait de rapport y constant, la variation
d’entropie a pour valeur:

Ag= R Tinal 4R In Pfinal

Y=1  Tiital Pinitial
et ceci pour tout chemin, réversible ou non.

» Un systeme en évolution irréversible peut voir son entropie diminuer: il suffit que 1’entropie
créée (positive) soit compensée par une entropie échangée négative.

* Pour un systeme fluide régi par une équation d’état f(P, V, T) = 0, I’identité thermodynamique

dU=TdS-PdV
est une relation mathématique entre les grandeurs d’état et non 1’expression d’un bilan d’énergie.
On I'utilise donc pour déterminer la variation de S entre deux états, que la transformation consi-
dérée soit réversible ou non.

* La relation 6Q = TdS pour une transformation infinitésimale suppose que le systéme est com-
pletement décrit par une équation d’état f(P, V, T) = 0 (il faut donc que la pression et la tempé-
rature soient uniformes). Si, par exemple, le systéme est siege de frottements, son état dépend
aussi de la vitesse relative de ses éléments, la relation ne s’applique pas.
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o Utilisation de tables
thermodynamiques

A. Etude du dihydrogene

Les physiciens utilisent fréquemment des tables de don-
nées thermodynamiques (et des diagrammes entropiques
ou enthalpiques ainsi que nous le verrons aux chapitres 5
et 6).

Ces tables sont construites a partir de mesures thermo-
élastiques sur les gaz et les liquides. Celles-ci permettent
I’établissement d’une équation d’état et le calcul de fonc-
tions d’état telles que 1’enthalpie et I’entropie.

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de 1’entropie mas-
sique s du dihydrogéne H, en J. g~ 1. K~! pour diffé-
rentes valeurs de température et de pression.

P (bars)
T K 100 | 10 1
150 39,5 | 51,2 | 60,6
90 34,8 | 45,8 | 552

1 » Vérifier que le dihydrogene se comporte comme un
gaz parfait monoatomique pour des valeurs de pression
inférieures ou égales a 10 bars.

2 » On réalise la compression isotherme, pour 7= 150 K,
d’un kilogramme de dihydrogene de 10 bars a 100 bars.
Quelle est la variation d’entropie correspondante ?

Qu’aurait-on trouvé en faisant I’hypothese que le dihydro-
geéne garde un comportement parfait pour ces valeurs de
pression ?

Données: R=8,314J.mol~1.K~1;y= % _

B. Etude de I’eau liquide

Le tableau ci-dessous donne les valeurs de 1’entropie mas-
sique s de 1’eau liquide en J. g~'. K~! pour différents
couples (7, P) . La valeur O est prise arbitrairement pour
T=0°C.

P (bars)
T (°C) 200 | 100 10
300 320 | 3,24 -
200 2,30 | 2,32 -
100 1,30 | 1,30 | 1,30

Commenter ce tableau et vérifier sa concordance avec le
modele des phases condensées donné dans le cours. On
supposera la chaleur massique de I’eau constante et égale
a427).g7 KL

A. Quelle est I’expression de I’entropie d’un gaz par-
fait en variables (T, P)? Comparer les valeurs de As
obtenues a partir du tableau a celles que donne 1’ex-
pression de I’entropie d’un gaz parfait pour des trans-
formations isobares, puis pour des transformations
isothermes.

B. Que penser de I’influence de la pression?
Comment s’exprime ds pour une phase condensée ?

Conseils

@) chauffage d’'une masse d'eau

On s’intéresse a une masse d’eau, m , de capacité calori-
fique massique constante, ¢ . Elle est chauffée, dans une
casserole, sur une plaque électrique de température cons-
tante T}, .

fond de la casserole :
bon conducteur
thermique

plaque
électrique
aT,

Au cours de cette « expérience », I’eau passede T; a T, .
En faisant toutes les hypothéses qui paraissent raisonna-
bles, modéliser 1’évolution de 1’eau et en déduire sa varia-
tion d’entropie et I’entropie créée.

Données: ¢ = 4,18 J. g7V K=1; m=1kg; T| =300 K;
T,=350K;T,=1000K.

* Que penser de la pression du milieu extérieur ?

» Le fond de la casserole est bon conducteur thermique :
que peut-on dire de sa température ?

* Le chauffage de I’eau est-il lent ou rapide?

 La température de I’eau est-elle uniforme? Peut-on
considérer m comme constant?

Conseils

9 Création d’entropie
et transfert thermique

Un récipient supposé adiabatique est séparé en deux
compartiments contenant, I’'un une masse m; d’eau et
I’autre une masse my d’eau. On suppose que 1’eau est
une phase condensée idéale de capacité thermique mas-
sique constante c .
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Second principe. Bilans d’entropie G EXERCICES

Les températures initiales sont 77; et Tp; avec tige de cuivre
T1; < T»i . La cloison qui sépare les deux masses d’eau
étant faiblement diathermane, le transfert thermique
entre les deux compartiments est lent et on peut suppo-
ser que les températures des deux compartiments sont
homogenes a chaque instant; ce sont deux fonctions du
temps notées T (f) et Th(¢) .

On négligera la capacité thermique de la cloison dia-
thermane.

* Quelle relation relie Q) et Qp ?

« ’état de la tige est invariable. Que peut-on en
déduire pour I’entropie de la tige ?

* Y a-t-il création d’entropie dans les thermostats ?

* Quelle est I’expression de 1’entropie échangée par la
tige ?

Conseils

9 Bilan d’entropie pour
un systéme avec frottements

Deux solides Z; et X,, considérés comme des phases
condensées idéales de capacités thermiques C; et C;
sont en contact.

Sy est immobile. Lorsqu’un opérateur exerce sur S

1 ¢ Quelle relation le premier principe impose-t-il entre
T(¢#) et To(t) ? Le premier principe permet-il de pré-
voir le sens d’évolution et 1’état final ?

2 » Exprimer I’entropie S(¢) du systéme isolé en fonc- une force F,, = F,, €., X, peut glisser sur X; selon
tion des températures T(f) et T,(¢) . En déduire le un mouvement de translation paralléle a 1’axe horizon-
sens d’évolution et les températures finales. tal Ox et X; exerce sur X, une force de frottement
Commenter. Frrot = Ffrot ©x.

On admet pour la force de frottement le modele clas-
sique des forces de frottement solide/solide :
*Si X, esten mouvement, Fpy est opposée au mou-

3 o Déterminer [’entropie créée pendant 1’opération
dans le cas particulier ot my =my =m .

i L ) I . des ) vement et de norme constante égale a @ .
4 ’e/tntrople et. CHcTCE * Si le systéme est immobile, Fgo €st comprise entre
§  d’état extensives. ®
S . ) , ) - et + .
* Quelle est I’expression de 1’entropie pour une phase ] )
condensée idéale ? 1 ¢ Les variables d’état x et Fgy sont-elles reliées par
» Comment évolue I’entropie d’un systeme isolé ? une équation d’état de type f(Fror, X, T) =0 7?

2 ¢ Entre deux états d’équilibre infiniment voisins:
 Ecrire la relation entre les différentielles dU et dS

6 Bilan d'entropi e pour ?e systéme f:onsti.tué. des deux Sf)liQes.
. * Ecrire le premier principe et en déduire une expres-

pour un conducteur thermique sion de la variation infinitésimale d’entropie.
Deux thermostats © | et ©, de températures 7T et 3 ¢ On néglige les échanges thermiques entre le syste-
T, (T > T,) sont reliés par une tige de cuivre, isolée me constitué par les deux solides et 1’extérieur.
sur ses faces latérales. Aprés un régime transitoire de Le systéme est initialement a 1’équilibre thermique a la
quelques heures, les systéme atteint un régime perma- température T , puis X, est tiré (toujours dans le méme
nent. La température d’un point quelconque de la tige sens) sur une distance € et on attend que 1’équilibre ther-
ne dépend plus du temps. mique se rétablisse a une température Ty . Déterminer
Soit Q; et Oy les transferts thermiques de O et de I’entropie créée au cours de la transformation.
©, vers la tige pendant une durée donnée 7. .
Déterminer 1’entropie créée pendant cette durée 7. Eop

5 —_—
5
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EXERCICES a Second principe. Bilans d’entropie

» L’énergie interne et I’entropie sont des variables
extensives. Or, U et S sont connues pour chaque
solide.

* Quel est le travail de I’opérateur lors d’un déplace-
ment entre deux positions d’équilibre ? On pourra
faire un bilan d’énergie mécanique.

* Peut-on résoudre la question 3 en intégrant I’ex-
pression obtenue a la question 2 ?

Conseils

G Compression et détente
monothermes

Un cylindre aux parois athermanes contient n moles
d’un gaz parfait dont le coefficient 7y est constant. Il est
fermé par un piston de masse m et de section S cou-
lissant sans frottement, également athermane.

Dans 1’état initial, le gaz, le piston et le cylindre sont a
I’équilibre mécanique et thermique avec I’atmosphere,
de pression P( et de température T ; on note P la
pression dans le cylindre.

Dans tout cet exercice, on s’intéresse au systéme cons-
titué par le cylindre, le piston et le gaz enfermé dans le
cylindre.

Atmosphere (P, T()

oo |

gaz parfait

1 ¢ On pose un solide de masse M sur le piston, puis
on laisse évoluer le systéme vers un nouvel état d’équi-
libre mécanique et thermique. La pression dans le
cylindre est alors égale a P .

Déterminer les échanges énergétiques entre 1’at-
mosphere et le systéme, puis I’entropie créée au cours
de I’opération.

2 ¢ On enleve le solide de masse M et le gaz se détend,
jusqu’a un nouvel état d’équilibre.

Caractériser ce nouvel état d’équilibre et déterminer les
échanges énergétiques et 1’entropie créée au cours de
I’opération. Conclure.

* Pour chaque opération, quelle est la variation d’é-
nergie interne du systéme ? Peut-on en déduire sim-
plement I’échange thermique ?

* Pour chaque opération, quelle est la variation d’en-
tropie du cylindre, du piston et du gaz ?

Conseils

0 Compression et détente
adiabatiques

Un cylindre vertical, de section S = 100 cm? est rem-
pli d’air considéré comme un gaz parfait de rapport ¥
constant.

Un piston de masse m = 100 g coulisse en faisant
varier le volume du cylindre.

Le volume intérieur est divisé par une masse
mg = 0,10 kg de laine d’acier (enchevétrement serré de
fils d’acier). La capacité thermique de 1’acier est
co=044kl.kg LK1,

A D’extérieur, I’atmosphere est 2 la pression constante
Py=1,0bar.

Dans 1’état initial, D’air intérieur est a 1’équilibre
thermodynamique, sa température est 71 =295 K, la
pression est P; et il occupe un volume V= 10 litres .
On pose alors un objet de masse M =9,9 kg sur le pis-
ton. Celui-ci descend et se stabilise lorsque le gaz inté-
rieur est a nouveau a I’équilibre thermodynamique; la
température est alors T, et la pression P, . On suppo-
se que le piston reste toujours au dessus de la sépara-
tion.

On prendra g =10 m.s2.

1 * Calculer Py et Pj.

2 ¢ On suppose que:

* Les parois du cylindre sont adiabatiques.

« A I’équilibre, la laine d’acier est 2 la méme tempéra-
ture que 1’air.

e Les frottements entre le piston et le cylindre sont
négligés.

Discuter la pertinence de ces hypotheses simplificatri-
ces. La premiere et la seconde sont-elles contradictoi-
res ?

3 e Les hypotheses étant admises, déterminer, une fois
I’équilibre atteint, la température T, et le volume V),
occupé par I’air.

Py Ty )
+ mgcy — et on exprimera

(ry=D Vi
les résultats en fonctionde T Vi, Py, Py et p.

On posera p =
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4  On enleve I’objet de masse M du piston et lorsque
le nouvel équilibre thermodynamique est atteint, le
volume et la température sont égaux a V3 et Tj.

a. Sans les calculer, comparer V3 a Vi et T3 a Tj.

b. Exprimer T3 en fonctionde Ty, p, Py et P, etcal-
culer sa valeur. Vérifier le résultat de la question précé-
dente.

c. Calculer I’entropie créée au cours des deux opérations.
Conclure.

laine
fF b
d’acier A
El P, T, Vy Py, T, Vy P.Ts Vs
Etat initial Etat final de Etat final de
la question 3 la question 4

* Rappelons qu’une paroi n’est jamais intrinseque-
ment adiabatique ou diathermane. Il faut se poser la
question de la rapidité des échanges thermiques
entre le gaz et les solides. Ces échanges sont d’au-
tant plus rapides que la surface de contact est
grande.

* Pour quel systeme faut-il faire un bilan d’énergie ?
le gaz seul ou le systeme {gaz + laine d’acier + pis-
ton + surcharge } ? Doit-on faire un bilan sous forme
infinitésimale « dU = 60 + 6W » ou sous la forme
«AU=0+W»?

* Quelle est la dimension de p?

« L’évolution est-elle réversible ? Peut-on utiliser la
loi de LAPLACE ?

* Rappelons que I’entropie est une fonction extensi-

ve. Il suffit donc d’additionner les variations d’en-

tropie des différentes composantes du systeme.

Conseils

6 S(U, V), fonction caractéristique

Soit un systéme constitué¢ de dioxyde de carbone.
Ce gaz est caractérisé par la fonction S(U, V) donnée
pour une quantité de matiere 7 = 1 mole de gaz:

Uty Vb
0

So, Up et Vj sont respectivement les valeurs de 1’en-
tropie, de 1’énergie interne et du volume de cette mole de
gaz dans un état de référence arbitraire donné.

Données: Cy y, estlacapacité calorifique molaire a volume
constant du dioxyde de carbone:

Cyv.m=2850J. mol-1. K~ 1;

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.

Second principe. Bilans d’entropie o EXERCICES

a et b sont des constantes propres au dioxyde de car-
bone :

a=037J.m3. mol~%2 et h=430.10">m3. mol-!;
R est la constante universelle: R=8314J. mol-!. K-L,

1 ¢ Donner deux expressions différentes de la différentiel-

le, dS(U, V), de I’entropie d’une mole de gaz.

En déduire, d’une part, ’expression de 1’énergie interne,

U(T, V), d’ une mole de gaz et, d’autre part, son équation d’état:
fP, v, 7)=0.

2 » Deux moles de ce gaz subissent une détente de Joule —
Gay-Lussac d’un volume initial V = 5,00 dm3 et d’une
température initiale 7=293,0K aun volume final 2 V.

a. Calculer les variations de température et d’entropie cor-
respondantes.

b. Comparer les résultats obtenus a ceux de la détente de
deux moles de gaz parfait de méme capacité calorifique
molaire a volume constant dans les mémes conditions
initiales.

1) La fonction entropie associée a un systeme thermo-
dynamique donné est-elle unique ? Peut-on alors iden-
tifier deux expressions différentes de dS(U, V) ,
membre a membre ? Comment obtenir ces deux
expressions ?

2) Le systeme est constitué de deux moles de gaz :
comment sont modifiées les expressions de U(T, V)
et S(T,V)?

Conseils

O Le gaz de photons

A Pintérieur d’une cavité vide dont les parois sont a
I’équilibre thermique, il existe des ondes électromagné-
tiques dont I’intensité et la répartition des fréquences
dépend de la température. A une onde électromagné-
tique on associe des particules (« grains d’énergie »)
appelées photons et on consideére que ceux-ci se com-
portent comme un gaz.

Des considérations théoriques amenent a poser 1’expres-

sion de I’entropie, fonction du volume et de 1’énergie :
1

SV, U) = % (op V U3)Z ol Oy estune constante

universelle; oy = 7,56.10‘16 J.m3. K4,

1 ¢ En déduire la relation entre 1’énergie, le volume et
la température, puis la relation entre pression et tempé-
rature.

2 e La cavité, de volume V =1L contient 1 mole de
dihydrogene. Pour quelle température la pression de
radiation est-elle égale a la pression exercée par les par-
ticules matérielles (on supposera que, pour les tempé-




EXERCICES o Second principe. Bilans d’entropie

ratures tres €levées, les molécules de H, sont décom-
posées en protons et en électrons qui se comportent
comme des gaz parfaits monoatomiques).

3 e Déterminer la capacité thermique a volume cons-
tant associée au rayonnement.

* En écrivant I’identité thermodynamique, on consta-
te que P et T peuvent étre déduites des dérivées
partielles de la fonction S de U et V.

* Quelle est la définition de Cy, pour un fluide quel-

conque ?

Conseils

@ Transfert de matiere,
irréversibilité

Un récipient, dont les parois sont athermanes, est séparé en
deux compartiments par une paroi amovible; dans I'un se
trouvent n; moles de gaz parfait occupant un volume V;
et, dans I’autre, 7, moles de gaz parfait occupant un volu-
me V. A I'instant initial, les deux gaz sont a 1’équilibre
sous la méme pression P et a la méme température T .

parois
athermanes

gaz 1 gaz 2

TaP7n1 T5P7n2

On &te la paroi mobile et on attend 1’établissement d’un
nouvel équilibre thermodynamique.

1 ¢ Déterminer 1’état final de chacun des deux gaz.

2 » Déterminer I’entropie créée au cours de 1’évolution
par le systeme constitué des deux gaz.

30n pose ny = xnp; étudier et tracer la fonction
Fersse(x) pour x tendant vers zéro.
Conclure quant a la réversibilité éventuelle de 1’évolution.

1) Réaliser un bilan énergétique pour 1’ensemble des

deux gaz et utiliser I’extensivité de 1’énergie interne.

2) Réaliser un bilan entropique et utiliser I’extensivi-

té de ’entropie.

3) Discuter de la pente a l’origine de la fonction
S erége(X) -

Conseils

m Systeme a deux niveaux

Soit un systeme de volume constant constitué¢ d’un grand
nombre N de particules en équilibre a la température T
et dont chacune peut avoir deux valeurs d’énergiec £ ou
E,, avec E, > E| (systtme «a deux niveaux »).

Soit 71 lenombre de particules d’énergie E| et n, le
nombre de particules d’énergie E .

On suppose que la répartition sur les niveaux d’énergie suit
la loi statistique de Boltzmann:

ny AE
— =exp -——=| -

1 ¢ Exprimer la différentielle de 1’énergie interne du sys-
teme en fonctionde dn; et AE = E)—Eq.

2 » Exprimer la différentielle de ’entropie du systéme en
fonction de T, AE et dnj . On utilisera la formule de
Stirling In (N!) = NIn(N) valable pour N grand.

3 * Montrer alors que I’on retrouve 1’identité thermodyna-
mique.

1) L’énergie interne est une grandeur extensive.

2) Comment s’exprime |’entropie statistique ?
Combien y a-t-il de manieres de réaliser 1’état :

{n; particules d’énergie Ej, ny particules d’énergie E,} ?

Conseils
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o Utilisation de tables
thermodynamiques

A ¢ 1 L’entropie massique d’un gaz parfait s’exprime par:
- 1 14 T\ 1 (P .
S(T, P) = s(To, Po) + 77 R(y_] 1n(T0) In (Po)) :

pour un gaz parfait monoatomique y= % , et pour le dihy-

drogéne M =2.1073 kg. mol™!.
Ainsi,en J. g‘1 .K-!, on obtient:

- I\ (2
As = 4,157 (2,5 ln(%) ln(PO)) .
* On calcule la variation d’entropie correspondante pour un
refroidissement isobare a la pression P =10bars,de T=150K
aT=90K:

_ 90 _ 1 -l
As=4157 (250 ( 5] =-537.g71. K.
L’application numérique réalisée avec le tableau donne

As=-547.g 1. K1 Laccord est donc trés bon.

e On calcule maintenant la variation d’entropie pour une
compression isotherme, a 7= 150K, de 1 a 10 bars:

As=-4157 (In (%)) =-96J.g 1. K.

L’application numérique, réalisée avec les données du
tableau, donne As=-941. g‘1 . K=!: ’accord est encore
bon.

2 ¢ La lecture sur le tableau conduit a:
As=-11,7J.g 1. K1,
En appliquant la relation des gaz parfaits:

As=-41571n (10) =967, g1 k1.

Le comportement du fluide n’est plus parfait.

Remarques

o [l faut noter que pour une pression de 100 bars, a ces
valeurs de température, le dihydrogéne est dans un état dit
fluide (ou supercritique), sur lequel on reviendra dans le cha-
pitre 5.

e Il est conseillé de vérifier la cohérence du signe d’ une
variation d’entropie : I'augmentation de I ordre au cours de
la transformation doit correspondre a une diminution de I’ en-
tropie (cf. la derniére partie du résumé de cours et les der-
niers exercices du chapitre).

Par exemple, ici, une compression isotherme — ¢’ est-a-dire a
agitation thermique constante — correspond a une diminution
du volume, I'ordre du systeme augmente : As est effective-
ment négatif.
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B e L’analyse du tableau montre que méme pour des tempéra-
tures et des pressions €levées, I’'influence de la pression est
négligeable: la compression isotherme de 100 a 200 bars, a
300 °C, d’un gramme d’eau liquide correspond a une variation
d’entropie de — 0,04 J. g~1. KL,

Il reste a vérifier la relation As = mcIn (M

) qui découle
initial

de I'identité thermodynamique pour une phase condensée:
dU =TdS et dU = mcdT .

Pour un refroidissement isobare de 300 °C a 200 °C, soit de
573 K a 473 K, le tableau donne :

As=-097.g LK L;
le calcul donne:

As=-087J.g 1. KL,
L’accord est bon.

Pour un refroidissement isobare de 200 °C a 100 °C, soit de
473 K a 373 K, le tableau donne :

As=-107J.g7 1 K-1;
le calcul donne:

As=-107J. g l.K-1.
L’accord est excellent.

Remarque : L’accord est d’ autant meilleur que la tempéra-
ture est proche de 100 °C, car la capacité thermique mas-
sique ¢ est alors plus proche de la valeur 42T, g~ 1, K~!
( ¢ n’est pas constante sur les intervalles de température étu-
diés).

6 Chauffage d'une masse d’eau

Afin de modéliser au mieux la situation, on fait les hypothe-
ses suivantes relatives a 1’eau, la casserole, la plaque et le
milieu extérieur:

H;: L’ensemble {eau + casserole + plaque} subit une frans-
formation monobare sous la pression atmosphérique.

H;: On suppose que la casserole est adaptée a ce type d’emploi
(fond épais) et qu’elle repose correctement sur la plaque : dans
ces conditions, on peut considérer que [’ ensemble {casserole +
plaque} constitue un thermostat a la température Ty, .

Hj: On suppose que I'intensité du flux thermique du thermo-
stat vers ’eau est important (bon contact thermique): dans
ces conditions, I’échauffement de I’eau est « rapide », et les
échanges thermiques vers I’extérieur sont négligeables.
L’ensemble {eau + casserole + plaque} est isolé thermique-
ment de [’ extérieur.

Hy: On suppose que les températures T et T, de l'eau
correspondent a des températures uniformes de cette eau au
début et a la fin de « I'expérience » ; les mouvements de
convection dans I’eau permettent de justifier cette hypothese.
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Hs: On ne fait aucune hypothese sur 1’état de I’eau entre le
début et la fin de « I’expérience ».

Hg: Le chauffage de 1’eau étant rapide entre 27 °C et 77 °C
(températures suffisamment éloignées de 1’ébullition de
I’eau), on néglige I’évaporation de I’eau et m = constante.

La modélisation est donc la suivante :

On est en présence de 1’échauffement monobare (H;) d’une

masse d’eau (de 77 a T»), en contact avec un thermostat a

température T}, (Hp) , U'ensemble {eau + thermostat} €tant

isolé thermiquement de I’extérieur (Hz) . La température de

I’eau est bien définie au début et a la fin « ’expérience » (Hy) ,

mais inconnue dans les états intermédiaires (Hs) . L’évaporation

étant négligeable (Hg) , le systeme étudié est fermé.

L’état de I’eau étant connu au début et a la fin de I’expérience,
T,

ona AS =mc In —
T,

Le transfert thermique mc (T, — T}) , fourni a I’eau sous la

température constante 7, , donne une entropie d’échange

Fechange €gale a:

mc (T,—1)

échange =
T

K4

On en déduit I’entropie créée :

I, mec(T,-T))
Fergge =AS - échange = ¢ In - .
T, T,

AN.: AS = mc In T =064k]. K™
1

mc (T)—-T))
yéchange = f
p

=021 kJ.K L.

Perece = AS = Fechange = 0,43 kI . K1

Cette quantité est effectivement positive.

9 Création d’entropie
et transfert thermique

1 ¢ Soit le systeme isolé constitué par les deux masses
d’eau. Son énergie interne se conserve, d’ou:
my T1(0) + my To(t) =my T; + my T; .

2 * L’entropie, fonction d’état, ne dépend que de la tem-
pérature pour les phases condensées.
Pour une phase condensée, le volume étant constant,
I’identité thermodynamique se réduit a:

dU=TdS avecdU=mcdT .

On en déduit dS=m ¢ 3L , d'od: S=mecln - + S
0

si Sg est I’entropie pour T =Ty.

Lentropie étant une fonction extensive : Sgysme =51 + 52
soit:

S(t)=mlclnm+mzclnM+S(O).

1i 2i
L’entropie de ce systéme isolé ne peut qu’augmenter, soit

((11—5 = (0, I’égalité correspondant a 1’état d’équilibre final.
t

ds _ mc dT N
dr T(t) dt Tr() dt

La relation imposée par la conservation de 1’énergie se

. dT, dT, .
traduit par: m; — =—mp —— ,d’ou:
dr dr

mpyc  dTp

=

=

ds _ mic dTy (1_ Tl(t))
dt Ty dr 0

T,; étant inférieur a T»; , cette condition se traduit par:

dr
—1>0 et donc ar; <0.
dr dr

Le systeme cesse d’évoluer lorsque I’état d’équilibre
caractérisé par 7| =T, est atteint.

Cette température finale est donnée par:
my Ty + my T,

mp +mp
On aurait obtenu directement ce résultat en considérant
comme évident que le systeme évolue vers 1’équilibre
thermique. Cette loi d’évolution vers 1’équilibre thermique
peut étre vue comme une conséquence du second principe.

3 e 11 suffit de reprendre I’expression de I’entropie du sys-
teme:
Comme I’entropie échangée est nulle :

Scréé —AS—mlcln—f+m2cln£
creee — - N
Ty; T

Si my=nypy=m, alors Tf= % (T1i+ TZ[)

(Ty; + Toi)?

47Ty Ty
Comme (T1i+ Tzi)z -4 T1i+ T2i = (Tli_ T2i )2 >0, on
vérifie que Scpege €St toujours positive.

et Scrége =m ¢ In

9 Bilan d’entropie
pour un conducteur thermique

En régime permanent, I’énergie interne du cuivre est
constante. Le travail étant nulona: Q1+ 0, =0.
Effectuons un bilan d’entropie pour le systeme {tige} .

* Le régime étant permanent, 1’état de la tige est invariable
etdonc AS=0.

Or O

T, -T;
=01 ——.
T, T T, T,

° Sécha.nge =
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e AS étant nul, ’entropie créée dans la tige est:
. I -7,
Seréée = — Sécha.nge soit: Serege= 01 ———— -
T T,
Comme il n’y a pas de création d’entropie dans le thermo-
stat (qui est toujours en équilibre interne) 1’entropie créée

se limite a I’entropie créée dans la tige.

B Bilan d’entropie pour
un systéme avec frottements

1 ¢ La force de frottement est indépendante de la position
de S, mais dépend de la vitesse et de la force exercée par
I’opérateur. Il n’existe donc pas d’équation d’état reliant x
et Fror .

2 ¢ Dans un état d’équilibre, les deux températures sont
égales: T1=T,=T.
e Pour chaque solide, phase condensée idéale, 1’identité
thermodynamique s’écrit :
dU;=TdS; et dU,=T4dS,.

U et S étant des fonctions d’état extensives, nous pou-
vons écrire :
dU =dU; + dU, =T(dS; +dSp) d’ou: dU=TdS.
e Considérons un déplacement ou x croit uniformément
d’une position d’équilibre x; a une position d’équilibre
X2 .
Les vitesses en x; eten xp étant nulles, le théoréme de
I’énergie cinétique appliqué entre x| et x, s’écrit:
Aég=0= Wop + Wiror = Wop = ®(xy —xp)
d’ot: Wop=P(xp —x1) .
Si le déplacement s’effectue avec x décroissant unifor-
mément, on obtient: W, = (x| — xp) .
Pour un déplacement infinitésimal entre deux positions
d’équilibre: W, = @ | dx| (toujours positif)
D’apres le premier principe appliqué au systeme :

U= Wop+60=0|dx| +80.
En comparant les deux expressions de dU , on obtient:
TdS= 80 + @|dx].

3 ¢ On reprend le méme raisonnement, cette fois entre
deux états non infiniment voisins. Il n’est pas question
d’intégrer la relation précédente car les états intermédiai-
res ne sont pas des états d’équilibre.
Le déplacement s’effectuant toujours dans le méme sens:
Wop=@ ¢
Le bilan d’énergie donne:
AU=(C1+C)Tg-TA) =0+ W=D ¢
dod Tg=Tpx+ P€ .

C 1+ C 2
Connaissant 1’expression de 1’entropie d’une phase

condensée, la variation d’entropie est:

Ty
AS = (Cy +Co) In — .
Ta
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Comme I’entropie échangée est nulle:

AS = Sersée = (Cy + C3) In (1 PRSI L )
(C1+C)TA

Scréée €St bien entendu positive pour cette transformation

irréversible.

@ Compression
et détente monothermes

1 » Pendant toute la transformation le systeéme recoit du
travail des forces de pesanteur et des forces dues a la pres-
sion atmosphérique. Ces forces sont équivalentes a

M + m)g

une pression effective + Py égalea Py.

On en déduit: W = Pp(V| —V;) (W est bien positif lors
de la compression).
En utilisant I’équation d’état: P,V,=nR Ty=P |V,
on obtient: W=nR T, (2 - l) .

Py
L’énergie interne d’un gaz parfait ou d’une phase conden-
sée ne dépendant que de la température, I’énergie interne
du systéme a une variation nulle entre 1’état initial et 1’état
final.

Py

AU=W+ Q =0, soit: Q:—nRT0<P—1 —1)
L’entropie d’une phase condensée ne dépend que de la
température, donc AS est nulle pour le cylindre et le pis-
ton.
Il reste la variation d’entropie du gaz:

2 . . .
AS=-nRIn P_ (voir les expressions de 1’entropie
1

d’un gaz parfait).
L’entropie échangée avec 1’atmosphere considérée comme

un thermostat de température 7|, est:
S¢ =2 soit Sg =—nR(Q—1).
échange To > échange P
On en déduit, par différence :
Py Py
Scrééean(P_l —1-1In P_1> .

Comme In(x) < x—1 pour tout x (voir document ci-des-
sous) , on vérifie que Scrgge > 0 .

Ay y=x-1.

=Y
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2 o état final de la détente est identique a 1’état inital de
la compression: P=P; et T=T.

Le raisonnement est identique, avec cette fois

Potfective = P1 et un travail négatif.

Py P
W=—nRT0<1——); Q:nRTO(l——>
) )
Py Py
AS=nRIn ?2; Sécha.ngean(l_E)
§ R Pl)
et Sqege=nRl — —1-1In — |,
crece (P2 P2

qui est encore positive.

Les transformations ne sont pas réversibles. Bien que
I’état final de la détente soit I’état initial de la compres-
sion, les deux transformations ne sont pas inverses car les
échanges de chaleur et de travail ne sont pas opposés.

On remarque que le travail total est positif et le transfert
thermique total négatif.

0 Compression
et détente adiabatiques

1 © On écrit 1’équilibre mécanique du piston dans 1’état
initial et du systéme {piston + surcharge} dans 1’état final.
Etat initial: — PoS —mg + P1S=0

d’ou: Py =Py + %; Py = 1,001 bar .
Etat final: — Py S — (m + M)g + P»S =0

Mg . p —11bar.

d’ou: P2=P0+

2 ¢+ On considére classiquement qu’une évolution est
adiabatique si sa durée est suffisamment faible pour pou-
voir négliger les échanges thermiques. Si le matériau cons-
tituant le cylindre est suffisamment isolant, il n’est pas
déraisonnable de négliger le transfert thermique du gaz
vers le cylindre pendant la transformation.

* En revanche, la laine d’acier, matériau tres divisé, offre
une grande surface de contact avec le gaz et, de plus, est
constituée d’un matériau bon conducteur de la chaleur. On
peut alors, pour simplifier, supposer que cet objet est, a la
fin de la transformation, a I’équilibre thermique avec le gaz.
¢ On peut toutefois remarquer que la mise a 1’équilibre
entre le gaz qui est resté au dessus de la laine d’acier et
celui du dessous risque d’étre assez lente.

« Le passage du gaz a travers la laine d’acier se traduit par
un amortissement important: le piston n’oscille pratique-
ment pas. La force de frottement cylindre/piston étant tres
petite devant la force exercée par I’extérieur sur le piston
(de I’ordre de 103 N), il est tout  fait légitime de négliger
son travail.

3 ¢ On effectue un bilan d’énergie entre 1’état initial et
I’état final pour le systeme {gaz + laine d’acier + piston +
surcharge}. En effet:
« Les états intermédiaires ne sont pas des états d’équilibre,
ce qui exclut un bilan infinitésimal de la forme « dU =dQ
+ OW>» .
*Le gaz seul subit des échanges thermiques (inconnus
a priori) avec la laine d’acier.
La variation d’énergie interne est: AU = W + Q avec,
pour ce systeme :
* AU = AUgqz + AUlaine d’acier

n R

y—1
(le piston ne recevant aucun échange thermique, son éner-
gie interne est constante)
* 0 =0 (Par hypothese) V-V,
* W = W(poids) + W(atmosphere) = (M + m)g ———
+ PV = V2) = Pa(Vy = V) s
On peut aussi écrire que les forces extérieures se rameénent
a la pression effective P, , d’ou le résultat.
On en déduit, en remarquant que

(T, =T1) + mg co (T —Ty) .

PV Vs
nRk= =P2—2
T, T,
PV T T
( +mOC0T1><—2—1>=P2V1—P1V1—2
(y=1 Ty T,
soit :

T T
— —1)|=Pr—P; —= avec p=28,99 bar.
p( T > S Ty b

T, pP+tP

Tl p+P1

; AN.: T =298 K.
PiT, P1Vy p+Pp
P,Ty Py

On en déduit V, =V ;
p+P

AN.: V;=92L.

4 ¢ a. L évolution du systéme {gaz + laine d’acier} étant
adiabatique et irréversible, son entropie doit augmenter.
Or, on revient a la pression initiale et, a pression constan-
te, I’entropie est une fonction croissante de la températu-
re. On en déduit:
I;3>T =V3>V,.

b. Le raisonnement est identique a celui de la question 3,
a ceci pres que la pression effective est maintenant Pj:

nR
AU = (

+ mg Co)(T3—T2) =W=P; (V2-V3).

Avec les mémes notations et en se souvenant que
P k= P 3.

<T3 Tz) Vs T;
pTl_Tl_lvl_lTl_
Py T T
P1<_1_2__3>
P, Ty T,
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P K
( +mocoT1>(——1)=
(r=1D §)

p)
P Vy—PV3=PV,-P1V; T_
1

AN.: T3=2952K.
Etudions les variations de la fonction :

P2
f(P2)=<p+ P—lz)(PH’z)-

[ est extrémale lorsque s’annule sa dérivée, soit pour
Py=P;.

Comme f— co pour P| — e etpour P, — oo, cet extre-
mum est un minimum.

On en déduit que 73 est minimale et égale a T si P =
P, (c’est-a-dire si rien ne se passe!)

Dans tous les autres cas, T3 > Ty, ce qui est conforme au
résultat de la question 4 a.

On remarque que, avec les valeurs proposées, I’écart de
température est faible. La variation relative de pression
est, ici, suffisamment faible pour que 1’évolution soit pro-
che de la réversibilité. Pour P, =2 bars , on aurait trouvé
T;=308 K.

c. Considérons le systeme {gaz + laine d’acier}. Ce syste-
me n’ayant regu aucun transfert thermique de I’extérieur
(bien entendu, les transferts internes ne sont pas pris en
compte !), on peut écrire :

AS = Scrége -
Comme |’entropie est une fonction extensive:
AS =AS gaz ASlaine d’acier -
La pression initiale et la pression finale étant égales, et en
utilisant les expressions de 1’entropie pour un gaz parfait
et pour une phase condensée (voir les rappels en début de

chapitre) :
S nR Y ! T3 ! T3
e = —— In — +mgycoln —
créée 7— 1 T, 0¢0 T
( PV ) T3
= —— +myco|ln — .
T] Y- 1 T]

AN.: Serece = 0,028 J. K1,

Remarquons que si P = 2 bar, on obtient S.sge =
1,49 J. K~!: L’entropie créé est bien plus importante, car
la transformation est plus €loignée du cas limite de la
réversibilité.

e S(U, V), fonction caractéristique
1 ¢ En différentiant S (U, V):

a
ss=cy , WV, g av
V,m U+% V-b
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_c. AU | (R_“Cv,m _
Pmusd T \V=b gyl iay
D’autre part, dS:ﬂ] +Pﬂ/ .
T T
En identifiant ces deux expressions, on obtient:
1 1 p R aCy,
} = CV, m LT

vel T Vb uvaay
v

La premiere expression donne :

U, V)=CymT- 4

(2 une constante pres).

L’élimination de U et Cy, ,, des deux équations permet

5 g e .P_R _a
d’obtenir I’équation d’état du gaz: T~Vob y2°
donc I’équation de Van der Waals pour une mole de gaz:
(P+i2)(v—b):RT. )
1%

2 ¢ a. La détente de Joule — Gay-Lussac se fait a énergie
interne constante ce qui permet de calculer la variation de
température du gaz.

En utilisant ’extensivit¢ de U et V:

uyv,T) an 3).
n

= CV. m = 7
soit: avec AU =0,

_2. (1 1 - _ na
nCV‘mAT—n a(2v V) ,dou AT = VO, VCV - .
AN.: AT=-26K.

On peut, de la méme maniére, écrire 1’entropie :

‘U, an V_
SOV _So ol 2TV | wr [ 270)
n n V., m U A
"W

En utilisant (3):

As:zcv,nln(LTAT)uRln V—”) .
’ b

SIRS

AN.: AS=11,16J. mol-. K-,

b. Pour le gaz parfait:
ATgp=0 et ASgp=2RIn2=11,53J.K~! > AS.

Les deux variations d’entropie sont positives conformément
au deuxieéme principe, les systemes étant thermiquement isolés
durant leurs évolutions respectives.

Remarques : La fonction S (U, V') introduite ici est caracté-
ristique du fluide étudié ; elle contient en effet toute I’ infor-
mation disponible sur le systeme puisqu’ elle permet de trouver
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I’expression de I’ énergie interne et I’ équation d’état du gaz
étudié. Ce résultat est généralisable a un fluide quelconque pour
lequel S(U, V) est une fonction caractéristique. Le lecteur
vérifiera, par exemple, en utilisant la méme méthode que :

v
S(U,V)=Sy+Cymln (ﬂ) +RIn (—
g Uy Y

est une fonction caractéristique du gaz parfait (pour une mole).

e Le gaz de photons

1 ¢ L’identité thermodynamique peut se mettre sous la
forme:
1 P
dS=—=dU+ — dv.
T T

Ce qui est équivalent a:

(ﬁ) _let<§> _F
sU), T &)y T

O
T(O

ou encore P = L
3 3

2¢Ala température de 300 K: P = 2,0. 1079 Pa . La
pression due au rayonnement est alors en général négli-
geable. Elle va devenir non négligeable a des températures
telles que les molécules sont totalement dissociées ;
1 mole de H, donne 2 moles de protons et 2 moles d’élec-
trons, soit 4 moles de gaz monoatomiques, supposé par-
faits.

4nRT oy T* , ,
P particules = T =Praq = , ce qu1 est atteint
12nR \+
pour T = ( 1 ) 3
ogV

AN.: T=5,1.10°K . Pour comparer, la température au
centre du soleil est de ’ordre de 107 K .

. oU ..
3 e Par définition: C, = (;) avecici U=op V T*.
1

On en déduit: Cy=4 0y VT3.

@ Transfert de matiére,
irréversibilité
1 © Les parois du récipient étant athermanes (pas de trans-
fert thermique, donc Q = 0 ) et indéformables (pas de
transfert mécanique, donc W = 0) , le mélange se fait de
maniere isoénergétique, soit:
AU=0.
Or, U=Ugyz 1+ Ugaz 2 et:

0=nR %(Tﬁnal T)+mR_—— (Tfmal T),
% 7/

la température finale est égale a la température initiale.
Le volume final est V| + V, pour chaque gaz; dans I’état
final, les pressions partielles sont données par 1’équation
d’état:

Py =nRT et Pp=mRT v/~

1 1
V+V VitV -

La pression finale est:

1
Pf=P1 + Py = m (mRT + nyRT) .

Or, nRT =PV et npRT =PV, .
D’ou: Py=P

2 ¢ L’entropie d’échange du systeme constitué des deux
gaz est nulle puisque 1’ensemble est thermiquement isolé;
ainsi:

Fersge = AS = ASgaz 1+ ASgaz 2 -
On calcule, par exemple, ASgy; 1:

1 ’I}inal Vﬁnal
ASeaz1 =n1R ]n(— +1n —)},
& A1 \Tpigia Viitial
Vi+V
=mRIn <¥) s
Vi
soit en utilisant les équations d’état:
Vl ar V2 _m + np
Vi no
cela donne:
I’ll + }’l2
ASgaz 1 =mRIn — —= .

wy

En procédant de méme pour ASg,, 2 , on obtient finale-

ment:

+l’l2 n +n2

%)

+ noR In

Feréée = 1R In
On remarque que cette quantité est positive conformément
au deuxieéme principe.
3 © Avec la variable x, I’expression précédente devient:

Feréée = MR [ln(1+x) +)(1n(1 +x)] .
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. EPcréée
On trace la fonction R Ppour des valeurs de x
1
proches de zéro:
y<:rééc
mR
0,10
0,08 ]
0,06 1
0,04 1
0,02
0-l t t i i X
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10

La tangente a ’origine de la courbe est verticale ce qui
signifie que ¥ g €st, en zéro, un infiniment petit d’or-
dre inférieur a 1 : le mélange de deux gaz de natures diffé-
rentes est donc foncierement irréversible, méme si 1’un des
deux est en tres petite quantité par rapport a 1’autre.

Il est donc impossible de modéliser cette transformation
par une évolution réversible.

Pour bien réaliser la signification physique de ce résultat,
on peut imaginer le mélange de deux gaz dont 1’un est
coloré (méthane et chlore par exemple).

Remarques : Lorsque x tend vers zéro, un équivalent de
I"expression donnant $ci¢se est:

Fereee == mRx In (x) ;
cette quantité tend vers zéro par valeurs positives, mais
moins vite que x puisque —In(x) tend vers linfini.
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m Systeme a deux niveaux

1 L’énergie interne est une grandeur extensive et
I’ensemble des particules d’énergie E; a une énergie
totale n;E; , donc:
U=nmE| +mnkE,;.

Soit dU = E(dn| + E» dny ou dU représente la varia-
tion d’énergie interne qu’accompagne la transition de
dn; particules du niveau E; au niveau FE; .
Bien sir, puisque N est constant:

dny =—dny et dU =—- (Ep — Ey)dn; = — AEdn; .

2 * L’entropie statistique est donnée par:
SE kB In Q 5
ol Q est le nombre de complexions du systéme. Or,
pour réaliser le macroétat :
{(n1, E1); (N = ny, Ep)},

) possibilités, soit € = (N ) .

ilya (N
ny

ni

Remarque : Ceci suppose que les particules étudiées
soient discernables.

e §= N _ Nt
Soit: S = kg In (m) = kg In N —npim!
d’ou en utilisant la relation de Stirling:

S=kg[NInN-nyInny—(N-ny) In(N-ny],
et en différentiant:
dS = kg[-dny —dn;(n ny) + dnyIn (N — ny) + dnq]

N-n
dS =kgdn;In —,
1

= exp

_AE __ AE
kBT] et ds=- 55 dn; .

3 o L’identification des deux relations conduit bien a
dU = TdS (le volume du systeme étant constant).




Corps pur diphasé

- Savoir interpréter les diagrammes (P, T) et (P,V)
pour un corps pur.

» Comprendre la notion de pression de vapeur saturante.

« Effectuer des bilans d’énergie et d’entropie sur des sys-
temes diphasés.

« Notion de fonction d’état.

- Fonctions d’état énergie, enthalpie, entropie.
 Expression du travail pour un fluide.

* Propriétés des gaz parfaits et des phases condensées.

EEREERESRRRENNNNYE LES OUTILS MATHEMATIQUES

» Méthodes classiques de calcul.
 Développements limités.

«Phases d’un corps pur

* Toute phase homogene d’un corps pur est décrite par la donnée des deux paramétres intensifs
indépendants P et T, dont dépendent les grandeurs massiques (ou molaires) correspondantes.

e Certaines grandeurs massiques, ou molaires, d’un méme corps pur a une température 7 et
sous une pression P, présentent une discontinuité lors d’un changement de phase: c’est le cas
du volume, de I’enthalpie et de I’entropie massiques.

« Corps pur sous deux phases

« A pression fixée, il n’existe qu’une température pour laquelle I’équilibre d’un corps pur sous deux
phases est réalisé. Cette température est indépendante des quantités de corps purs dans chacune des
phases.

o La pression d’équilibre liquide-vapeur d’un corps pur a la température 7', notée P (T), est
appelée pression de vapeur saturante. Cette pression est la pression maximale que peut atteindre
la vapeur pour une température donnée; elle est indépendante des proportions respectives des
deux phases.

o Tout corps pur est caractérisé par 1’existence d’un point critique au-dela duquel la distinction
entre phase liquide et phase gazeuse n’est plus possible. Le couple [T, Ps(T;)] estunique et
caractéristique du corps pur étudié. Tout état situé au-dela de ce point critique est appelé état flui-
de, ou fluide hypercritique, du corps pur considéré.
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e Pour la plupart des corps purs, il existe un couple unique (P, Tyy) pour lequel les trois
phases — solide, liquide, gaz — sont simultanément en équilibre. Le point correspondant est appe-
1€ point triple du corps pur considéré.

0 Pour s’entrainer : tous les exercices de ce chapitre )

« Enthalpie de changement d’état

On appelle enthalpie massique de changement d’état a la température 7 (notée €, Lo 2) la
variation d’enthalpie de I'unité de masse de corps pur lors de la transition de phase ¢; — @,
sous pression d’équilibre P (T):

e(pl, (pz(T) = h(pz(T) - h(pl(T)9

ou h p; est I’enthalpie massique du corps pur sous la phase ¢; alatempérature 7T etala
pression d’équilibre ¢ 91,0, (T) s’exprimeen J.kg~

0 Pour s’entrainer: ex. 1, 5, 7 et 8)

« Entropie de changement d’état

L’entropie massique de changement d’état d’un corps pur a la température 7 est la variation de
I’entropie massique du corps pur lors de ce changement d’état (¢ — ¢,) sous pression
d’équilibre P(T): hoy—he, by

As =S8Sp,—Sp = ———— = —
o1, 92 = S~ Sy T T

Cette variation n’est fonction que de la température; elle s’exprime en J.kg=1.K~!.

Q Pour s’entrainer: ex. 1, 5, 7 et 8)

«Systéme diphasé liquide-vapeur

e Titres massiques

m
On appelle titre massique en vapeur la quantité : x(y) = #
m
. . oo iy £
et titre massique en liquide la quantit€ x¢y = —;~, Xy + Xy = 1.

0 Pour s’entrainer: ex. 5 et 7 )

«Diagrammes de changement d’état
e Diagramme P T

A 4

p A P(bar)

221,1-

6,1 10731

Ny

Cas le plus fréquent Cas de I’eau




Corps pur diphasé

e Diagramme (P, v) pour un systéme liquidelvapeur

Théoréme des moments :

o = V=Y _ &
P A ) —V(v) s VL
P A
L

1 PN T T E
1 1 Py mey
l LYV 1 Vv !
%) U(E) v L)

Courbe de saturation

Isothermes

--------------- Isotherme critique

«Vaporisation dans l'atmosphére

* La pression partielle d’un constituant d’'un mélange de gaz est égale a la pression qu’il aurait s’il
occupait seul tout le volume occupé par le mélange, a la méme température.

La pression totale d’'un mélange de gaz parfaits est égale a la somme des pressions partielles de ses
constituants.

« Un liquide est en équilibre avec sa vapeur si la pression partielle de la vapeur est égale a la pression
de vapeur saturante qui est une fonction croissante de la température.

* Lorsque la température est telle que la pression de vapeur saturante est égale a la pression atmosphé-
rique, le liquide est en ébullition. La température reste alors pratiquement constante jusqu’a dispari-
tion du liquide. Si la température est inférieure a la température d’ébullition, le liquide peut s’évaporer
lentement si la pression partielle de la vapeur est inférieure a la pression de vapeur saturante.

q‘) Pour s’entrainer: ex. 1 et 6 )

Conseils et pieges a éviter

* Ne pas extrapoler abusivement les lois concernant le gaz parfait a un systeme diphasé
liquide/vapeur ! Notamment, une transformation isotherme est également isobare si les deux pha-
ses coexistent a 1’équilibre.

* La «chaleur latente massique de vaporisation» €, est la variation d’enthalpie lors d’une vapori-
sation dans les conditions d’équilibre a une température donnée, et donc a pression de vapeur
constante. Si la vaporisation s’effectue dans d’autres conditions (a volume constant par exemple),
I’échange thermique massique n’est pas égal a ¢, .

* Ne pas confondre enthalpie et enthalpie massique: la premiere est une grandeur extensive relati-
ve a un systeme fermé en équilibre et la seconde est une grandeur intensive; ces deux grandeurs
ne sont pas homogenes entre elles, la premiére s’exprime en J et la seconde en J.kg=!'. Il en
va de méme pour volume et volume massique, entropie et entropie massique, etc.
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o Changement d’état de l'eau

Un récipient thermostaté, de volume initial V; =1L, est
maintenu a la température 6y =100 °C . Il contient de I’air
sous la pression partielle p, =2.10° Pa et 1 gramme d’eau
partiellement a I’état liquide et partiellement a 1’état de
vapeur saturante sous la pression p, .

On négligera le volume du liquide et 1’on assimilera 1’air
et la vapeur d’eau a des gaz parfaits. La pression de vapeur
saturante de ’eau 2 100 °C est de 1,01.10° Pa . On donne
la constante des gaz parfaits: R =8,32 J.K~!.mol~!.

1 ¢ Calculer la masse my d’eau liquide.

2 e Calculer la pression initiale totale p; qui régne dans le
récipient.

3 ¢ On effectue une détente isotherme réversible jusqu’a
ce que la totalité de I’eau soit passée sous forme de vapeur
saturante.

Calculer le volume final Vy quand le liquide a juste
disparu.

4 ¢ Calculer la pression totale finale py qui regne alors
dans le récipient.

5 e Calculer la variation AUg,, de I’énergie interne de
I’eau au cours de cette opération. On notera €( 1’enthal-
pie massique de vaporisation de 1’eau a la température 6
et M la masse molaire de I'eau. €(=2,3.100J.kg~! et
M =28¢g.

On appellera T la température thermodynamique cor-
respondant a 6.

6 © Calculer le travail et le transfert thermique fournis au
systtme au cours de 1’opération, ainsi que la variation
d’entropie.

1) Comment calculer cette masse, directement ou en
cherchant celle de la vapeur ?

5) La variation d’enthalpie se calcule plus simplement
que la variation d’énergie interne.

Conseils

0 Diagramme
pression-température de l'eau

On veut tracer expérimentalement la courbe donnant la
pression de vapeur saturante de I’eau en fonction de la
température a 1’aide du dispositif ci-apres.
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pression Py

thermometre

vapeur d’eau
(seule)

robinet R

eau liquide mercure

(pure) chauffe-ballon

1 ¢ Indiquer précisément comment effectuer les mesures.

2 o Préciser 1’expression de la pression de vapeur satu-
rante en fonction de Py et & .

3 ¢ Dans quelle gamme de température, ce dispositif est-il
utilisable ?

1) Comment étre stir que I’équilibre liquide-vapeur est
établi a chaque mesure? Par quelles mesures com-
mencer: les hautes ou les basses températures ?

2) Appliquer la relation de la statique des fluides (quel-
le hypothese fait-on implicitement ?).

3) Peut-on descendre au-dessous de la température
ambiante ? aller au-dessus de la température d’ébulli-
tion de I’eau ?

Conseils

9 Courbe de refroidissement

La formule de Rankine donne la pression de vapeur satu-
rante de I’eau en fonction de la température :

P
ln(s) 13- 4871 4vec T en K et Po=1bar.
F, T

1 e Tracer Pg en fonction de 6, température en °C, sur
Iintervalle de température [0 °C; 150 °C] .

2 » Une certaine quantité d’eau pure en phase vapeur sous
la pression atmosphérique a 150 °C est refroidie de manie-
re isobare jusqu’a la température ambiante.

a. Tracer la courbe représentant la transformation sur le dia-
gramme du 1).
b. Donner I’allure de I’évolution de la température en fonc-
tion du temps.




Corps pur diphasé

c. Tracer la courbe représentant la transformation dans le
diagramme (P, ). Ondonne p=1dm?3. kg~! pour I’eau
liquide et on fera I’hypothese la plus simple possible pour
I’eau vapeur.

On fera figurer les courbes de rosée et d’ébullition ainsi
que quelques isothermes.

Données :

ce=418kI. kg . K1 ¢p ,=2kJ. kg l. KL

1) Utiliser une machine graphique en prenant garde
aux unités.

2) a) La transformation est isobare.

b) Combien y aura-t-il de parties différentes sur la
courbe ? Que peut-on dire des pentes respectives des
courbes ?

¢) Quelle hypothése simple peut-on faire sur I’eau
liquide ? sur I’eau vapeur? En déduire 1’allure des
courbes.

Conseils

6 Fusion de l'eau

Le tableau ci-contre donne

quelques valeurs de pres- 6 °C) P (bar)
sions et températures pour -3 410,0
I’équilibre de fusion de _2 273,1
I’eau. ] 136.6
Donner I’allure de la courbe

de fusion au voisinage de 0 1

ces valeurs.

Pourquoi n’y a-t-il pas, dans le tableau, de valeurs positi-
ves de 6?

Quelle allure de courbe observe-t-on pour la trés grande
majorité des autres corps purs ?

* Tracer la courbe et en déduire son équation.
* Quel est le signe de la pente ? Comparer aux autres
COIpS purs.

Conseils

6 Utilisation de tables
thermodynamiques

Des mesures calorimétriques tres précises ont permis
d’établir des tables thermodynamiques pour 1’eau.

Les grandeurs sont données pour la vapeur (indice g) et
pour le liquide (indice ¢) dans les conditions de 1’équilibre
liquide/vapeur:

hg et hy: enthalpies massiques.

s¢ et s, entropies massiques.

V¢ et vg: volumes massiques.

Par convention, on a pris /¢ =0J.kg™!
et sg=0J.K 1 kgl a0°C.

t| Pa ve Vg he hy sekT. | se(kT.
(°C)| (bar) |(m3 kg~ "|(m? kg~h)| (kI kg~!) | (Kjkg™!)| kg~ ! K1) |kg~LK~1)

25 10,0317 | 0,00100 | 43,41 104,74 | 25464 | 0,3669
100 | 1,0132| 0,00104 | 16,73 418,38 | 26744 | 13063
110|1,4326 | 0,00105 | 1,210 | 461,13 | 2689,6 | 14179

150 | 4,760 | 0,00109 | 0,3924 631,9 | 27445 | 1,8409

1 ¢ Compléter le tableau avec les valeurs de sp .

2 ¢ Le modele de la phase condensée idéale pour 1’eau
liquide et celui du gaz parfait pour 1’eau vapeur sont-ils
pertinents entre 25 °C et 110 °C ?

3 * Dans un récipient de volume constant V =10 L initia-
lement vide, on introduit 100 g d’eau, puis le systeme se
met a I’équilibre thermodynamique a la température
ambiante de 25 °C (T}) . On le chauffe jusqu’a la tempé-
rature de 110 °C (T,) . Déterminer le transfert thermique
regu par 1’eau pendant le chauffage. On fera une hypothe-
se sur le volume occupé par 1’eau liquide et on évaluera
I’ordre de grandeur de l’erreur commise avec cette
approximation.

4 ¢ Une chaudiere sous pression contenant de I’eau liqui-
de et de la vapeur d’eau en équilibre est maintenue a
150 °C. De l’eau liquide, prélevée dans la chaudicre,
s’échappe en passant par un détendeur; et le fluide ressort
a la pression atmosphérique, égale a 1,013 bar, avec une
énergie cinétique négligeable.

Déterminer la composition du fluide a la sortie du déten-
deur, si on suppose la détente adiabatique.

5 ¢ Dans un cylindre muni d’un piston mobile, initiale-
ment vide, on introduit 1 g de vapeur d’eau sous une pres-
sion Py =1,013 bar et a la température 7 (8, = 100 °C).
Déterminer le volume V| du cylindre.

On détend lentement le fluide jusqu’a une pression
P> =0,032 bar . Déterminer le titre en vapeur et le volume
dans I’état final si on néglige les transferts thermiques entre
le fluide et le cylindre.
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* Attention ! les températures sont données en °C, les
pressions en bar et /1 en kJ.kg~!.

* Pour chaque transformation, on décrira soigneuse-
ment 1’état initial et 1’état final.

* Question 3: Le volume occupé par le gaz est-il
rigoureusement constant ? approximativement
constant ?

* Quelle est la fonction d’état qui permet de détermi-
ner le transfert thermique lors d’une évolution iso-
chore ?

» Pour évaluer la variation d’une fonction d’état, on
peut considérer une suite de transformations sim-
ples ayant méme état initial et méme état final.

« La détente de la question 4 est adiabatique. Est-elle
isentropique ?

» Revoir la détente de Joule-Thomson (cours sur le
premier principe).

» Comment exprime-t-on 1’enthalpie massique d’un
mélange liquide/vapeur de titre x ?

Conseils

6 Changement d’état en présence
d’un gaz

Un tube cylindrique de faible section en verre, fermé a
I’'une de ses extrémités est ouvert a 1’autre bout. Le tube
est vertical, 'extrémité ouverte vers le haut. Il porte une
graduation millimétrique. Le zéro de cette graduation cor-
respond a I’extrémité fermée.

Un index de mercure isole une certaine quantité de fluide.
L’index de mercure a une hauteur égale 100 mm. On repe-
re la base de I’index de mercure par la graduation » .

La pression atmosphérique est Py = pyg g Hp , avec
Hy =760 mm .

On isole dans le tube une certaine masse d’air et d’eau. Ce
tube, toujours vertical, est enfermé dans une étuve dont la
température varie entre 98 °C et 102 °C.

La pression de vapeur saturante de 1’eau dans ce domaine
est donnée par:

Pg = a(l_(t)())a’ avec o = 3,5 et la température ¢ expri-
mée en °C.

La température du point critique de I’eau est ¢, =374 °C.
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index de

/ mercure

--n

g’ 100 mmI

--0
Pression atmosphérique P
1 ¢ Déterminer a en millimetres de mercure.

2 ¢ On assimile la vapeur d’eau a un gaz parfait et on
néglige le volume de I’eau a I’état liquide.

Sachant qu’a =98 °C , on a ngg = 500 et qu’a
t =102 °C, on a nyp = 750 , montrer que la vapeur est
seche a 102 °C et saturante a 98 °C.

3 o Tracer n = f(f) ; on déterminera en particulier la tem-
pérature ty et ng=f(ty) telle que pour ¢ > fy , la vapeur
est seche.

4 ¢ Calculer le rapport entre la masse totale d’eau et la
masse d’air enfermée dans le tube.

Il est conseillé d’utiliser ici comme unité de pression
le millimetre de mercure; la pression atmosphérique
est « équilibrée » par 760 mm de mercure.

1)A =100 °C, quelle est la pression de vapeur
saturante de I’eau ?

2) Lors de telles situations, on fait une hypothese et
on vérifie sa validité.

3) Tant que la vapeur est seche, la quantité de ma-
tiere vapeur est invariante ; quand la vapeur est satu-
rante, seule la quantité de matiere d’air est invariante.
4) Seules les quantités de matiere en phase vapeur
sont accessibles.

Conseils

0 Liquéfaction du dioxyde
de carbone

Un cylindre a parois diathermanes contient du dioxyde de
carbone CO; et se trouve constamment en contact avec un
thermostat a 0 °C.

La pression initiale du gaz est Po = 1,0.10 Pa , et son
volume V() = 100 litres.

On réduit réversiblement le volume du fluide jusqu’a
V =1 litre. Dans la phase vapeur, on assimilera le gaz CO,
a un gaz parfait.

1 » Représenter la transformation considérée dans le dia-
gramme (P, V) ou Vi, représente le volume molaire.




Corps pur diphasé

2 ¢ A quelle pression P a lieu le début de la condensa-
tion ?

Comparer a la valeur expérimentale de la pression de
vapeur CO 20 °C: Peyy=34,6.10° Pa.

3 e Quel est le titre en vapeur a la fin de I’expérience ?

4 ¢ Calculer le travail de compression ainsi que le trans-
fert thermique recu de la part du thermostat au cours de
cette expérience.

5 e Calculer la variation d’énergie interne AU , la varia-
tion d’enthalpie AH et la variation d’entropie AS au
cours de cette transformation.

Données

« Masse molaire de CO»: M =44.1073 kg.mol~! .
« Etat critique: P, =74.10% Pa et

Vine = 0,095 dm?.mol~! et T, =304K;

« Point triple: T, =216 K et P;=5,1 10° Pa.

» Volume massique de la vapeur saturante a 0° C:
V,=0,0104 m3.kg~1.

* Masse volumique du liquide de saturation a 0° C :
prL=912kg.m3.

¢ Chaleur latente massique de vaporisation :

Oy =232kJ.kg~! a0°C.

1) On commencera (par exemple !) par calculer tou-
tes les grandeurs molaires (ou massiques ou pour la
quantité de matiere considérée), puis on représentera
la transformation dans le diagramme.

2) La vapeur n’étant pas un gaz parfait (on utilise un
modele), il existera une différence entre la valeur cal-
culée et la valeur expérimentale : dans la suite du pro-
bleme, on conservera la grandeur calculée pour une
cohérence des valeurs numériques.

3) On supposera que la vapeur suit la loi des gaz par-
faits.

4) Pour les transferts thermiques, comme toujours, on
utilisera les variations des fonctions d’état.

5) On pourra remarquer, tous calculs faits, qu’il n’y a
aucune entropie créée.

Conseils

8 Surfusion du phosphore

On se propose d’étudier un phénomene de «retard a la
solidification» : certains corps purs sont susceptibles
d’exister a I’état liquide, sous une pression donnée, a une
température inférieure a leur température de fusion. Ce
phénomene porte le nom de surfusion. II nécessite des
conditions expérimentales particulieres et peut cesser lors
de I’introduction d’un cristal de solide, d’une impureté ou
en cas d’agitation du récipient contenant le liquide sur-
fondu.

Soit un récipient calorifugé contenant une masse m=10g
de phosphore liquide surfondu a la température ¢ =34 °C
sous la pression atmosphérique.

1 ¢ On fait cesser la surfusion et on observe un nouvel état
d’équilibre diphasé du phosphore. Déterminer la masse
respective de chacune des phases.

Données pour le phosphore :

Te =317 K; () = 20.91073 J.kg~! sous la pression
atmosphérique; cp i) = 0,798 J. g LK1 (valeur sup-
posée indépendante de la température dans l’intervalle
considéré).

2 ¢ Calculer la variation d’entropie correspondante.

3 ¢ Quel serait I’état final du systéme si on faisait cesser la
surfusion d’une méme masse de phosphore initialement a
la température ¢’ = 17,5 °C?

Donnée : cp (o1 = 0,840 Jg LK1,

1) Il faut modéliser 1I’évolution qui permet la cessa-
tion de 1’état de surfusion; on peut alors choisir la
fonction d’état sur laquelle travailler. Quelles sont les
caractéristiques de 1’état initial et de 1’état final?
Quel chemin doit-on choisir, en fonction des don-
nées, pour calculer sa variation ?

2) S est aussi une fonction d’état: le méme chemin
qu’au 1) doit permettre de calculer sa variation.

3) Le systeme sera-t-il encore en équilibre liquide
solide dans 1’état d’équilibre final ? Reprendre alors
la méthode du 1).

Conseils
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o Changement d’état de l'eau

1 ¢ On calcule la masse d’eau vapeur. La vapeur est saturan-
te donc la pression partielle de 1’eau est: p, = 107 Pa . Si ny
est la quantité d’eau vapeur: p, V; =nyRT . car on néglige le
volume du liquide.
Vi Mp,V;
Soit: nv=h et mv=L=0,58g.
RTy, RT,
La masse d’eau liquide est mg = mg —my = 0,42 g ce qui
représente un volume de 0,42 cm3 négligeable devant 1 L.

2 ¢ La pression totale est la somme des pressions partielles :
Pi=Pa+Pe=3.107Pa.

3 o La vapeur est saturante, sa pression est donc p, . Si n'y

est le nombre de moles de vapeur, n'y = % =35,55.10~2 mol,

et pVy=n'y RTo.

_ m RTO
Mp,

4 ¢ De la méme maniére que 2) ps=p, +p, avec

’ Pa Vi 2 2 .
pa = ——— car la détente est isotherme :

Vi

=1,72L.

Soit: Vf

V; s
Pf=Pa— *Pe=2,1610"Pa.
i

5 ¢ La transformation de I’eau est une vaporisation de la
masse m, alatempérature 6 donc:

AHeau = me Lo
AUcqu = AHeay — APV )eau

me RT() . M, RT()
APV)eau = — Vliquide £'1 =

état final  état initial

gaz liquide
i AU, fo- 20
soit: =m, =] o
eau e ( 0 M )

AN.: AUgyy=9407 .

6 © Au cours de la transformation, la pression est:

\%
P =Pgir + Peay = pg 71 +pe (p. estconstante car T

est constante).

Le travail fourni au systeme est:
i Vy

W=—f —PdV==P, (Vi=V)—pg Viln —.
Vi \"

1
AN.: W=-18017J.
Lair, considéré comme un gaz parfait, a une €nergie inter-
ne constante car la température est constante. D’ou:
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AUsysteme = AUeay =840 7 .
On obtient le transfert thermique par différence :
O=AU-W,soit: Q=1,12KkJ.
L’évolution étant réversible et isotherme, on peut écrire :
Q=TAS,dou: AS=3,0J.K 1.

6 Diagramme
pression-température de l'eau

1 ¢ 11 faut étre stir que 1’on étudie un corps pur et que 1’équi-
libre est établi a chaque mesure ; pour cela:

¢ I’eau pure (eau distillée) liquide est portée a ébullition, le
robinet étant ouvert; les canalisations sont alors purgées de
I’air et ne contiennent plus que de la vapeur d’eau seule;

¢ la température est proche de 100 °C ; on coupe alors le
chauffage, on ferme le robinet et on laisse I’eau se refroidir;
le refroidissement se faisant lentement, on peut considérer
que 1’équilibre est établi a chaque instant;

« il suffit alors de relever les valeurs de /1 etde 6 régulie-
rement.

2 e L’application de la relation fondamentale de la statique
des fluides au mercure, supposée incompressible, conduit a

Py =Py —2ppggh .

3 o Il est clair, d’apres la description qu’on a faite de 1’utili-
sation du dispositif, que la température maximale sera de 1’ or-
dre de 100 °C et la température inférieure de 1’ordre de 20 °C.

9 Courbe de refroidissement

1 * La courbe est donnée ci-dessous.

F (bar)
41
31
phase liquide
21
E phase vapeur
1 - /
0 f f f } f f e(ooc)
20 40 60 80 100 120 140

2 ¢ a. La transformation, isobare, est représentée ci-dessus;
le point E correspond a I’équilibre liquide vapeur sous 1 bar.

b. Lorsque la vapeur se refroidit, la température diminue avec
le temps; pour 6 = 100 °C , ’équilibre liquide-vapeur est
atteint, la premiere goutte de liquide apparait. La températu-
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re va rester constante tout le temps que dure le changement
d’état. Enfin, la température se remettra a décroitre lorsque la
derniere bulle de vapeur aura disparu.

On peut se demander si la pente est plus grande pour le refroi-
dissement du liquide ou de la vapeur: la chaleur massique de
I’eau liquide est supérieure a celle de I’eau vapeur; sil’on sup-

pose la puissance thermique, % , constante,

dt{=C€d% >dl‘V=CV% ;

la courbe aura alors 1’allure suivante :

T (°C)
150 4
100 T
-
vapeur

-

équilibre €<—>v

B

liquide

c. L’eau liquide peut étre considérée comme incompressible :
la courbe de saturation est une verticale d’équation
v=1073 m3.kg~! . L’isobare liquide est horizontale (mais
n’apparait pas sur le diagramme ci-dessous) a P =1 bar .
Le changement d’état correspond a un palier de pression.
L’eau vapeur sera considérée comme un gaz parfait; la cour-
be est horizontale puisque la transformation est isobare. Elle
va pour la vapeur de:

R(273 + 150) _

v=—"ppr— =195 m3.kg~!
. _ R(Q273+100) _ 341
A U_W—l,ﬁm kg™t

On a fait figurer sur le graphique ci-aprés quelques points de
la courbe de rosée, calculés avec la formule de Rankine et 1’¢é-
quation d’état des gaz parfaits; les isothermes sont obtenues
grace a I’équation des gaz parfaits pour la vapeur et sont ver-
ticales pour le liquide.

A P (bar)
2,0 7

1,87

isotherme 150 °C

/ isotherme 125 °C

iQ

g {L+V) isotherme 100 °C
1448

2 .

= palier de

% liquéfaction v
1,0 +=

{8 isotherme 100°C

V (mi.kg™)

0,6 et -

0 10 2,0

G Fusion de l'eau

La courbe est une droite de pente — 136,6 bar. K~! et
d’équation Pjjqgo1 = 1 —136,6 (T —273) , avec P en bar et
T en K. On remarque que:

¢ la courbe est quasiment verticale, comme pour les autres
corps purs (avec une échelle appropriée!) ;

* sa pente est négative contrairement a la majorité des corps
purs;

« il n’y a pas de valeurs positives de 6, puisque la tempéra-
ture du point triple de ’eau vaut 0,01 °C.

L’équilibre de fusion est impossible au-dela de cette tempéra-
ture. Pour les autres corps purs, 1’équilibre de fusion est
impossible en deca de la température triple.

P (bar) A
+ 600

r 500
400
300
r 200
r 100

-5 4 -3 -2 _1 0 co)

Remarque : Le caractere négatif de la pente tient a ce que le
volume massique de I’ eau solide est plus grand que le volu-
me massique de I'eau liquide (voir la relation de Clapeyron
en 29¢ année et le cours de chimie sur la liaison hydrogéne) :
on sait ce qu’il advient d’ une bouteille pleine d’eau liquide
mise au congélateur. ..

9 Utilisation de tables

thermodynamiques
1 ¢ Dans les conditions de 1’équilibre isotherme et
hy — hy
isobare: Ah=T As ,d’ou: Sg =8¢+ i
e tabenu en exprimant 7 || €8 KD
; . 25 8,556
en Kelvin
(T =t+273) 100 7,350
110 7,233
150 6,832

2 ¢ Entre 25 °C et 120 °C, vy varie de 6 % alors que le
volume est constant pour une phase condensée idéale.
Remarquons toutefois que, ve €tant tres petit devant v,
le travail associé aux variations de v est en général négli-
geable dans les bilans d’énergie.
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Si le modele est correct: s¢ (T) = C In AL

Ty
avec Ty = 273,15 K . Examinons donc les valeurs
s
expérimentales de f| (T) = —€T :
In —
Iy
25°C: f; =4,1895 kI.K-L.kg!;
110°C: f; =4,1899 kI.K~ L. kg~ !.
L’accord est excellent.
P v
Si la vapeur est un gaz parfait, alors e
T M
est constant. Examinons les valeurs expérimentales de
frmy= T
2 T

25°C: f, =461 J.K-Lkg™!;
110 °C: f, = 452 J.K~1.kg~!. L’accord est relativement
bon.

3 On suppose que, la quantité d’eau vaporisée étant
faible, le volume occupé par le gaz est constant, soit
Ve=990L.

Affectons I’indice 1 a I’état initial et ’indice 2 a I’état
final.

1%
g
P1=0,0317 bar; mg; = V—gl =0,228g => mg; =99,77 g
= Ve = 0,0998 L . L'erreur sur les volumes est de
l’ordre de 2.10~4 L, soit une erreur relative de 2.10~> sur

Vy.

A Détat final : P, = 1,4326 bar, mg = & =8,182 g
Va1

= mepp=91,2g= Ve =0,0912 L. L’approximation sur
le volume Vg, est encore justifiée a 8.10~* pres en valeur
relative. Si on s’en tient a une précision de 1’ordre de
0,1 %, cette hypothese est 1égitime.

Pour une évolution isochore, le transfert thermique est
égal a la variation d’énergie interne, donc:

0 =AU=AH - APV)=AH —V(Py— P))

Evaluons AH en imaginant une suite de deux transfor-
mations fictives ayant méme état initial et méme état final.

25° AH 110° AHp 110°
mp — | My — | Mp
mgl mgl mg2

AHA = mygy (hez = het) + mgy (hgy — hgy) = 35,60 KJ;
AHg = €yp (mg — mg1) = (hgy — hyp) (Mg — mgy) =
17,73 kJ .

On en déduit AH = AHp + AHg puis O =51,9kJ.
L’erreur relative sur les masses dans 1’état final est de 1’or-
dre de ’erreur relative sur Vy, , soit de I’ordre de 0,1%.
Le troisieme chiffre significatif est donc crédible.
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4 ¢ On reconnait une détente de Joule-Thomson, qui
conserve la fonction enthalpie.

Faisons 1’hypotheése que le fluide sortant est un mélange
liquide/vapeur en équilibre interne de titre en vapeur x; .
Il est a la température de 100 °C (T?).

L’enthalpie d’une masse m de ce fluide a pour expres-
sion: H =myy hyy + Mgy hg2 =m[(1 —xp)hg + xo /’lg] o
Son enthalpie massique est: h = hg + x(hg — hy) .

Le titre x; est donc solution de 1’équation: hgq = hypp + xp
(hg2 —heg) .

On obtient: xp = 0,10.

1 g de fluide sortant contient 0,1 g de vapeur et 0,9 g de
liquide. La valeur trouvée étant comprise entre O et 1,
I’hypothese est validée.

5 e La détente lente est une suite continue d’états d’équi-
libre. On peut I’assimiler a une adiabatique réversible,
c’est-a-dire 2 une isentropique. Ecrivons 1’égalité de I’en-
tropie initiale S; et de ’entropie finale S, .

L’état initial est composé de vapeur saturante, a 100 °C.
V1=mvg1= 1,67L et §;= m gy .

L’état final est un état d’équilibre de température 25 °C et
de titre en vapeur x; inconnu. Son entropie est:

S =mlsez + x2(sg2 — 5¢2)] -

Il suffit d’égaler les deux valeurs de l’entropie et on
obtient: xp =0,74 .

On en déduit V5 =m(0,74 ver + 0,26 vyp) soit: V,=32L.

6 Changement d’état
en présence d'un gaz

1 ¢ La pression de vapeur saturante est donnée par la for-
o
mule: Py=a (1—(1)0) ;a t =100 °C, la pression de vapeur

saturante est égale a la pression atmosphérique (soit 760 mm
de mercure) ; donc a = 10° Pa, ou a =760 mm de mercure.
On remarque qu’au cours de la transformation proposée, la
pression dans le tube est invariante, et égale a 860 mm de
mercure (P =pyg ¢ H , avec H =860 mm) .

2 * On suppose que la vapeur est seche a 98 °C:
Si elle est seche a cette température, elle le sera encore a
102 °C: la quantité de matiere en phase vapeur est donc inva-
riante lors de la transformation; on doit donc vérifier que
(comme la pression dans le tube est invariante) :

vV . Moy N2
— =cte, soit: — = ,
T Tog  Tip2
ce qui est faux car:
500 750

# 5
273 +98 273 +102
la vapeur est donc au moins saturante a 98 °C.
On suppose que la vapeur est saturante a 102 °C.




@ Corps pur diphasé

On connait la pression de I’air P, = P — P égale a la pres-
sion totale moins la pression de vapeur saturante. La quantité
de matiere d’air ne variant pas, on doit vérifier:

Pair,08 Vog _ Pair, 102 V102

)

T98 Ti02
— Pair,98 198 _ Pair, 102 102 :
T98 T2

on remarque de suite que :
35 35
(860 ~760 (ﬁ> ) 500 (860 ~ 760 <@> ) 750
100 100 .
273 + 98 273 + 102

I’hypothése est a nouveau fausse. A 7= 102 °C la vapeur est
donc seche.

3 ¢ On trace n=f(¢).On pose t= 100+ 6 .

» Quand on est en présence de vapeur seche, on a une quanti-
té de matiere constante (sous pression constante) dans le tube
donc:

14 = cte, soit: Mo ,
T Tt Tin
ce qui donne :
n=22 07341 =2373 + 6):
375

c’est une fonction affine.

» Quand la vapeur est saturante, la pression de I’air est connue
et égale a: P, (t) = P — Py (f) . La quantité de matiere d’air
ne variant pas, on a:

Pairog 198 _ Pairs o 0.
Tog Tt
35 35
(860 760 (ﬁ) ) 500 (860 - 760 (M) )”
100 _ 100
273 + 98 273+ 100 + 6

On utilise les développements limités :

) \35 0 \33
(860 — 760 (1 - 7) )500 (860 760 (1 + —) )n

100 _ 100

371 373+ 6 ’

(100 N 7.760 )500 (100 _ 3,5.760. 6>n
. 100 _
Solt = 5
371 373+6
et donc: n = 206,47 _373+8 .
100 - 26,6 ©

On vérifie bien que pour 6=-2, n=1500.
On trace ces deux courbes:

: i
215 100 05 100 05 10 15 20

A
6 =-0,12°C

On cherche le point d’intersection entre les courbes:

n=20647 —1B+0  _537340),
100 — 26,6 6
soit: 5362+19,8.1030+2,4.10°=0,

dont la solution (dans le domaine qui nous intéresse) est:
— 0,12 °. Ainsi #)= 99,88 °C .

4 ¢ Pour calculer le rapport entre la masse totale d’eau et la
masse d’air enfermée dans le tube, on s’intéresse aux quanti-
tés de matiere.

A t=102°C,la quantité totale de matiere est:

PVipy _ PHg & 860.103 S 750.1073

R 8,32 (273 + 102)

Najr + Neau =

=2,07.10~* pyg Sg (en usi).

« A 1=98°C, la quantité totale de matidre d’air est:
- (P —Pg,98)Vo3
air RT98

9%
100
8,32 (273 + 98)

Prg € (860 _ 760(

3,5
) ) 103 S 500. 10-3

=246.1077 pyy Sg (en usi).

Nair t Neau _ 20,7 — 841 . soit Neau - 741
Nair 2,46 T Nyir T

On a donc

ce qui donne un rapport des masses:

Meay _ 7,41.18
Maiy

=4,60 .

La masse d’eau est égale a 4,6 fois la masse d’air.

0 Liquéfaction
du dioxyde de carbone

1 » On commence par exprimer les divers grandeurs molaires ;

3
dans 1 kg de CO,, ily a 1 10° =22,7 moles .
M 44
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Etat critique: Vi e=9,5.107 m3.mol~!.

Volume molaire de la vapeur saturante a 0 °C:

Viny =45,8.107 m3 . mol~ 1.

Volume molaire du liquide de saturation a 0 °C:

VinL = 4,82.1075 m3. mol .

Chaleur latente de vaporisation molaire:

Lym=102kJ.mol~! 20°C.

On suppose, au départ, le CO, a 1’état de gaz:
PoVo

la quantité de matiere est: n = s
RTy

cela donne: n = 4,4 moles , soit une masse m = 0,194 kg .

« Dans 100 litres, cela donne un volume molaire :

V1 =2,23. 102 m3.mol=!: le CO, est bien a Iétat gaz.

e Dans 1 litre, cela donne un volume molaire :

Vo =2,23. 104 m3.mol~! compris entre ceux du liquide
et de la vapeur: il y a coexistence des deux phases.

Sur le graphique, la transformation est représentée en trait
plein: pour la transformation 1, tout est a 1’état vapeur ; pour
la transformation 2, il y a coexistence des deux phases liqui-
de et vapeur.

V= vapeur
L = liquide
S=solide

P,

P_=74.10° Pa,

P=346105Pa.}---}--

P,=5.110°Pa.

: D Wiy =458 105 m¥mol !
Vi =482. 105 mimol!
. Voo =223 . 1072 m3.mol-!

Ve =9.5. 107 m3.mol-!

Vinp=223. 10-5 m3.mol-!

2eLe volume molaire de vapeur saturante est
Vv =458. 10-5 m3.mol~!. On suppose que cette vapeur
obéit aux lois des gaz parfaits, ainsi:

p_ RTo _ 831273
Vv 458.107

Cette valeur est différente de la valeur expérimentale atten-
due Pexp = 34.,6. 10° Pa ; cette valeur met en cause la modé-
lisation de la vapeur comme gaz parfait ; néanmoins on
gardera la valeur trouvée pour éviter toute incohérence dans
les résultats suivants.

=49,5.10° Pa.

3 © On cherche le titre en vapeur a la fin de I’expérience : on
pose le titre xy comme rapport entre les quantités de ma-
tiere :

Nyapeur  ny

Xy = SE=c
Mtotal n
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Le volume molaire s’écrit alors:
V2 =xy Vmy + (1 =xy) Vin L,
ce qui donne:
Vin2=VmL  223.10°-482.10° _
Viov—Vmp  45.8.10°5-482.10°

le titre en vapeur est égal a xy = 0,43 .

Xy =

0,43 ;

4 ¢ On calcule le travail de compression molaire regu par le
fluide.
De I’état initial a I’apparition de la premiere goutte de liqui-
de, on suppose que le gaz suit la loi des gaz parfaits, donc:

Vm,v Vm,v dvy,
Wl,m=—f Pdvm=—f RTp—2=

Vi1 Vi, Vm

2,23.10*2)

45.8.1073

Vm,V

=—RToln< >=8,31.273 ln(
m,l

=8,825kJ.mol~!,

ce qui donne:
W, = 38,8 kJ, pour 4,4 moles .

Ensuite 1’évolution se fait a pression constante. Le travail de
compression molaire lors de cette évolution est:
Wom=-P(Vma—Vny) =49,5.103(22,3.107 - 45,8.107)

= 1,16 kJ .mol 1,
soit donc Wj = 5,12 kJ pour la quantité de matiere considé-
rée.
Le travail de compression total est donc:

W=439Kk].
Lors de la premiere phase, 1’énergie interne ne varie pas
(AU = 0) ; le transfert thermique est donc opposé au travail
de compression, soit:
O1m=-188 kJ.mol~!, et 0; =388 KJ.
Lors de la seconde phase, le transfert thermique molaire est
égal a la variation d’enthalpie molaire lorsque 1 — xy moles
passent de 1’état vapeur a 1’état liquide, soit:
Q2,m =AHy=—(1-xy) Ly
=-0,57.102kJ.mol~! =58 kJ.mol~!,
soit,  Qpm=-25,6kJ.mol!
pour la quantité de matiere considérée.
Le transfert thermique total est:
0=-654KkJ.

5 © On cherche les variations de diverses fonctions d’état :
AU=W+(Q=439-64,4=-205kJ
=Wy + 0y car AU =0.
Lors de la premiére phase AH| =0,

donc: AH=0,=-256KJ.
Pour le calcul de AS, lors de la premiere phase:
V
AS{m=+RIn <LV> = % (transformation isotherme),
' m,l TO
d’ou: AS| = &
To
AH
et: ASy = —2 & ,
Ty Ty




@ Corps pur diphasé

3
As= 2 __256.10

i 273

La variation d’entropie est égale a I’entropie d’échange.
La transformation est réversible.

ce qui donne:

=938 K 1.

9 Surfusion du phosphore

1 On prend la quantité totale de matiere de phosphore
comme systeme.

« L’évolution se fait a pression extérieure constante avec égali-
té des pressions initiale et finale avec cette pression extérieu-
re: AH=Qp.

» L’évolution est adiabatique — récipient calorifugé —, donc
Op=0.

L’état initial est connu et 1’état final étant diphasé, sous la pres-
sion de 1 bar, il est caractérisé par la température finale Ty et
une masse mg de phosphore solide a déterminer.

On peut choisir un chemin particulier pour calculer AH .

[m phosphore — [mg phosphore
liquide chemin réel solide et m — myg
at+273] phosphore liquide a Tf |

état initial état final

chemin
imaginé
permettant

/ le calcul \

de AH

[m phosphore
solide a TF ]

L’échauffement du liquide de ¢ + 273 a Ty correspond a
AHy = mcepgiq) (Tr — t = 273) et la solidification d’une
masse mg de phosphore a Ty sous la pression de 1 bar a
AHy = —mgl(Tp) .
En écrivant AH| + AH, =0, on obtient:

ch(liq)(Tf —t-273)

mg = =38¢g.
It

2 © En reprenant les deux mémes étapes, nous obtenons, pour
la variation d’entropie:

AS = mepgig ln[ Tt } _ mg C(Ty) .

t+273 Ty
L’application numérique donne :

AS =+ 0,255 -0,251 =+ 0,004 J.LK~!.
Le premier terme est positif puisqu’il correspond a 1I’augmen-
tation de température d’une phase liquide et donc a une perte
d’information (augmentation du désordre), et le deuxieme
terme est négatif puisque le passage du liquide au solide cor-
respond a une augmentation d’ordre, donc de I’information. La
somme des deux est bien positive, le systeme étant thermique-
ment isolé.

3 o Si la température est de 17,5 °C, on peut penser que 1’état
final sera «tout solide » a une température inférieure a T .
En utilisant la méme méthode qu’en 1), on choisit le chemin:

[m phosphore
Equige chemin réel [m ,phosphore
ar +273] solideaT<TF ]

état final

état initial

chemin

imaginé

permettant
«— lecalcul ———>

de AH

l

AH = m [Cpiq) (T —t' = 273) I(T) + Cpsony (T = Tr) = 0

[m phosphore
solide a TF |

[m phosphore
liquide a T |

AH = mlcpiq) (Ts—t' = 273) = I¢(Tp)

+ cp(sol) (T - Ty)] = 0.
Soit T =316,8 K . Le systeme est bien sous une seule phase
solide (tres proche de sa température d’équilibre solide-
liquide).
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Machines thermiques

« Connaitre les trois types de machines dithermes.

» Connaitre quelques mécanismes permettant de les
réaliser concrétement.

« Savoir définir et calculer le rendement ou I’efficaci-
té d’une machine.

« Savoir déterminer le maximum théorique du rende-
ment ou de D’efficacité d’une machine fonctionnant
avec deux sources données.

« Bilans d’énergie et d’entropie.
* Propriétés des gaz parfaits et des phases condensées.

 Relations de LAPLACE pour une transformation
isentropique d’un gaz parfait.

0000000000000 000000 LES OUTILS MATHEMATIQUES

« Les techniques classiques de calcul, et en particulier
la manipulation des inéquations: que devient a < b
lorsque I’on multiplie les deux termes par — 1 ?

« Caractéristiques

L’intérét d’une machine thermique est de permettre une conversion d’énergie. Pour obtenir un fonc-
tionnement continu en régime permanent, une machine thermique effectue des cycles. Les transfor-
mations subies par le fluide permettent les échanges énergétiques entre la machine et le milieu
extérieur.

« Moteurs et récepteurs

« Une machine thermique est un moteur si elle fournit du travail. Cela revient a dire que le travail total
échangé par la machine au cours d’un cycle est négatif.

* Par opposition, un récepteur est une machine qui recoit du travail. Les récepteurs usuels sont les
machines frigorifiques et les pompes a chaleur.

«Bilans énergétique et entropique

Soit une machine échangeant, au cours d’un cycle, les transferts thermiques Q; avec des sources de
températures 7T; , et le travail total W avec le milieu extérieur. Ces grandeurs (W et Q;) représen-
tent ce qui est regu par le fluide (systeme avec lequel il faut raisonner dans le cas des machines
thermiques) au cours d’un cycle.
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ESSENTIEL G Machines thermiques

* Le bilan énergétique pour un cycle de la machine thermique est W+ Y; 0;=0.

* Le bilan entropique pour un cycle de la machine thermique est ; Qi <0.

Un moteur monotherme est impossible. !

QPour s’entrainer: ex. 3,4 et 6 )

« Machines dithermes
Soit une machine thermique ditherme fonctionnant entre deux sources de chaleur a températures
respectives Ty et Tp,avec Ty >T,.

Au cours d’un cycle, le fluide échange avec I’extérieur un travail W, et avec les sources les échanges
thermiques Q; et 05 .

Tl >T2

source thermique idéale
a température T

0

source thermique idéale
a température T,

(03

schématisation du fluide
décrivant les cycles.

extérieur

« Motheur ditherme

Le rendement p d’un moteur ditherme est inférieur a une valeur limite fonction de la température
des sources; pour obtenir un travail W (W < 0) , il faut récupérer I’énergie thermique Q; de la part
de la source chaude (Q; > 0) avec T; > T»:

T
W+Q1+Q2=0’&+&s() et pz_ﬂ,psl__2<1.
nn T 0y Ty
T1>T2
source a T source a T,
<0
0,50 0,
W<0
extérieur

Le rendement maximal serait obtenu pour le cas limite du moteur réversible. Ce rendement est obte-
nu pour un moteur de Carnot. Un cycle de Carnot est constitué de deux isothermes réversibles et de
deux isentropiques.

0 Pour s’entrainer: ex. 1, 2, 5 et 8)
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Machines thermiques o ESSENTIEL

« Machine frigorifique ditherme
Lefficacité eg d’une machine frigorifique ditherme est limitée par une valeur qui dépend de la tempé-
rature des sources.

11 faut dépenser 1’énergie (W > 0) , pour que la machine regoive 1’énergie thermique @, de la
source froide (Qp > 0) avec T| > Tj:

T
W+Q1+Q2=o,&+&so et €F=&= 1 ep< 1 __ L
I, T, W _01_ iy Th-T,
(&) )
T,>T N
source a T 1= 2 __source a T2,
(généralement (é1ément que I’on
« l'extérieur ») désire « refroidir »)

Ql<0 Q2>0

extérieur

Lefficacité est maximale pour le cas limite de la machine réversible.

«Pompe a chaleur ditherme
Lefficacité er (ou coefficient d’effet thermique) d’une pompe a chaleur ditherme est limitée par une
valeur qui dépend de la température des sources.

Il faut dépenser I’énergie (W > 0) , pour que la machine fournisse I’énergie thermique Q; a la
source chaude (Q; <0) avec toujours T| > T5:

N ,>T,
__source a Tl’ source a T
(elpment que I’on (généralement
désire « chauffer ») « 'extérieur »)
Ql <0 Q2 >0
W>0
extérieur
T
W+Q1+Q2=O,&+&s0 et eT=_&= 1 LT < L L.
T, Ty w1, 9 1-L T-T,
o) T,

Lefficacité est maximale pour le cas limite de la machine réversible.

0 Pour s’entrainer: ex.7 )
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ESSENTIEL o Machines thermiques

Conscils et piéges a éviter

* Pour un cycle, ou un nombre entier de cycles, la variation d’une fonction d’état est nulle. On peut
donc toujours écrire que, pour un cycle: AS =0, que la machine soit réversible ou non. Cette
relation ne fait que traduire la propriété « fonction d’état » de 1’entropie S .

* Lorsque I’on étudie un élément d’une machine (correspondant a une partie du cycle), il ne faut
pas confondre le travail utile et le travail total recu par le fluide qui inclut le travail des forces de
pression. Remarquons toutefois que, pour un cycle complet, le travail total des forces de pression
est en général nul, ce qui permet d’identifier le travail utile et le travail total.

* Plut6t que de mémoriser des formules, il faut retenir qu’un rendement (ou une efficacité) est

ce que I’on regoit de la machine

défini par:
ce que I’on dépense
Pour déterminer cette grandeur, toujours positive, il faut :
« analyser la machine du point de vue de 1'utilisateur ;
« déterminer a priori le signe des travaux et des échanges thermiques.
Ainsi, pour un moteur :
*W <0, Ochauge > 0

o I'utilisateur recoit | W | =—W et dépense Ochaude
-W
. p = —
Qchaude
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o Cycle de Stirling

Un systéme gazeux, constitué¢ d’une masse m =1 g d’air
assimilé a un gaz parfait, est utilisé dans une machine ther-
mique effectuant des cycles réversibles.

Le cycle est constitué de deux isothermes (I — 2 et

3 — 4) et de deux isochores (2 — 3 et
4—-1):

état | P(bar) | V(dmd) | T(K)

(1 40 0,08

2

3) 1 300

“4)

1 o Tracer le cycle dans le diagramme de Clapeyron. De
quel type de machine s’agit-il?

2 » Montrer que les transferts thermiques des évolutions
isochores sont opposés.

3 © On admet que ces échanges thermiques se font avec un
régénérateur interne a la machine et que les seuls transferts
thermiques avec le milieu extérieur ont lieu durant les pha-
ses isothermes.

Déterminer le rendement du cycle.

4 » Montrer que le résultat précédent était prévisible sans
calculs.

Données :

Masse molaire moyenne de I’air: M =29 g. mol~1!.
Rapport des chaleurs massiques isobare et isochore :
y=14;R=8314T. K1, mol-L.

1) Remplir le tableau de I’énoncé et tracer le cycle a
I’échelle.

2) Quel est le travail échangé lors d’une transforma-
tion isochore? De quelle variable dépend 1’énergie
interne d’un gaz parfait ?

3) Appliquer le premier principe, puis calculer les
transferts thermiques isothermes.

4) Quelle expression retrouve-t-on ? Pourquoi ?

Conseils

6 Cycle de Diesel

Ce moteur, imaginé par Rudolf Diesel a la fin du XIX€ siecle
est, comme le moteur a essence, un moteur a combustion
interne a 4 temps : admission d’air frais, compression, injec-
tion de carburant et combustion, détente et échappement.
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Pour simplifier, on considere que ’air effectue un cycle
fermé sans modification chimique. La combustion est rem-
placée par un apport de chaleur, et les deux phases échap-
pement et admission sont remplacées par un refroidissement
isochore.

Le cycle fictif ABCD , idéalisé, se décompose en 4 trans-
formations successives:

Compression adiabatique réversible AB , échauffement iso-
bare BC , détente adiabatique réversible CD et refroidis-
sement isochore DA .

Va Ve .

On pose a = — et b= — . Lair contenu dans le
VB VB

cylindre est un gaz parfait de rapport ¥ constant.

1 e Tracer I’allure du diagramme de Clapeyron (P, V) du
cycle.

2 » Définir et calculer son rendement p en fonction des
rapports a et b . Etudier tres sommairement la fonction
p(a) pour b fixé.

3 e Calculer p et les températures pour T4 = 300 K,
a=20 et b=3.0Onprendra ¥ =1,4. Pourquoi ce moteur
n’a-t-il pas besoin de bougies d’allumage? Pourquoi le
carburant est-il injecté apres la combustion et non admis
avec I’air en début de cycle ?

Quelle serait la puissance théorique d’un moteur de cylin-
drée V4 =2 litres et tournant a 3600 tours par minute ?

* Le rendement d’un cycle fermé ditherme peut s’ex-
primer en fonction des échanges thermiques Q; et
0, , eux-mémes fonction des températures. Il faut
donc commencer par déterminer les températures en
fonction de 1’'une d’entre elles.

o Le plus simple est d’exprimer les températures en
fonction de Tp .

* Pour le calcul de la puissance, il faut déterminer la
quantité d’air contenue dans le cylindre puis le tra-
vail fourni par le moteur au cours d’un cycle. Lors
de I’admission (point A) , la pression est égale a la
pression atmosphérique. Attention aux unités !

Conseils

9 Réfrigérateur a absorption

Un réfrigérateur a absorption est une machine frigorifique
tritherme sans échange de travail avec I’extérieur. L’énergie
est fournie sous forme thermique, et a haute température
To, aunbouilleur. L’ évaporateur est en contact thermique
avec la source froide, de température T, . Le condenseur
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est en contact thermique avec le milieu extérieur, de tempé-
rature 7T . Ces diverses températures sont telles que
THh<T <Ty.

On ne décrit pas les mécanismes physiques qui permettent
de faire en sorte que le fluide recoive de I’énergie par trans-
fert thermique au niveau de I’évaporateur.

Définir et calculer I’efficacité frigorifique maximale, fonc-
tion des trois températures Tq, 71 et T,.

Il faut bien visualiser le sens des différents échanges
énergétiques : quelle est I’énergie dépensée par 1’ utili-
sateur? Quel est le gain énergétique pour la machine
(se souvenir qu’il s’agit d’un réfrigérateur) ?

I1 reste alors a appliquer les deux principes de la
thermodynamique au fluide qui parcourt les cycles de

la machine.

Conseils

9 Température maximale
d’un systeme isolé

Trois corps homogenes de méme capacité thermique C for-
ment les sources d’une machine thermique. L’ensemble
constitue un systeme isolé mécaniquement et thermique-
ment.

Les températures initiales étant T3 =300 K, T59=200K
et T1o= 100 K, déterminer la plus haute température que
puisse atteindre 1’une des sources.

Proposer une machine susceptible d’atteindre ce résultat.

* On parle ici de « source » par abus de langage
puisque leur température est variable.
L’énoncé ne mentionne pas la capacité thermique
des éléments qui composent la machine. Il faut
donc la considérer comme négligeable devant
celle des sources. Dans ce cas, méme si la machi-
ne n’effectue pas rigoureusement des cycles, on
pourra encore négliger la variation d’énergie de
la machine au cours d’un nombre entier de
pseudo-cycles.

« Effectuer un bilan d’énergie et un bilan d’entro-
pie pour le systeme isolé.

Conseils

6 “Moteur a vapeur

Une masse M d’eau décrit un cycle dans la région
liquide-vapeur. Le cycle est représenté par le rectangle
ABCD dans le diagramme entropique (7, S) (cf. la
figure ci-apres). Les transformations AB et CD sont des
isothermes et les transformations BC et AD sont des
isentropiques.

S

La courbe en trait pointillé représentée sur la figure est la
courbe d’équilibre liquide-vapeur. Les points E et F sont
sur cette courbe et sur la méme isotherme que les points C
et D.

Dans le tableau ci-dessous, on donne pour les points A, B,
E et F:latempérature T(K),1’énergie interne massique
u(kJ .kg~1) , entropie massique s(kJ.kg=L.K~1), 1I’en-
thalpie massique 7 (kJ.kg™1):

points | T (K) | u(kJ.kg™") |s(kJ.kgL.KY| & (KkJ.kg™?)
A 453 7,60.10% 2,14 7,82.10%
B 453 2,58.10° 6,59 2,77.10°3
E 313 1,67.10% 0,572 1,67.102
F 313 2,43.10° 8,22 2,56.10°

1 ¢ Interpréter les diverses zones du graphique (7, S) .

¢ Donner la fraction de masse du syst¢me dans la phase
vapeur aux points A et B; on notera respectivement Xy 4
et xyp ces fractions.

« Calculer en fonction des entropies aux points A, B, E et
F . la fraction de masse du systeme dans la phase vapeur
aux points C et D; on notera respectivement xyc et
xyp ces fractions.

2 Calculer les énergies internes massiques et enthalpies
massiques aux points C et D du cycle en fonction de

Xyc et xyp.

3 e Exprimer en fonction des enthalpies massiques et
énergies internes massiques aux points A, B, C et D, les
transferts thermiques et les travaux regus dans chacune des
parties du cycle.

4 ¢ Calculer le rendement de ce cycle.
Comparer ce rendement a celui d’un cycle de Carnot entre
les mémes températures 453 K et 313K.

1) et 2) En utilisant la propriété d’extensivité de 1’en-
tropie, on trouvera une regle des moments dans un
diagramme (T, s) .

3) On s’intéressera a des grandeurs massiques. Il fau-
dra véfifier a la fin des calculs que sur le cycle décrit
par le fluide, les variations des fonctions d’état sont
nulles.

4) Le cycle proposé est-il un cycle de Carnot ?

Conseils
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@ Etude thermodynamique
d’un complexe piscine-patinoire

Données : Chaleur massique de I’eau liquide :
c;=4,18.103J. kg 1. KL

Chaleur massique de la glace:

¢ =2,09.103J. kg 1. KL,

Chaleur latente massique de fusion de la glace sous la
pression atmosphérique: L =3,34.107J.kg~!.

Lors du fonctionnement, en régime stationnaire, d’une
installation sportive (complexe piscine-patinoire):

« la masse d’eau n1; =2,0. 10° kg de la piscine est a la
température uniforme 77 = 300,00 K;;

« la masse d’eau my =2,5. 10° kg de la patinoire est a la
température uniforme 7, = 263,00 K .

On admettra que, sous la pression atmosphérique, le chan-
gement d’état eau liquide-glace se fait a une température
Ty=273,15K.

A ¢ Préliminaire

Déterminer les capacités calorifiques C;,Cy et C 5 des
masses d’eau de la piscine (Cy) , de I’eau de la patinoire
sous phase liquide (C;) et de I’eau de la patinoire sous
phase solide (C '2) .

AN.: Calculer C;,Cy et C».

B * Mise en température de la glace de la patinoire et
de ’eau de la piscine

On considere une pompe a chaleur fonctionnant de manie-
re réversible avec comme source froide I’eau de la pati-
noire et comme source chaude 1’eau de la piscine.

A Dinstant initial (qu’on choisira comme origine des
dates) les deux masses d’eau (liquide) sont & la méme tem-
pérature T; .

On suppose que les sources n’échangent de la chaleur
qu’avec la machine.

1 ¢+ Evolution des températures lorsque les deux mas-
ses d’eau restent liquides

Aladate 1, 1’eau de la piscine est a la température T'y(7)
et celle de la patinoire a T»(f) .

a. Etablir I’équation différentielle qui lie T(¢) et T»(?) .
b. Intégrer cette équation entre 1’instant initial et I’instant
de date ¢.

c. Exprimer, en fonctionde Cy,C;,,T; et Ty, la tempéra-
ture T3 de I’eau de la piscine lorsque la température de I’eau
liquide de la patinoire est T =273,15 K . Exprimer en fonc-
tionde C;,Cy,T;, Ty et Tz, le travail, Wy, échangé par
le fluide circulant dans la pompe a chaleur avec le milieu

extérieur. Préciser le sens de 1’échange.
A.N.: Calculer T3 et Wy .Donnée: T;=280,00K .
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2 ¢ Evolution des températures lorsque I’eau de la
patinoire se transforme en glace

Exprimer, en fonction de Cy, To, T3, L et my, la tempé-
rature T, de I’eau de la piscine lorsque toute 1’eau de la
patinoire est sous forme de glace a Ty = 273,15 K.
Exprimer, en fonctionde Cy,T4,T3,my et L, le tra-
vail, W, , échangé par le fluide circulant dans la pompe a
chaleur avec le milieu extérieur. Préciser le sens de
I’échange.

A.N.: Calculer T4 et W5

3 < Evolution des températures lorsque la glace de la
patinoire se refroidit

a. Exprimer, en fonctionde Cy, C '2 ,Tr, Ty et Ty, latem-
pérature Ts5 de I’eau de la piscine lorsque I’eau de la pati-
noire est sous forme de glace a T, =263,00 K .

Exprimer, en fonctionde C;,C '2 ,T4,T5,Tg et Ty, le
travail W3 échangé par le fluide circulant dans la pompe
a chaleur avec le milieu extérieur. Préciser le sens de
I’échange.

A.N.: Calculer T5 et Wj.

b. Exprimer, en fonction de C;,T; et T5,1’énergie Wy
qu’il faut fournir a I’eau de la piscine pour élever la tem-
pérature par chauffage directde T; a T5.

A.N.: Calculer Wy .

c¢. On dispose d’une puissance % , supposée constante. Au
bout de quelle durée 7 la mise en température de I’en-
semble sportif sera-t-elle réalisée ?

A.N.: Calculer 7 (en jours, heures et minutes) avec:

P =200 kW .

A. Quelle est la définition d’une chaleur massique ?
B. 1) a) Comment s’écrit I’inégalité de Clausius pour
un cycle réversible ?

¢) Appliquer la relation du B. 1) b). Pour obtenir W,
appliquer le premier principe. Quel signe doit avoir le
travail échangé au cours d’un cycle pour une pompe
a chaleur?

2) Reprendre la démarche précédente en changeant
I’origine des temps et en prenant garde au change-
ment d’état.

3) a) Cf. ci-dessus.

b) Appliquer le premier principe a I’eau de la piscine.
¢) Quelle énergie a di fournir la pompe a chaleur au
fluide ? Relier cette énergie a P.

Conseils
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0 *Etude d’'une pompe a chaleur
D’aprés ESIM.

Une pompe a chaleur a fréon 22 (CHF,Cl: difluoro-mono-
chlorométhane, actuellement interdit), préleve de la cha-
leur a un circuit d’eau froide et céde de la chaleur a de
I’eau chaude qui circule dans le sol de I’habitation.

compresseur

— -—
circuit . circuit de
deau froide :Tz;Fz -| évaporateur  condenseur - chauffage
el | —
échangeur échangeur

détendeur

L T

I

Le fréon décrit un cycle:

 dans I’évaporateur, il subit une évaporation complete
sous la pression de vapeur saturante P, et a la tempéra-
ture Ty;

« le fréon gazeux sort du compresseur a la température T3
et sous la pression Pj;

« dans le condenseur le fréon gazeux se refroidit, puis se
liquéfie completement sous la pression de vapeur satu-
rante P; et a la température T7;

e en traversant le détendeur, le fréon subit une détente
adiabatique passant par Ty, Py, a T,, Py; cette détente
s’accompagne d’une vaporisation partielle du liquide.

On pose :

o Ly(T): chaleur latente massique de vaporisation du
fréon;

* c¢: capacité thermique massique du fréon liquide, sup-
posée indépendante de T etde P .

En outre, on admet que:

* le fréon gazeux est assimilé a un gaz parfait de masse
molaire M , et pour lequel y =1,20;

e I’énergie cinétique macroscopique ainsi que 1’énergie
potentielle de pesanteur seront négligées dans tout le pro-
bléme;

* le volume massique V¢ du fréon liquide est indépendant
de la pression et de la température ;

« ’installation fonctionne en régime permanent.
Données: T, =273 K; T1=305K;

Ly(T>) =205kl kg~ s Ly(T)) =175k kg™ !;
ce=138kl. kg7l. K1,

P,=5.10%Pa; Py =12,65.10° Pa;

Ve=0,75 dm3. kg‘1 ;

R=8314J). mol-!. K-!;

masse molaire du fréon: M = 86,5. 10~3 kg. mol~! .

A ¢ Etude de la compression

1 ¢ En raisonnant sur un systeme que 1’on définira soi-
gneusement, relier la variation d’enthalpie massique du
fréon durant la traversée du compresseur au transfert ther-
mique massique ¢ et au travail massique wy, qu’il a
échangés avec le compresseur durant celle-ci.

2 » La compression est adiabatique et on admet que le gaz
suit une compression de type polytropique PV7=cte .
En déduire T3, puis le travail W en fonction des données.

3 e Evaluer la variation d’entropie massique du fréon et
conclure.

4 o Utilisation d’un diagramme entropique pour le calcul
de wp, .

a. Pour une transformation quelconque du fréon gazeux
entre les états (T, Py) et (T, P), calculer sa variation d’en-
tropie massique As = s — sg . En déduire I’équation d’une
isobare dans le diagramme entropique (s en abscisses, T
en ordonnées). Tracer I’isobare P .

Par quel déplacement la courbe isobare correspondant a P,
se déduira-t-elle de celle correspondant & Pq?

b. Représenter, sur le diagramme précédent, la compression
du fréon gazeux de I’état (T, P,) al’état (T3, P;). Montrer
que le travail massique wy, échangé par le fréon correspond
a I’aire d’une surface que 1’on hachurera sur le diagramme
(pour cela, introduire le point correspondant a I’état (T, Py) .

B ¢ Passage dans le condenseur

1 ¢ Calculer le transfert thermique massique ¢; échangé
par le fréon.

2 e Calculer sa variation d’entropie massique Asj(m =
1 kg).

C » Passage dans le détendeur a parois adiabatiques
1 * Démontrer que la détente est isenthalpique.

2 ¢ En déduire la fraction massique x de fréon gazeux a
la sortie du détendeur.

3 e Calculer la variation d’entropie massique du fréon
AS2 .

D e Passage dans I’évaporateur

1 e« Evaluer le transfert thermique passique ¢, échangé
par le fréon.

2 ¢ Calculer sa variation d’entropie Asj .

E ¢ Passage dans le compresseur
Le compresseur est entrainé par un moteur électrique de
rendement électromécanique r =0,8 .

1 o Définir I’efficacité e de cette pompe a chaleur et

I’évaluer.
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2 ¢ Quel avantage présente ce chauffage par rapport au
chauffage électrique ?

F ¢ Etude du cycle
1 e Vérifier le bilan énergétique sur le cycle.

2 e Représenter son diagramme entropique.

A. 1) On s’inspirera du bilan d’énergie effectué lors
de I’étude de la détente de Joule-Thomson.

2) Transformer la relation du texte en une relation en
variables P et T . Que vaut la variation d’enthalpie
d’un gaz parfait?

3) Comment s’exprime la variation d’entropie d’un
gaz parfait en variables 7 et P? Réfléchir au résul-
tat obtenu par rapport a la relation du A. 2).

4) a) Utiliser la relation du A. 3) pour une évolution
quelconque. L’'isobare P, est-elle en dessous ou au-
dessus de I’isobare P;?

b) Comparer s(Tp, P>) et s(T3, P;) . Puisque
wp = Al , utiliser le caractere de fonction d’état de &
B. 1) Les transformations dans le condenseur sont
isobares. A quelle fonction d’état relier ¢;?

2) Calculer la variation d’entropie de chaque étape
dans le condenseur.

C. 1) Quelle détente reconnait-on ?

2) Exprimer I’enthalpie dans 1’état initial et dans
I’état final, en fonction des enthalpies massiques du
gaz et du liquide et de x , puis utiliser le caractere de
fonction d’état de £ .

3) Séparer en deux étapes la détente isenthalpique du
fréon.

D. Quelle sont les conditions de la transformation des
(1 —x) kg de fréon liquide ? En déduire ¢, et Ass.
E. Déterminer a quels éléments de la pompe a chaleur
correspondent le gain et la dépense énergétique. En
déduire e . Quelle est Iefficacité d’un chauffage
électrique ?

F. On prendra soin, pour le diagramme entropique, de
représenter la courbe de saturation ainsi que les iso-
bares P et Pp.

Conseils

€ ttude d'un turbocompresseur
a gaz
D’apreés ENS Cachan.

Ce probleme a pour but I’étude thermodynamique d’un
turbocompresseur a gaz destiné a la propulsion d’un cargo.
Les divers éléments du systeme seront d’abord étudiés un
par un dans la partie A, puis réunis dans la partie B.
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Dans tout le probleme, on négligera d’éventuelles varia-
tions d’énergie cinétique ou potentielle de pesanteur. Le
gaz utilisé sera toujours considéré comme parfait, de cha-
leur massique a pression constante cp (cp = cte). Les
échanges de travail et chaleur seront enfin toujours consi-

dérés du point de vue du gaz.

Partie A
I  Etude d’un réfrigérant

Dans le réfrigérant supposé parfaitement calorifugé, repré-
senté ci-dessous (doc. 1), le gaz est refroidi a pression
constante, de la température 7, a la température 73, au
moyen d’un circuit d’eau (de chaleur massique ¢ constan-

te) qui, elle, est réchauffée de 7y a ¢;.

1 ¢ Le débit massique d du gaz étant imposé, déterminer
le débit massique D nécessaire du circuit d’eau de refroi-
dissement.

tO tl
Doc. 1
Il ¢ Etude d’un échangeur a contre-courant

L’échangeur de chaleur représenté ci-dessous (doc. 2) est
également parfaitement calorifugé.

Il comporte deux canalisations dans lesquelles le méme
gaz circule avec le méme débit massique, mais dans des
sens opposés.

Les températures d’entrée, supposées connues, seront
notées Ty et Ty et les températures de sorties respectives
Ts et T1o. Dans chaque canalisation, la pression est cons-
tante.

T, 15

— —

T 1y
Doc. 2

2 * On suppose tout d’abord réversibles les transforma-
tions subies par le gaz dans chaque canalisation. En utili-
sant les fonctions enthalpie et entropie, écrire les relations
reliant T5 et T1g a Ty et Ty.

3 ¢ En déduire les solutions physiquement acceptables
pour T5 et Tyg.
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4 o Les transformations dans I’échangeur sont en fait irré-

versibles. Quelles sont les inégalités satisfaites par 75 et

Tio, sionsuppose Tg > Ty?

5 ¢ On définit I’efficacité de I’échangeur comme étant
Ts-T.

o=t 14
Tog-Ty

en considérant la canalisation 4-5.

Montrer qu’on obtient la méme efficacité en considérant la
canalisation 9-10.

Iil « Etude d’un compresseur

Le compresseur a piston représenté ci-dessous (doc. 3)
fonctionne en trois temps, correspondant a un aller et
retour complet du piston:

* la soupape S; étant ouverte et S, fermée, le piston
initialement a gauche (volume nul) recule vers la droite en
aspirant, a pression p et température 7 constantes, une
masse m de gaz qui occupe alors un volume V;

« les deux soupapes étant fermées, le piston avance partiel-
lement en comprimant le gaz de facon supposée adiabatique
réversible, jusqu’a un volume V', correspondant a une
pression p' et une température T';

* §; étant fermée et S, ouverte, le piston refoule tout
le gaza p' et T' constantes et se retrouve en position
initiale.

p.T

i

Doc. 3

6 e Déterminer le travail total regu par le gaz de la part du
piston pour un aller et retour de celui-ci. Par la variation
de quelle fonction d’état massique du gaz, entre les états
(p,T) et (p',T"), le travail w regu par unité de masse de
gaz comprimé s’exprime-t-il ?
7 e Le gaz étant caractérisé par une constante d’état mas-
sique r (quotient de la constante d’état molaire R des gaz
parfaits par la masse molaire M du gaz) et le rapport:

p
o =0

calculer w et T' en fonctionde p,p’, T,y et r.

8 o Le fonctionnement du compresseur (toujours parfaite-
ment calorifugé) est en fait irréversible, de sorte que le tra-
vail massique réel w' regu par le gaz, toujours supposé
parfait, est supérieur a w .

On définit alors le rendement 77; du compresseur par le
rapport 7y = :TV .

Connaissant 1), , déterminer la température réelle 7" du
gaz, comprimé de p a p’, en sortie du compresseur.

IV * Etude d’une turbine

Dans la turbine représentée symboliquement ci-dessous
(doc. 4), le gaz entre a la pression p , a la température T,
échange avec les pales de la turbine un travail w par unité
de masse, et sort détendu a la pression p’ et la tempéra-
ture 7' .

La turbine est parfaitement calorifugée et fonctionne en
régime permanent: les débits massiques de gaz a I’entrée
et a la sortie sont identiques et le systéme constitué¢ du gaz
contenu dans la turbine a une énergie interne constante.

N

p’T%

A

p, T —

Doc. 4

9 e Par analogie avec 1’expérience de Joule-Thomson, ou
en effectuant un bilan énergétique tenant compte des
échanges de matiere et du travail des forces de pression, a
I’entrée comme a la sortie, montrer que w représente la
variation d’enthalpie massique du gaz entre I’entrée et la
sortie de la turbine.

10 ¢ En supposant réversible la détente du gaz (de mémes
caractéristiques qu’a la question 7)), calculer 7' et w .

11 ¢ Le fonctionnement de la turbine est en fait irréversi-
ble et on appelle w' le travail massique réel échangé entre
le gaz et les pales de la turbine.

Quelle est I'inégalité vérifiée par Iwl et lw'l? En dédui-
re une définition du rendement 77, de la turbine et calcu-
ler la température réelle T" en sortie de turbine.

Partie B

Les divers éléments précédemment étudiés font partie du
systeme de propulsion d’un cargo représenté page suivante
(doc.5) :
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réfrigérant
3 8
chambre
de
combustion
2
CP 4 |CP 6 T
> |
2
BP HP HP
hélice
: chambre de
1 combustion 1
5
10
échangeur
Doc. 5

Ce systéme comprend :

* un réfrigérant;

« un échangeur;

* deux compresseurs: basse pression (BP) et haute pres-
sion (HP);

e deux turbines BP et HP;

« deux chambres de combustion qui, a pression constante,
élevent la température du gaz.

Le gaz suit le trajet 1, 2, ..., 10 et les seules variations de
pression sont dues aux compresseurs et aux turbines.
Po _ P8

Les deux turbines, enfin, sont telles que Py
7

Py
Le tableau incomplet représenté ci-apres indique les
caractéristiques connues du gaz a chacune des étapes du
circuit.

p(Pa.10%) T (K) points du circuit

1 283 1
2

215 300 3
2

5

5,7 943 6
7

955 8

9
1 10
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12 ¢ En utilisant les résultats de la partie A, compléter le
tableau:

« dans le cas idéal de fonctionnement réversible de tous les
éléments;

« dans le cas réel irréversible.

Données: r=287J. K~ kg1,

cp=1000J. K1, kg™1; ¢=0,80;

1 =086; m=088; y=14.

13 e Calculer les chaleurs et les travaux massiques
échangés dans les différentes étapes du systéme :

*wiy et wiy pour les compresseurs;

* wgy et wgg pour les turbines;

* g56 et g7g pour les chambres de combustion.

14 e Définir et déterminer littéralement et numérique-
ment le rendement global 7, du systeme de propulsion.
On désire obtenir, au niveau de I’hélice, une puissance de
3 000 kW.

Calculer alors le débit massique d du gaz dans son cir-
cuit.




EXERCICES o Machines thermiques

Conseils

1) Etudier le transfert thermique entre une masse dm
de gaz et une masse dmy d’eau.

Remarquer que 1’évolution est isobare.

2) Effectuer un bilan énergétique et un bilan entro-
pique sur le systeéme constitué de deux masses dm
parcourant chacune une canalisation.

3) Résoudre le systeme de la question précédente et
garder la solution qui correspond a un échange ther-
mique entre les canalisations.

4) 11 faut tenir compte de 1’entropie créée au cours de
I’évolution des deux masses. Réfléchir a la significa-
tion physique du résultat.

5) Réfléchir a la signification de la définition de e .
Comment définir alors e’ pour ’autre canalisation ?
Que penser du résultat e =e’?

6) 11 s’agit d’un écoulement de fluide dans un élément
de machine thermique : que vaut Ah?

7) Quelle loi appliquer pour une isentropique de gaz
parfait?

8) Exprimer w' en fonction de 7" puis en fonction
de T'.

9) Cf. la question 6).

10) Cf. la question 7).

11) Cf. la question 8).

12) 11 faut utiliser tous les résultats précédents.

13) Comment relier ¢;; ou w;; a Ah;; pour une
transformation i — j?

14) Quel est le gain énergétique de 1’installation?
Dans quels éléments se fait la dépense énergétique ?
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(1 Cycle de Stirling

1 ¢ En utilisant le caractére isochore ou isotherme des diffé-
rentes transformations, on peut compléter le fableau de
I’énoncé, sachant que la quantité de matiere de gaz qui par-
court les cycles est:
_m _ -2
n= s 3,45.107“ mol .

état P (bar) | V(dmd) T(K)
(1) 40 0,08 1116
) 3,72 0,86 1116
3) 1 0,86 300
@) 10,75 0,08 300

Le tracé s’effectue avec une machine graphique :

P (bar)
50 1
40 4

30 1 cycle de Stirling

20 1

10 +
3 V(dm)

0.1 03 05 07 309

Le cycle est parcouru dans le sens horaire ; il est donc moteur.

2 o Les travaux mis en jeu ne sont ici que des travaux de for-
ces pressantes ; pour les évolutions isochores, W =0 . Ainsi,
AU = Qy . Or, I’énergie interne d’un gaz parfait ne dépend
que de T et la premiere isochore fait passer le gazde T| a Tp
tandis que la deuxieme le ramene de 7, a T . Les variations
d’énergie interne sont opposées et les échanges thermiques
aussi.

3 o Le rendement s’écrit :

gain énergétique chcle

= dépense énergétique 01,

En effet, seuls Q1, et Q4 sont positifs, mais Q3 est régéné-
rée et annule la dépense de I’isochore 4 — 1; seul Qj, est
a considérer pour les dépenses énergétiques.
Il ne reste plus qu’a obtenir Q1 et Q34 al’aide du bilan éner-
gétique :
. O34
Weycle = — (Q12 + Q34) et finalement p=1 + Q712 .

Pour une évolution isotherme de gaz parfait, AU =0,

V.
Soit: Q=-W= 47 RTIn (M) )

initial
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V
Soit ici: Opp = % =RT; In (sz.tx)
min
m Vmax

et: Q34=—MRT21n Tk
min
-5 _om
p=1-==0,/3.
T

4 ¢ On retrouve ’expression du rendement d’un moteur de
Carnot: les échanges thermiques isochores sont internes a la
machine et n’interviennent pas dans les bilans énergétiques et
entropiques, aussi le rendement de ce moteur réversible
découle-t-il effectivement des égalités:

chcle=_(Q12+Q34) et T1+T2=0’

ce qui permet de démontrer le théoreme de Carnot.

Remarque: Ce rendement théorique est inaccessible, un
régénérateur parfait étant impossible a concevoir.

6 Cycle de Diesel

1e PA
B

Vg Vg Vo V

2 * La dépense d’énergie correspondant a la chaleur four-
nie par la combustion est égale a 1’échange thermique
Opc - Les phases AB et CD étant adiabatiques, le bilan
énergétique du cycle s’écrit:

AU=0=W+Q30+QDA.
On en déduit le rendement :

-W _q. Opa

Opc Opc

BC étant isobare et DA isochore, on exprime les trans-
ferts thermiques en fonction des températures :
Opc=nCp m(Tc—Tp) et Opa=nCy m(Ta—Tp)

Tp—Ty
Y(Tc—Tp)
Il reste a déterminer les températures.
A et B étant sur une isentropique: T4 =Tg al~7.
Comme Pp=Pc: Tc=bTpg
C et D étant sur une isentropique: Tp =Tc (1)1_7.
D'od: Tp=Tgb’a'-7. b

p=1-



@ Machines thermiques

On en déduit le rendement en fonction de a et b:
_ @®-1nH 1
p=1-— .
y(b-1) ar!
A b fixé, r est une fonction croissante de a qui tend
vers 1 pour les grandes valeurs de a . Le rendement aug-

mente avec le taux de compression a .

3¢p=0,60; Tg=T,20%4=994K;
Te=298.103K; Tp=140.10°K.
Ala température Ty, le carburant s’enflamme spontané-
ment. Si celui-ci était présent des le début de la compres-
sion, il s’enflammerait avant d’atteindre le point B .
Ce procédé permet d’utiliser des valeurs élevées du taux
de compression a et donc d’augmenter le rendement théo-
rique.
Dans un moteur a essence, le carburant est présent des
I’admission, ce qui limite le taux de compression et donc
le rendement.

Pam Va

n = ———— est la quantité d’air contenue.
RT4
Pain Y,
0y = AR e S A e3 .
TA Y- 1

Pour un cycle: |W|=pQ,=28kJ

La durée d’un cycle est T = 1/3600 mn = 1/60 s .

La puissance est donc: P = % =1,7.102 kW .

Pour un cycle réel, la puissance fournie par le moteur est
environ deux fois plus faible.

9 Réfrigérateur a absorption

On peut résumer les échanges thermiques que
subit le fluide parcourant le réfrigérateur par un schéma:

condenseur
T,

bouilleur évaporateur
T, T,

o Le bouilleur fournit un transfert thermique Qg (Qp > 0) au
systeme fluide de la machine : c’est le « prix » énergétique du
fonctionnement.

¢ En s’évaporant, le fluide recoit le transfert thermique Q,
(Q> > 0) de la part de la source froide, 1’évaporateur, c’est-
a-dire de I'intérieur du réfrigérateur: il s’agit donc du gain
énergétique de la machine.

* Dans le condenseur, le fluide cede une énergie thermique;
le fluide regoit donc le transfert thermique Q; négatif de la

part du condenseur; celui-ci est perdu dans le milieu

ambiant: il ne faut pas le prendre en compte dans 1’évaluation

de Defficacité. 0

Lefficacité de ce réfrigérateur est donc e = Q—(Z .
)

Sur un cycle, le bilan énergétique appliqué au fluide parcou-
rant les différents organes de la machine s’écrit :

AU=0=00+0Q1+0>. @
Le bilan entropique sur le méme systéme est:
AS=0= %+%+&+3’ 6é
7(‘) ’I’i 7‘2 creee »
Soit: %+%+%SO.
h T L

Lefficacité maximale sera obtenue pour une machine fonc-
tionnant réversiblement, soit pour Fgee =0 ou:

Q() Ql Q2
TO ar Tl + T2 =0. (2)
En regroupant (1) et (2), on obtient:
L H0-T)
T -1)
Remarque : On peut aussi dissocier la machine tritherme en
un moteur ditherme fonctionnant entre Ty et T| dont le tra-
vail alimente une machine frigorifique fonctionnant entre Ty
et T .
g o
Le rendement du moteur est 1— IR et Uefficacité de la
T 0
2
U=

L’efficacité de la machine ainsi modélisée est :

5lmw
e={1-— ,
L\ -1

ce qui correspond au résultat ci-dessus.

machine

9 Température maximale
d’un systéeme isolé
L’ensemble sources + machine est isolé:
AUt = 0 = AUnachine + AUsources -

La machine n’effectue pas de cycles au sens strict, car la tem-
pérature des sources évolue lentement.

Toutefois, si on néglige la capacité thermique de la machine
devant celle des sources, on peut négliger AU achine POUr Un
nombre entier de pseudo-cycles.

Il reste:

AUsourees = 0= C (T = Typ) + C (T = Tyg) + C (T3 - T3) .
D’ou: T+ Ty +T3=Tig+ Try+ T3p.

De plus: ASsources + ASmachine = 0 -

Soit, pour un nombre entier de cycles:
ASSOLII‘CCS = 0 .
T, T T3
Cln—+Cln—+Cln—=0.
Tyo Ty T3
Dans le cas limite de la réversibilité, on a alors:
T/ Ty T3=Tio Ty T30-
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On suppose T3 extrémal:
ar, dn,
dT; =0,d’oudT) +dT, =0 et —+—=0,
I I
soit T1=T,.
T3 est donc solution de 1’équation.
max 2
T30 10+ Too + T3o + T3 ) =4T10 Too T3,
d’ou: T3max =330K, T1 = T2 =135K.
La source de température T3 peut étre considérée comme la
source chaude d’une pompe a chaleur. Le travail peut lui étre
fourni par un moteur ditherme fonctionnant entre les deux
autres sources qui cessent de fonctionner lorsque 7| =T .
Remarquons que ce résultat aurait été identique si nous
avions choisi Ty ou T; :
Ty (T10 + T20 + T30 + To, )2 = 4T19 Tog T3 -

max

6 Moteur a vapeur

1 ¢ On indique sur le graphique ci-aprés, les diverses isoba-
res et les domaines d’existences des phases.

P>PC
{4 P=Pc
PA<PC
PB<PA<PC
V
E/ E
L="D c
S

* En A, le fluide est entierement sous phase liquide, donc

XV’ A= 0.
* En B, le fluide est entierement sous phase vapeur, donc
XV’ B= 1.

On appelle xv ¢ la fraction de masse du systtme dans la
phase vapeur en C; I’entropie étant une grandeur extensive,
ona:

sc=sp=xy.csp+ (1l -xyc)sg, ce qui donne:

sc—S
X\(C:u=%, Xv,c= 0,787.

Machines thermiques @

On appelle xyp la fraction de masse du systtme dans la
phase vapeur en D; I’entropie étant une grandeur extensive,
ona:

sp=sa=xypSg+ (Ll —xyp)sg, cequi donne:

SD=SE _ DE

=, xyp=0,205.
SF—SE FE V.0

xV,D

2 ¢ On a déja:
ug =7,60.102kJ.kg™!; up=2,58.103kJ.kg™!;
ha=782.102kJ.kg~!; hp=2,77.103kJ.kg~!.
L’énergie interne et I’enthalpie sont des grandeurs extensives,
donc:
uc = xy,cup+ (1 —xy o) ug
=0,787.2,43.10% + 0,213.1,67. 102
=1,95.103kJ . kg~ 1;
up =xy,pup+ (1 -xyp)ug
=0,205.2,43.10% +0,795.1,67.102
=6,31.10kJ . kg .
he =xy,chp+ (1 =xy,c) hg
=0,787.2,56.10% + 0,213.1,67.10%
=2,05.103kJ . kg~ 1;
hp =xyp hgp+ (1 —xyp) hg
=0,205.2,56.10% + 0,795.1,67.10%
=6,58.10%kJ . kg .

3 o Transformation AB
La transformation se fait a pression constante, donc:
qap=hg—ha=2,77.103-7,82.10% = 1,99.103 kJ .kg~!.
La variation d’énergie interne massique est égale a:
ug —uy =2,58.10° - 7,60.102 = 1,82. 103 kJ .kg~!.
L application du premier principe donne:
WAB = UB — UA — AB = 1,82. 103 - 1,99. 103
=-0,17.103 kJ.kg~!.

Transformation BC
La transformation est adiabatique, donc:
gpc=0kJ.kg 1.
La variation d’énergie interne massique est égale a:
uc—ug=195.103-2,58.10°=-0,63.103 kJ. kg .
L’application du premier principe donne :
wgc = uc —ug =—0,63.103 kJ . kg~ 1.

Transformation CD
La transformation se fait a pression constante, donc:
gcp =hp —he=6,58.102-2,05.103 =-1,39.103 kJ .kg~! .

transformation | Au (kJ.kg™) | Ar(kJ.kg)) | As (kJ.kgD) w (kJ.kg™) g (kJ.kg™) | T.As (kJ.kg™)
AB +1,82.10° +1,99.10° +4,45 -0,17.103 1,99.103 +2,01.10°
BC -0,63.10° -0,72.103 0 -0,63.103 0
CD -132.10° -1,39.103 - 4,45 +0,07.10° -1,39.103 -1,39.103
DA +0,13.10° +0,12.10° 0 +0,13.10° 0

cycle complet 0,00.103 0,00.103 0,0 -0,60.103 0,60.103
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La variation d’énergie interne massique est égale a:
up —uc=631.102-1,95.10=-1,32.103 kJ .kg~!.
L’application du premier principe donne:
wep = up — e — gep=—1,32.103 + 1,39.103
=-0,70.103 kJ.kg!.

Transformation DA
La transformation est adiabatique, donc:
gpa =0kl kg™ 1.

La variation d’énergie interne massique est égale a:
ug—up=17,60.102-6,31.102=-0,13.103 kJ . kg~ !.
L’application du premier principe donne :

Wpa =g —up=—0,13.103kJ .kg~!.
On regroupe les divers résultats dans le tableau ci-dessus.
(Ces diverses grandeurs sont a multiplier par M , la masse de
fluide utilisé.)

Remarque : On vérifie divers résultats attendus :
Au cours d’'un cycle: Au = 0 (donc Wiotal + Giotal = 0) ;
Ah=0; As=0.

4 ¢ Le rendement de ce cycle est égal au travail récupéré sur
I’énergie dépensée, ce qui donne:
— Wiotal .

"= T T T 199
Examinons un cycle de Carnot fonctionnant réversiblement
entre les deux mémes sources de chaleur a température 7,4 et
Tc (Typ > T¢) . Ce cycle est constitué aussi de deux isother-
mes (AB et CD) et de deux isentropiques (BC et DA) .

La variation d’énergie interne du fluide sur le cycle est nulle,
soit: W+ Qug+0Ocp=0.
La variation d’entropie du fluide étant nulle au cours du
méme cycle, soit:

AS=0=5 échange Ferée’
I’entropie d’échange avec les sources de chaleur idéales

— Wiotal — 0>60 =030

)

Oag | Qcp
donne: N7 =—_—+ ==
échange T, Te
la transformation subie par le fluide étant réversible :
Feréce = 0, ainsi : % + @ =0.
Ty Tc
Le rendement est défini par:
— +
o= Qap+CQcp _,, Qe
OaB Oap Oap
T
s -2 -2 g
Ty 453

Les rendements sont équivalents, car on est en présence d’un
cycle de Carnot. L’écart (0,31 — 0,30 =0,01) s’explique par
la précision des diverses données numériques.

@ ttude thermodynamique

d’'un complexe piscine-patinoire
A e Par définition des chaleurs massiques, C; =m;c;:
Ci1 | 8360.10%].K!
Cy | 1,045.10°7.K"!
Cy | 0523.10°7.K!

B ¢ 1 a. La pompe a chaleur fonctionne entre les deux sour-
ces de températures T1(f) et T(¢); le fonctionnement étant
réversible, I’application du deuxieéme principe au systeme
fluide qui circule dans la pompe conduit, pour un cycle, a
I’égalité de Clausius:

% + % =01

L .
Or, chaque transfert thermique se déroule a pression extérieu-
re constante, soit pour I’eau de la piscine :
deiscine =-00;, et d’autre part, deiscine =CdT,
et pour I’eau de la patinoire :
deatinoire =-980, et deatinoire =(CodT; .

Ces deux relations donnent 1’équation différentielle suivante:

dr, dr, _0.

=1 a 2
ClTl C2T2

b. L’intégration conduit a:
I,(t) Ty(1)
Cyln 'T +C21n2T =

1 1

0 s

en tenant compte des conditions initiales.

c.Lorsque Tp =Ty et T|=T3,enremplacant dans la rela-

tion précédente, on obtient:
G
b\,
T3 = Ti Tl .

L’application numérique donne 73 = 280,87 K .
Le fluide a regu de la part du milieu extérieur un travail :
Wi =-[01 + 0s] puisque pour chaque cycle:

dU=0W + 601+ 80, etdU=0.
Or, SQ, =—C;dT; soit, Q1 =—-C(T53-T;) et
0y =—Cy (Ty—T;); en définitive:

Wy =CT3-T) + Co(To-Ty) .

L’application numérique conduita Wy =115 MJ.

2 * On reprend 1’égalité de Clausius:

80, 80,
L L ™

a partir de I'instant tgou Tp =T et T) =T3 .

Alors 8Q1 = - C1dT mais 80, = dmyL , puisque le chan-
gement d’état se fait a pression constante et en considérant
qu’a chaque cycle une masse dm, d’eau liquide se transforme
en solide. Soit:
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C,dT, B Ldm, _0-
5 5
I’intégration a partir de I’instant 7 conduit a:

mzL
T4 = T3exp C T

Lapplication numérique donne 7, =291,33 K.
Le calcul de W, se fait par application du premier principe
au fluide suivant le méme calcul qu’a la question 1) ¢):
Wy =C1(Ty = T3) —myL;
soit : W, =3,95.10° MJ .

3 e a. Pour cette partie, le raisonnement est le méme qu’a la
question 1) ¢), en remplacant C, par Cj et en intégrant sur
T) entre T4 et T5 etsur T, entre Ty et Tp =263 K:

Clln( 4) +C5 (Yb) 0,

G

e
soit: Ts=T, (%) G 75=20202K.
2

Le travail s’exprime comme a la question 1) ¢):

W3 =C(T5 —Tg) + C5(Ty — Tp); W3 =460 MJ .
b. Pour amener ’eau de la piscine directement de 7; a Ts,
il faut fournir Wy = C;(T's —T;); soit W4 =~ 1,00.109 MJ .
c. Le travail total fourni au fluide est :

W =W+ Wy +W3=452.103 MJ;

cette quantité ne représente que 4,5 % de I’énergie W, qu’il
aurait fallu fournir a I’eau par chauffage direct.

La puissance étant constante, Wy + Wy + W3 = P, soit:
7=226000s=6h 17 min.

Attention: les applications numériques peuvent conduire a
des valeurs trés différentes selon le nombre de chiffres signi-
ficatifs utilisés dans les calculs.

Dans le calcul de w3, la valeur de 75— T4 passede 1 K a
0,7 K selon que les températures ont été calculées avec 3 ou
4 chiffres.

L’erreur relative sur le résultat est de 30 % dans le premier cas.

Remarque : La performance d une installation réelle est net-
tement moins bonne, en raison des irréversibilités.

0 Etude d'une pompe a chaleur

A ¢ 1 En raisonnant sur une tranche de fluide de masse dm ,
passant de la partie amont (15, P,) ala partie aval (T3, P;)
du compresseur, on obtient, en négligeant la variation d’éner-
gie cinétique et la variation d’énergie potentielle de cette
masse:
dU = W, + W pression + 90 -

En régime permanent, si u(P, T), v(P, T) et h(P, T)
représentent 1’énergie interne massique, le volume mas-
sique et I’enthalpie massique du fluide, on peut écrire (voir
I’étude de la détente de Joule-Thomson) :
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dU = dm[u(T3, Py) — u(Ty, P»)]
8‘/Vpression =dm [+ Py v((T3, P1) — P v(T2, P))]
u(T3, Py) —u(T, P) =
Wm + Py v(T3, P1) — Pov(Th, Po) +q .
Nous en déduisons la relation:
Ah=wy+q.

2 * La relation du texte, qui n’est autre que la loi de Laplace,
et la loi des gaz parfaits conduisent a:
1-y
P2 7 )
T3=T2? , soit T3=319K.
1

Pour un gaz parfait:
14

_m 7
Mh= 3 5T RS

AN.: Ah=265kl.kgl =W .

-Ty), et 0=0.

3 o La variation d’entropie AS d'une masse m de gaz par-
fait entre deux états (T, Pp) et (T3, Pq) s’écrit:

_m Y ﬂ _
AS = MR(—}/ (Tz) ln(Pz)) =mAs.
soit As = 0 . Ce résultat ne doit pas surprendre puisque la
relation polytropique du texte n’est autre, comme on ’a déja

signalé, que la loi de Laplace qui s’applique a une évolution
isentropique.
Remarque : Si I'évolution était adiabatique, mais non réver-
sible, la variation d entropie serait positive puisque [’ entro-
pie d’échange est nulle pour une adiabatique :

AS = Fpege > 0.

4 ¢ a. On reprend I’expression du A. 3) dans le cas général :

w 7o ol
As= — [—— In
w 7=l ol
soit pour une évolution a pression P = P constante :
R 7V T
s—s(T,P)+—— ( )
R A

Numériquement, en usi:

T =Tyexp(1,735.103(s — 59 (Ty, Pp))) .
L’isobare P, se déduit de I’isobare P par translation: en
effet, seule change, dans I’expression de T , la constante
so(To, P1) quidevient so(Ty, Py) .

Pour une méme température, le fluide est plus ordonné pour
une pression plus grande, donc I’isobare P; est au-dessus de
I’isobare Pj:

§(To, P1) < s(Ty, Py) .

b. Dans le cas réversible de la question A. 2):
s(Ty,Py)=s(T3, Py), etlatransformation est représentée par
une verticale.
Pour évaluer wy, = Al , on peut choisir le chemin; or on sait
que:
(T, Py) = (T, P3)

car h ne dépend que de T pour un gaz parfait, et:

wm = (T3, P1) = h(To, P2) = i(T3, P1) — i(T>, Py) .
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s(T, Py) s(Ty, Py) = s(Ts, Py)

Enfin, le long de I’isobare, dh = Tds , soit:
5P,
h(T3, P1) = h(T2, Py) = f Tds .
5P

wp, correspond donc a I’aire située sous 1’isobare P = P .

B ¢ 1 Les deux transformations successives se font de manie-
re isobare.
* pour le refroidissement :
q11 = Ah = hgay(T1) — heay(T3)
_R 7
M y-1
* pour la liquéfaction:
qra=sh=—LT) =-175kJ. kg™!,
q1=qn+q2=—-183kl. kg1,

-1
T,-T;)=-8kl.kg

2 e La variation d’entropie se calcule en deux étapes:
* pour le refroidissement isobare :

7’ S
As & =-26J. K '. kg™
1n= M)/ 3) g
* pour le changement d’état:
L(T)
e le ~-5743. K- 1. kg !.
1

Asp=As +Asjp=—600J. K1, kg1,

C * 1 On reconnait une détente de Joule-Thomson: I’évolu-
tion est adiabatique sans échange de travail utile.

2 Ah=0et :
Ah = hfing1 = hinitial = X¢he(T2) + xyhy(T2) = he(T})
soit en tenant compte de xy + x¢ =l et xy, = x,
0= x(hy (Ty) = he(T2)) + (he(T2) — he(Ty)) , or
(hy (T2) = h¢(T)) = L(T2) et he(T) = he(T)) = c(T2=T1),
cg(T, - T)

en définitive, x=- = "=0,215.
L(T,)

3 © On sépare la transformation en deux étapes pour profiter
du caractere de fonction d’état de s:

7
« refroidissement du liquide: Asp; = c¢ln TZ) ;
1

* changement d’état: Asyy = x T L(T5),
Soit: Asy=Asy; +Asy =8,5]. K1 kg1,

D * 111y aici vaporisation isobare de (1 — x) kg de
fréon, donc ¢y = (1 —x) L(T) = 161 kJ. kg~ !.

20 85y= 125 LTy = 589,50 KT kgL

On vérifie qu’aux erreurs d’arrondis pres, le bilan entropique
du cycle est bien nul.

E © 1 Le travail massique fourni au systeme fréon est au cours
de la compression: W = 26,5 kI.kg~! . Le rendement
électromécanique du moteur est de r = 0,8 , donc la dépense
énergétique massique est:
26,5
08 ~
Le gain correspond a la chaleur cédée a la source chaude, soit

—q - Lefficacité est e =— % =+5,53.

D= =33,1kJ. kg L.

2 o efficacité d’un chauffage électrique vaut 1 (effet Joule),
d’ou I'intérét théorique du dispositif de chauffage.

F © 1 Le bilan enthalpique du cycle est, comme pour s, nul aux
approximations d’arrondis pres.

2 e Le cycle complet est donné ci-apres.

T [P/ (P,]
2
..“1
[P2 1> 2: compresseur

2 >3 > 4:condenseur
4 > 5:détendeur
5 > 1:évaporateur s

6 Etude d’un turbocompresseur

a gaz
1 ¢ Chacun des deux fluides est en écoulement permanent
dans sa canalisation: la pression est constante durant

I’échange thermique, on peut raisonner sur 1’enthalpie de
chaque fluide puisque dH = 8Qp .
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Pour une masse dm de gaz passantde T, a Tj:
dHgy, = dmep(T3 - 15) .
D’autre part, pour I’eau liquide :
dHeqy = dmge (11 - 1o) ,
pour une masse dmy d’eau passant dans le méme temps de
t1 a ty . Le bilan enthalpique de I’ensemble de ces deux sys-
temes, pendant dr , s’écrit dH = 0 puisque 1’ensemble est
calorifugé, soit:
dmoc(t; — tg) + dmep (T3 = T5) = 0;
en notant que dm =ddr et dmg= Ddr,
cp L-T
D=d-£3 2.
fo— 1

2 e Ici, lorsqu’une masse dm passe de T4 a T5 dans la pre-

miere canalisation, une méme masse dm passede Ty a Ty .

 L’ensemble est thermiquement isolé du milieu extérieur.
dHiota1 = 0 = dmep (Ts = Ty) + dmep (T1o - Ty) ,

Soit: Ts+Tig=T4+Ty.

« La variation d’entropie de 1’ensemble est nulle puisque les

deux masses sont isolées du milieu extérieur (Sfféchange =0)

et que I’évolution est réversible (8F¢rgge = 0) .

- 5 Tio
Ainsi, dmcp In 7| +dmcp In|—~]| =0,
7 Iy

soit: TsT10=T4Tg .

3 ¢ La résolution du systeme des deux équations obtenues
a la question 2 conduit a:
Tio=TgetTs=Tg ou T5=T4 et Tig=Ty.
La seconde solution correspond a des conduites parfaite-
ment calorifugées, sans transfert thermique.
La solution intéressante est donc la premiere. Une analyse
plus fine montrerait que, en chaque point de la tubulure,
les températures des deux fluides sont égales, ce qui cor-
respond bien au cas limite de la réversibilité. Nous retien-
drons donc :

Tig=Ty et Ts=To,

4 ¢ On aura toujours dH = 0, 8F schange = 0, mais S re6e
sera positive et donc dS aussi, soit :

sdmeptn(22) >0, o B >
mcp In 7 ou T, T .

7
En supposant T9 > T, , on obtient grace a I’égalité :
Ts+Tio=T4+ Tg, qui est toujours vérifiée:

Ty <Tyy et Ts5<Ty.
Ce résultat était prévisible: la création d’entropie correspond
a une perte d’efficacité du dispositif.

dmcp In

5 e L’efficacité de la canalisation 9-10 se définit par
T9 Tio
= °
Or Ts+Tig=Ty4+ T9 et e=e¢'.
En fait I’efficacité est définie comme le rapport entre la varia-
tion d’enthalpie réelle:
dmep(Ts —Tg) = dmep(Tg—Tho) ,

analogie avec e:e' =
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et la variation d’enthalpie idéale (transformation réversible ou
To=Ts et Tig=Ty):

dmep(To —Ty) = dmep(Ts —Tyo) ,
les deux égalités provenant du caractere isolé de ’ensemble,
il est normal que I’efficacité puisse étre définie indifférem-
ment par rapport a I’'une ou I’autre des canalisations.

6 ¢ Soit m la masse de gaz admise a chaque cycle du
compresseur. V représente son volume dans les condi-
tions d’entrée (p, T) et V' son volume dans les condi-
tions de sortie (p’, T') .
* Aspiration: Wy pision =—p V' (travail négatif, car le pis-
ton exerce sur le gaz une force opposée au déplacement).
* Compression adiabatique: W5 piston = AU .
Refoulement: W3 pision =+ p'V' (positif) .
Par ailleurs, le gaz reste dans le méme état thermodyna-
mique pendant les phases d’aspiration (p, T) et de refou-
lement (p’, T'). On en déduit que AU; = 0 , soit
AU =AU, .
Finalement: Wpyision = AU +p'V'—pV = AH .
En divisant par la masse, on obtient :

w=Ah.

7 * La compression est supposée isentropique, comme le gaz
est parfait on peut appliquer la loi de Laplace, et:
Iy

rer(f) 7

D’autre part, Ah=cpAT = yr—_yl AT pour un gaz parfait et:

-y
-V Py
e [N
8 o Le travail massique regu par le gaz est toujours égal a la

variation d’enthalpie massique du gaz, mais cette fois-ci entre
les températures T et T":

ry

w = T7-T);

- 7 ¢ )
d’autre part en utilisant la question précédente :

=7

r_ W V}/ P Y

= ~=—""—T|+ =1l
n n@y-1 (P )

L’identification de ces deux relations conduit) a:

1+‘{( )7 —1H

9 e Ici, il n’y a ni transfert thermique massique ni variation
d’énergie cinétique ou potentielle, de sorte que le bilan enthal-
pique se réduit a Ah =w , comme dans la question 6) .

T"=T

10T’ et w ont des expressions identiques a celles de la
question 7), pour les mémes raisons :

7 fey'
Wz(y—l)Tb;) -1

etTu=ﬂ£ﬁ%¥.
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11 e Le travail massique réellement fourni a la turbine par le
gaz est inférieur, en valeur absolue, au travail réversible :
Wl
w'l <Iwlet n, = u .

Le méme raisonnement qu’a la question 8) conduit a:

end(F)7

12 ¢ Le tableau ci-aprés regroupe les résultats demandés.

Tn:T

points 1 2 3 4 5

P (bar) 1 2,15 | 2,15 | 5,7 |57
rév. 352,2 396 | 744
T((K) | 283 300

irrév. 363.,4 412,1 | 698

points 6 7 8 9 10

P (bar) | 5,7 2,4 2.4 1 1
rév. 736,5 744 | 396
T(K) | 943 955

irrév. 759,5 769,3 | 484

Pour les pressions, on a tenu compte du caractere isobare des
évolutions  2-3, 4-5, 5-6, 7-8, 9-10 et de la relation
PgPy=P7Pg .

Les températures se déduisent des différentes lois de Laplace
et des relations de la question 3) pour le cas réversible. Pour
le cas irréversible, il suffit d’appliquer les résultats des ques-
tions 8) et 11) et de calculer T5 et To grace a I’efficacité.

13 o Les transferts thermiques et le travaux se calculent par
les variations d’enthalpie correspondantes :
Ahl] = qu ou A]’llj = wij avec Ah,j = CP(Tj = T,‘)Z

transformation | 12 | 34 | 56 | 67 |78 | 89

rév. 199 218
&) | - | - - -
irrév. 245 195
rév. 69, 5| 97 - 207 —-212
wii (kJ) = =
irrév. 81 |113 - 183 - 187

14 ¢ Le travail utile que fournit le systéme est égal a — wgo;
en effet, c’est la turbine qui permet le mouvement de 1’hélice
et donc la propulsion.
La dépense correspond aux transferts thermiques des cham-
bres de combustion ¢s¢ + ¢7g -
Le rendement est le rapport entre les quantités précédentes;
dans le cas réversible, ce rendement vaut 0,51 et 0,42 dans le
cas irréversible.
C’est le travail wgg qui correspond a la puissance de
3000 kW: Pdr = — wggdm = — wgoddt

P

et d=- e = 14,2 kg. s~ dans le cas réversible et

16 kg. s~1 dans le cas irréversible.
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Réseaux linéaires
en régime continu

0000000000000 00000 LES OBIJECTIFS

 Lois de Kirchhoff.

* Modélisation et caractéristiques courant-tension des
composants usuels.

* Représentations de Thévenin et de Norton d’un
dipole linéaire.
« Associations de dipoles linéaires.

* Notions de courant et de tension vues en TS.
 Résolution de systemes d’équations algébriques.

EEEEEEEEERERNEREREY LES OUTILS MATHEMATIQUES

- Equations algébriques dans R.

« Représentation des courants et des tensions

® Latension Uup entre les deux points A et B d’un réseau élec-

trique est égale a la différence de potentiel entre A et B : L, A
Upp=Vs—-VgetUpgs=—Upp.

On représente conventionnellement une tension par une fleche U, D U,
(doc. 1). Dans ce cas :
U = (potentiel au niveau de la pointe) — (potentiel au niveau de la base).

. . . . . —
® | e signe de I'intensité du courant dans un fil dépend de 1’orienta- L B
tion arbitrairement fixée et matérialisée par une fleche.

Doc. 1.

Si le sens conventionnel du courant est celui de la fleche, alors 1’in-

tensité est positive. Uy=Upp=Va-Vp

. . L . . . Uy=-Ui;L=-1
Si le sens conventionnel est opposé a celui de la fleche, alors I'in-

tensité est négative.

® Un dipole est représenté en convention récepteur si
le courant qui le traverse et la tension a ses bornes sont u

représentés par deux fleches de sens opposés (doc. 2). L»—‘:'i

Un dipdle est représenté en convention générateur si
le courant qui traverse un dipdle et la tension a ses bor-
nes sont représentés par deux fleches de méme sens
(doc. 3). U

1 I:'
Les fleches qui représentent le courant et la tension sont

définies arbitrairement. Leur sens ne préjuge en rien du
sens réel du courant ni du signe de la tension.

Doc. 2. Dipéle en convention récepteur.

Doc. 3. Dipéle en convention générateur.
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« Puissance électrocinétique
En convention récepteur, la puissance électrocinétique recue par un dipdle est :
P=ULI
Par conséquent, en convention générateur, la puissance recue par un dipdle est :

P=-UL

Un dipdle est récepteur si la puissance qu’il regoit est effectivement positive.

Par conséquent, il est générateur si sa puissance recue est effectivement négative.

« Lois de kirchhoff
e Loi des noeuds : Pour un noceud donné (doc. 4) :
ng[k =0.

&, vaut 1 si le courant I aboutit sur le nceud et — 1 s’il en
repart.

e Loi des mailles : Pour une maille orientée (doc. 5) :
Z &gUy = 0.
3

&, vaut 1 sila tension Uy est orientée dans le sens de la
maille et — 1 dans le cas contraire. U, ] D @ D ] U,
Remarque : Les lois de Kirchhoff, qui traduisent respective-
ment la conservation de la charge et I additivité des tensions,

sont valables quelle que soit la nature des dipdles considérés. L

-
QPour s’entrainer : ex. 1 ) Us

DOC.S.U]—UZ:I-U3+U4=0.
«Dipoles linéaires

Un circuit est linéaire lorsque les relations entre courants et tensions s’expriment par des équa-
tions linéaires ou par des équations différentielles linéaires. Les circuits linéaires sont souvent

d’excellentes approximations des circuits réels. Q Pour s’entrainer : ex. 7 et 8 )
En régime continu (indépendant du temps), un circuit linéaire se décompose en dipdles élémen-
taires de différentes especes. I
c . ] R
® Résistor [ F
Pour ce dipole, le courant / et la tension U sont liés par ‘U—

une relation linéaire :

U

U=RI ou I=GU enconvention récepteur (doc. 6) 0

U=—RIou I=-GU enconvention générateur. L )
Doc. 6. Caractéristique d’un

La résistance R est une grandeur constante caractéristique résistor en convention récepteur.

du résistor. En systeéme international, elle se mesure en ohm 0 Ji
(symbole : Q). I =
La conductance G est égale a 'inverse de la résistance. En %
systeme international, elle se mesure en siemens (symbole : S). -

U -E
e Source idéale (ou générateur idéal) de tension 0 U
C’est un dip6le qui impose une tension E a ses bornes, quel
que soit le courant qui le traverse. E est la force électromo- Doc. 7. Caractéristique
trice (f.e.m.) du générateur (doc. 7). d’une source de tension.
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Réseaux linéaires en régime continu

e Source idéale (ou générateur idéal) de courant I

C’est un dipdle qui impose un courant / =1, quelle que soit I
la tension entre ses bornes. 177 est le courant électromoteur +®

(c.e.m.) du générateur (doc. 8). -

* Sources indépendantes et sources liées v sl

Une source est indépendante lorsque sa valeur (f.e.m. E ou 0 U
c.e.m. 77) est déterminée a priori.

Une source est liée (ou commandée) lorsque sa valeur est fonc- Doc. 8. Caractéristique
tion d’une tension ou d’un courant déterminé par un autre élé- d’une source de courant.

ment du circuit. Pratiquement une source commandée modélise un systeme électronique comme un
transistor ou amplificateur.

« Représentation d’un dipdle linéaire

l -~
1 E
1 A
Doc. 9. Représentation de Thévenin Doc. 10. Représentation de Norton d’ un
d’un dipdle linéaire. dipéle linéaire.

En régime continu, un dipdle linéaire quelconque peut étre représenté par 1’association d’un
résistor et d’une source idéale. Il y a deux représentations équivalentes pour un méme dipole.

® Représentation de Thévenin

Le dipole est équivalent a une source de tension en série avec un résistor. Avec les orientations
du document 9, on obtient :

U=E-RI
® Représentation de Norton
Le dipdle est équivalent a une source de courant en parallele avec un résistor. Avec les orienta-
tions du document 10, on obtient :
I=n-GU.
® | es deux représentations sont donc équivalentes si RG =1 et E=R 7.
QPour s’entrainer : ex.3 et 4 )

« Associations de résistors

® Un ensemble de résistors est en série s’ils sont tous traversés par le méme courant (doc. 11).

La résistance équivalente s’obtient en ajoutant les résis- I R,
tances : Rgq = ZRk. I
X
La tension aux bornes de 1’'un d’entre eux s’obtient par U R, U,
. . . . Ry R
la relation du diviseur de tension : Uy = U Z R [ —
k |
%

Doc. 11. Trois résistors en série.
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Réseaux linéaires en régime continu

® Un ensemble de résistors est en parallele s’ils ont tous I
la méme tension a leurs bornes (doc. 12). - /
. . . 3
La conductance équivalente s’obtient en ajoutant les
conductances : Ul R D R, D R,
1 1 “
GéqZZGk ou —:Z—
3 é&q & Ri

Le courant qui traverse I’'un d’entre eux s’obtient par la Doc. 12. Trois résistors en paralléle

Gy Gr= L
. . k=
relation du diviseur de courant : [ =1 . Ry
2 G
3

QPour s’entrainer : ex. 2,5 et 6 )

«Loi des nceuds en termes de potentiels

« ]I est tres important de pouvoir écrire directement en termes de potentiels le courant traver-
sant un dipole, puis d’écrire la loi des nceuds sans faire intervenir les courants.

V2+E2

La résistance Ry est ainsi parcourue vers k par R K et avec les conventions du document 13,
2k

la loi des nceuds appliquée au noeud & devient :

L E:
Z(Vj Vit Ejx nﬂ{):&

7 Rjk
.. . . . N Ry
* Dans le cas particulier simple (mais fréquent) ou les bran-
ches qui convergent au nceud k& ne comportent que des résis-
tors (sans sources), le potentiel du nceud £ est le barycentre E2ki
des potentiels des nceuds voisins, pondéré par les conductan- Ry
ces des branches (relation de Millman) :
Vi T Ry VkT YR Tva
S GV ‘ v
- /77777 177777
Vi=_
Zij Doc. 13. Potentiels de neeuds.
J

Il peut étre intéressant d’affecter arbitrairement une valeur nulle au potentiel d’un nceud du
réseau. Il devient ainsi la masse de ce réseau.
* Méthode d’'étude d’'un réseau électrique

Pour un réseau, on peut écrire les équations de nceuds indépendantes qui permettent de déter-
miner les potentiels, puis les courants. Il est possible de résoudre ainsi tout probleme relatif au
réseau. Cependant, cette méthode conduit rapidement a des calculs trés lourds et il faut Iui pré-
férer les méthodes procédant par équivalences successives, divisions de courant et de tension et
superposition.

«Théoreme de superposition

® En régime continu, I’intensité dans un dipdle est égale a la somme des intensités obtenues suc-
cessivement dans ce dipdle en éteignant toutes les sources libres sauf une.

Il en va de méme pour la tension aux bornes de ce dipdle.
o Eteindre une source de courant revient a la remplacer par un interrupteur ouvert.

® Eteindre une source de tension revient a la remplacer par un fil.

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.




Réseaux linéaires en régime continu o ESSENTIEL

Remarque : Le théoréme de superposition ne peut s’ appliquer qu’a un réseau linéaire. On
veillera a ne pas I utiliser abusivement dans un réseau qui comporte un élément non linéaire
(une diode, par exemple).

q‘) Pour aller plus loin : ex. 9,10 et 11 )

Conseils et pieges a éviter

* Penser a écrire le plus souvent possible la loi des nceuds en termes de potentiels.

* Les représentations de Thévenin et de Norton sont deux représentations différentes d’un méme
générateur.

* Bien connaitre les lois d’association des divers éléments.

* Le théoreme de superposition ne peut s’appliquer qu’a un réseau linéaire.
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o Application
des lois de Kirchhoff

Déterminer les courants et les tensions inconnus dans le
réseau représenté sur la figure.

Les rectangles figurent des dipdles quelconques (avec ou
sans source) dont il n’est pas nécessaire de connaitre la
nature.

30mA 7 20mA 1] —10mA
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10 mA Is
Uaj U4‘ y, SmAY
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Revoir la loi des mailles (ou loi d’additivité des ten-
sions) et la loi des nceuds.

Faire attention aux orientations et aux signes des cou-
rants et tensions.

Conseils

6 Calcul de résistance équivalente

Déterminer la résistance équivalente entre A et B.

b.
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a) et b) Bien repérer les associations série et parallele.
On pourra se souvenir que la résistance équivalente a

Conseils

deux résistances R en parallele est égale a —

Pour c) I'utilisation des symétries permet de déterminer
R ABgy SANS calcul.

€ 1r0is méthodes d’étude

d’un réseau linéaire
Déterminer le courant i en utilisant :
a. la loi des nceuds (en termes de potentiels) ;
b. le théoreme de superposition ;

c. en replagant les deux générateurs de Thévenin par les
générateurs de Norton équivalents.

A
i i b
vraf] monl]  neoal]
N N
S R

31=4V 62=12V

Pour appliquer la loi des nceuds, il faut affecter le
potentiel nul a I’'un d’entre eux puis écrire des équations
qui ont pour inconnues les potentiels des autres nceuds.
Ne pas hésiter a utiliser des schémas équivalents
intermédiaires.

La représentation des générateurs par leur modele de
Norton permet de déterminer i par une division de
courant.

Conseils

9 Recherche de la représentation
de Thévenin et de Norton

pour un dipdle
Déterminer la représentation de Norton et la représentation
de Thévenin pour les dipdles linéaires situés a gauche des
bornes A et B.
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réseau
quelconque

réseau
quelconque

réseau
quelconque

Revoir 1’équivalence entre les représentations de
Thévenin et de Norton.

On préférera la représentation de Thévenin pour deux
dipoles en série et la représentation de Norton pour
deux dipodles en parallele.

11 faudra parfois effectuer plusieurs équivalences suc-
cessives.

Conseils

9 Calcul de résistance

équivalente
| E— D | |
R 2R
I D K
VI
<~ 13
I, 2R R
oA U Be
/77777

1 ¢ Peut-on calculer la résistance équivalente entre A et
B au moyen d’associations série et parallele ?
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Réseaux linéaires en régime continu

2 o Ecrire les équations de noeuds (ou relations de Millman)
pour les nceuds C et D enposant V4 =0 et Vp=U. En
déduire la résistance équivalente entre A et B.

On rappelle que deux dipdles sont en parallele si leurs
deux bornes sont communes.
Pour un dipole qui ne contient pas de source indé-

Conseils

pendante la résistance peut se définir par R = % en

convention récepteur. On peut donc tenter de calculer
I en supposant U connue (ou I'inverse).

@ ttude d'un réseau

par plusieurs méthodes
Déterminer les courants /| et I, pour le réseau représenté
sur le document.
On utilisera trois méthodes différentes.

En plus de la méthode systématique qui consiste a
écrire N-1 équations de nceuds pour un réseau de N
neeuds, quelles sont les méthodes a notre dispo-
sition ? On remarquera que le réseau contient plu-
sieurs sources.

Pour ne pas avoir a résoudre de systeme d’équations,
on tente de se ramener a une maille unique par une
succession d’équivalences.

Penser a utiliser les diviseurs (de courant et de ten-

sion).

Conseils

@D ctude d’un électrolyseur

Un circuit (doc. 1) est réalisé par 1’association en série
d’un électrolyseur dont la caractéristique statique est don-
née document 2 et d’un générateur : (e =4V, r=20Q).

@

Doc. 1. électrolyseur alimenté par un générateur.

Déterminer le point de fonctionnement M de 1’électrolyseur.




I(mA)

Uw)

Doc. 2. Caractéristique statique de I’ électrolyseur.

6 “Résistances d’entrée et de sortie
d’un quadripdle actif

Une photodiode est un composant opto-électronique dont

la caractéristique est fonction de la puissance lumineuse,

Py, qu’elle regoit :

i(u) =IogeVo - 1) = I, ot I = 10 A, Vo = 26 mV et

Iy=kPL, k=05AW-L.

L@

Doc. 1. Représentation de la diode
en convention récepteur.

1+ La photodiode recoit une puissance lumineuse de
1 mW, tracer la caractéristique I(U) de cette diode et
déterminer sa tension en circuit ouvert, Ug,.

2 Analyser cette caractéristique du point de vue énergé-
tique : quelle partie du plan / (U) correspond a un compor-
tement générateur et quelle partie a un comportement
récepteur.

3 ¢ Justifier que I’on puisse adopter pour la diode le mode-
le linéaire par morceaux ci-dessous:

1

0

—Ip—1Iy

4 Cette photodiode est connectée en série avec une résis-
tance Rc. Déterminer graphiquement le point de fonction-
nement du circuit . On distinguera deux cas en introduisant

Réseaux linéaires en régime continu

C
———_ Donner dans chaque cas la
]p + IO
relation tension courant au point de fonctionnement.

la résistance Ry =

5 Déterminer la puissance P fournie par la diode en fonc-
tion de Rc, Uc, et Ro. Représenter | P| en fonction de R et
déterminer la valeur absolue de la puissance maximale
fournie, Pax, en fonction de Uc, et Ro. Pour quelle valeur
de R obtient-on cette puissance maximale ?

P . P
6 ¢ On définit le rendement de conversion par 1 = —;‘ax ;

L
justifier cette définition; calculer numériquement P«

ainsi que ce rendement; commenter les valeurs obtenues.

1) Comment est I’intensité lorsque la diode fonction-
ne en circuit ouvert ?

2) Dans quelles parties du plan la puissance regue par
la diode est-elle positive ? négative ? Conclure.

3) Il faut considérer les parties quasi-linéaires de la
caractéristique réelle et faire les approximations les
plus simples.

4) Attention aux conventions a adopter pour la diode
et la résistance.

5) Distinguer ici aussi les deux cas précédents.

Conseils

e “Résistances et conductances
itératives

A. On considere le quadripdle résistif en T ci-dessous

(doc. 1) dont la charge est constituée par la résistance R.

...........................

A1 1 i Rl Rl 3 A() io
o b
A A

1 Déterminer sa résistance d’entrée Re| = —1

I
Comment doit-on choisir la résistance R pour que
Re; =Rg ? Cette résistance particuliére, notée ROI., est
appelée résistance itérative du quadripdle.

2 » On place en cascade n quadrip6les identiques au pré-
cédent, ’ensemble étant chargé par la résistance itérative

R()l.. Quelle est la résistance d’entrée Ren =" deI’asso-

L i
ciation ? "
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Doc. 2

3 © On considere a nouveau le quadripdle représenté a la
question 1), la charge étant constituée par la résistance ité-
rative Rol_. Calculer son amplification en tension :

u o i
AM] =-0 et son amplification en courant A,-1 = ‘—O, et les
uj |
. . Ry
exprimer en fonction de k=—.
Ry
4 + On associe en cascade n quadripoles identiques au pré-
cédent, ’ensemble ayant encore pour charge la résistance
itérative Roi .
Calculer, en fonction de k, 1’amplification en tension

A, =10 g I’amplification en courant A; :l_—O de I’en-
n ui’l n ln

semble.

5 Sachant que n =10 et Ry, =1 kQ, déterminer R

pour que A“n =0,10 quand la charge est la résistance ité-

rative Rol. que I’on calculera.

B. On considére maintenant le quadripdle résistif en [,

dual de celui en 7 considéré a la question A. 1). Sa charge
est constituée par la conductance Gy.

Al iy G, -
R -
o o of] 4 [o
A |
”””””” Doc.3

1 ¢ Déterminer sa conductance d’entrée :
i
Ge, =——.
uj
Comment doit-on choisir la conductance G pour que

Ge1 =G ? Cette conductance particuliere, notée Gol_ , est
appelée conductance itérative du quadripdle.

2 ¢ On place en cascade n quadripoles identiques au pré-
cédent, I’ensemble étant chargé par la conductance itéra-
tive Gy..

1
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Réseaux linéaires en régime continu

‘ i ,
Quelle est la conductance d’entrée Geu = - de I'asso-
Uy
ciation ?
3 ¢ On considere a nouveau le quadrip6le de la partie B.,
la charge étant constituée par la conductance itérative GOi .

Calculer son amplification en tension Au1 =0 et son
uj

I ig . .
amplification en courant Ail = —, puis les exprimer en
G "
fonction de k = —2.
Gy
4 » On associe en cascade n quadrip6les identiques au pré-
cédent, I’ensemble ayant encore pour charge la conduc-

tance itérative Gol,. Calculer en fonction de k, I’ampli-

I~ . u I
fication en tension A, = =0 et I’amplification en courant
Uy

i ’
= .—O de I’ensemble.
In

A,
5 e Sachant que n =10 et G; =1 mS, déterminer G,
pour que A, =0,10 quand la charge est la conductance
itérative Goi que I’on calculera.

Le réseau étant passif, la résistance (ou la conductan-
ce) itérative se calculera par les lois d’association de
résistances (ou de conductances).

Il convient ensuite d’exploiter systématiquement les
propriétés d’un quadripdle chargé par sa résistance
(ou sa conductance) itérative.

Conseils

@ “Convertisseur analogique
numeérique

Le réseau de résistances étudié est constitué de (n + 1)

résistances ry et possede (n+ 1) sorties Si(k=0, ..., n).

On note par R larésistance entre la sortie Sy et la masse,

par R la résistance totale du réseau et par r la plus fai-

ble des résistances du réseau.

Les tensions de sortie U, référencées a la masse, sont

prélevées sans débit de courant et le pas p (p > 1) du

réseau est défini par la relation :

Uk+1
=T (k=0,...,n).
p U, ( )

La plus faible des tensions Uy, est appelée quantum.

1 ¢ a. Identifier le quantum. Exprimer U en fonction du
quantum, puis I’exprimer en fonction de la tension de réfé-
rence Uy

Identifier r. Déterminer, en fonction de r, les valeurs ry
des (n+ 1) résistances du réseau pour un pas p donné.
Quelle relation lie » & R et quelle relation lie r, a R ?
A.N.: Sachantque p=10,n=35 et r=100 €, calculer
numériquement les (n + 1) résistances r; du réseau.




Réseaux linéaires en régime continu

b. En déduire les tensions U délivrées par les sorties S
lorsqu’a I’entrée du diviseur de tension est appliquée une
tension Uy = 100 V. Commenter le résultat obtenu.
Quelle pourrait étre 1'utilisation d’un tel réseau de résis-
tances ?

o S,
T Ug=U,

Uréf ry

Typ—1

o TUO

Doc. 1

2 * Quelles sont, en fonction de r, les valeurs des résis-
tances 7, constitutives d’un diviseur de tension dont le
pasest p=27

Déterminer, en fonction de la tension appliquée U, les
tensions Uy délivrées par un tel diviseur de tension.
A.N.: Sachant que U = 1024 mV, combien faudrait-il
de résistances pour réaliser un réseau atténuateur délivrant
les tensions U; multiples de 2 du quantum Uy =1 mV
entre les valeurs Up=1mV et U, ;| =1024 mV ?

A quoi pourrait servir un tel réseau de résistances ?

3 e Le réseau de résistances considéré est celui de la
question précédente avec une tension de référence
Uwr= 1024 mV. On dispose, en outre, de circuits logiques
(C.L.) a deux entrées U, et U'. et deux sorties Us et
U’ dont les tensions de sortie sont définies par :
Us=zU=>Us=1VetUs=U.-U'e)

U <Ueg=>Usg=0etU's=Uk.

Avec des circuits logiques, on réalise un convertisseur
analogique-numérique (C.A.N.) comme indiqué (doc. 2).
Expliquer le fonctionnement de ce C.A.N. et I'illustrer
pour une tension analogique U =800 mV appliquée a son
entrée.

Quelle est la tension maximale admissible Uy, c’est-
a-dire quelle est la tension maximale analogique qu’il est
possible de convertir ?

La structure du réseau est celle d’un diviseur de ten-
sion. Remarquer que les tensions des C.L. sont liées
par la relation :

Uet = Usp U'eg + U’

Conseils
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(D “Convertisseur
numérique-analogique

Un convertisseur numérique-analogique (C.N.A.) est un
circuit qui transforme une information numérique en un
signal analogique image de cette information. Le C.N.A.
étudié est réalisé avec un amplificateur opérationnel par-
fait, une source de tension continue E, un réseau de résis-
tances (R, 2R) et un ensemble de n commutateurs (Kj)
a deux états (0) et (1) (cf. le schéma page suivante).
L’information numérique est codée sous la forme d’un
nombre binaire N3y = (b, _1b,_2 ... bibg) ou les chif-
fres (bits) ne peuvent prendre que les valeurs O ou 1. La
valeur de chaque bit b; est représentée par I’état du com-
mutateur (K;) associ€: b;=0 le commutateur (K;) est
dans I’état (0), b; =1 sile commutateur (K;) est dans
I’état (1). Ainsi, chaque information numérique N
détermine 1’état des n commutateurs et, par voie de consé-
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quence, la valeur de la tension analogique Ug délivrée
par le C.N.A.

1 ¢ Calculer I'intensité /; du courant qui traverse la résis-
tance 2R dont I'une des bornes est reliée au nceud A;.

2 » Déterminer, en fonction de E, R, R’ et des bj, la ten-
sion Uy délivrée par le C.N.A. lorsque 1’état de 1’ensem-
ble de ses commutateurs (K;) traduit I'information codée
numériquement par le nombre binaire :

N@y=(by_1by_1 ... bibg).

3 ¢ On appelle quantum U la plus petite variation en
valeur absolue de la tension Ug lorsqu’on passe d’une
inform%tion traduite par Ny a une autre traduite par
N'(2). Etablir I’'expression du quantum de ce C.N.A.
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Réseaux linéaires en régime continu

Sachant que R = 10 kQ, R' =2 kQ etque n=7
(information codée sur un octet), calculer E pour que
0Us =10 mV.

4 ¢ La source de tension E ayant la valeur calculée dans
la question précédente, déterminer la valeur de Uy lorsque
Ny = (10010 010).

Réciproquement, connaissant la valeur numérique de Uj,
établir un algorithme permettant de connaitre 1’état de tous
les commutateurs du C.N.A. ou, ce qui revient au méme,
I’expression de N).

Utiliser le fait que ’amplificateur opérationnel est
parfait et fonctionne en régime linéaire : v, —v_=0,
=i =0

Conseils




o Application des lois de Kirchhoff

On obtient les courants inconnus en appliquant la loi des
neeuds et on trouve les tensions avec la loi des mailles :

U =-5V; Uy=0; U3==5V; Us=5V; Us=5V;
I1=10mA; Ih=-10mA; I3=0; I4=-5mA;
Is=15mA; Ig=-20 mA

6 Calcul de résistance équivalente

a. Le réseau se ramene a trois résistances de valeur R en

6R :]_D 2R
3R 2R
A l B
valeurs 2R et R en série,

l—{ 2R —1 R }—l
A B
soit: Rap=3R.

c¢. Le courant entrant en A se partage en deux courants égaux,
puisque les deux résistances qu’ils parcourent sont égales.

série : Rap =3R.

b. Pour mettre en évidence les
associations, on change la
forme du nceud central ; cette
opération purement graphique
ne modifie en rien les conne-
xions électriques. On obtient
ainsi un systeme équivalent
formé de deux résistances de

Pour la méme raison les courants qui se somment en B sont
égaux.

in R C R in
ol : i,
R/ — J— ir| B
| I | I
R D R

Ainsi icp = 0, et on peut virtuellement « enlever » la branche
CD. 1l reste 2B en parallele avec 2R, soit RABéqu =R.

€ 1r0is méthodes d’étude
d’un réseau linéaire
a. Le réseau comporte deux nceuds. Sion pose Vg =0 (choix
arbitraire d’origine des potentiels), il reste un seul potentiel
inconnu : Vy4.
Laloi des nceuds en A (iy + ip = 1) s’écrit en termes de poten-
tiels :
e1-Va e-Va_Va
r ) r

d’ou: V4 =4,5Vetdonc i=0,75A.

b. ¢ Si on annule e, il reste :

I |

.

1

£
\_/ B

€
N e N
D’ou I= 1 et, a travers r :
rr
ry+
r+r
e
. r e r
po_2 g 2€1 _ ul .
I+ o +r(r+r) 14+
r r

* Si on annule ey, il reste :

ol ]

/)
Y
()

~.

En échangeant les indices 1 et 2, on se retrouve dans le cas
précédent, donc :

&

r )

= I3 -
.o n

* En appliquant le théoreme de superposition pour ce réseau
linéaire, on obtient :

L T
i=i'+i"= 1 2

AN.:i=075A.

c. On refait le schéma en replagant les deux générateurs de
Thévenin (e, r;) et (ep, rp) par leurs représentations de
Norton avec :

el €2

m=—=4A et m=—==2A.
" )
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Réseaux linéaires en régime continu o CORR'GES

IR

On obtient donc :

Dans ce schéma, le neeud A est constitué par tout le fil hori- : . )
zontal supérieur. ! 1
Un courant total d’intensité iy =1 + 17, = 6 A se répartit : m 7 ; N
donc entre les trois résistances. : H 1 1 ;

' 1 1

oo e

o

1
5 8 r . - Y
i=1i T 1 T T 1 , soit ip=0,75 A.

r

de Thévenin et de Norton
pour un dipdle
a. Les deux sources de courant en parallele sont équivalentes
a une source unique de courant de c.e.m. 17 =1 + 1. Y
La représentation de Norton est donc : {
c.e.m. ) =1 + 1, en parallele avec R. :
On en déduit la représentation de Thévenin : :
f.e.m. E = R(n; + 1) en série avec R. :

@) Rrecherche de la représentation 1@ 'y

oy e

o

b. Les deux dip6les de Thévenin étant en parallele, on com-
mence par dessiner leur représentation de Norton (voir la

figure ci-apres).
Equivalences successives
Les deux sources de courant en parallele sont équivalentes a

. E| E
une source unique de courant de c.e.m. 7: 1y + 1p = R—+ —=
1

R,
et les deux résistances en parallele sont équivalentes a une
‘o RiR
résistance de valeur R = —1—2
R 1+ R2

La représentation de Norton est donc :

Ey E N RiR

cem. = ZLy 22 e parallele avec R = 172
R1 R2 R 1+ R2

On en déduit la représentation de Thévenin :

f.e.m.n=ﬂ<ﬂ+2>=MenSéﬁeavec
Ri+Ry \R| R, Ri+Ry

__RiRy

R1+R2.

c¢. On transforme le générateur de Norton (77;, Rj) en géné-
rateur de Thévenin équivalent de facon a obtenir deux géné-
rateurs en série. La représentation de Thévenin est donc :
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CORR|GES o Réseaux linéaires en régime continu

f.e.m. E = Ey + Ryn; en série avec R =R + R».

On en déduit la représentation de Norton :
Ey+Rym

cem. =
e R1 + R2

en parallele avec R =R| + R».
d. Les deux générateurs de Norton sont en série. On les trans-
forme donc en utilisant leur représentation de Thévenin.
On obtient donc en série : une f.e.m. £} =R;1;, puis une résis-
tance R, puis une f.e.m. E, = Ry1; et une résistance R;.
La représentation de Thévenin est donc :

fe.m. E = Rym; + Rym, en série avec R =R + R,.
On en déduit la représentation de Norton :

Rimi +Rym

cem. =
g R1 Tr R2

en parallele avec R =R + R».

6 Calcul de résistance équivalente

1 * Non car la résistance de la branche CD n’est en paralle-
le avec aucune autre résistance ou association de résistances.

2 o Ecrivons la loi des nceuds en C et D :

VD=U+2VC; VC=2U+2VD
5 5
N 3 4
d’ou : Vp==U et Vo=—U.
b=3 €7

En appliquant la loi d’Ohm, on en déduit les courants I} et
I puis le courant [ :

= Vp-0 - EE;Q: Ve-0 =2£;1=11+12=
R 7T R 2R 7 R
On en déduit la résistance équivalente :
Reg=LR.
5

Remarque : On voit que, pour le dipdle équivalent au réseau
de résistances, les orientations choisies pour U et I cor-
respondent a la convention récepteur.

Si on avait orienté 1 dans I autre sens, il aurait fallu poser :

U =~ Rgq I (convention générateur).

I

= |w»
|

@ ttude d'un réseau
par plusieurs méthodes

Méthode 1 : théoreme de superposition

* On éteint Ey et

Pour le calcul de /; on remplace les trois résistances de droi-
te par la résistance équivalente : (R + R) en parallele sur 2R
soit une résistance équivalente R. On obtient :

_E

=3

I, se déduit de /; par application de la relation du diviseur
de courant :

I

1
2R Ey
L=l —= _=—L1
L, 1 6r
2R 2R

* On éteint E; et

I

Io 2R

) TEZ 2R
L
() TE 2 " L3

On redessine le circuit pour se ramener a une maille unique :

E, . L
Ip = —= puis par lelSlOIl .
0= PuisP

* On éteint E; et E

T—{ 2R R Db
2R R nT@

Par deux divisions de courant successives, on obtient :

* Superposition des trois cas
On obtient finalement :

S

Méthode 2

On se ramene a une maille unique par des équivalences.
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L, 8
Finalement : I = §R 2

Dans cette série d’équivalences successives, on a perdu /5. 11
faut donc reprendre une nouvelle série d’équivalences qui
laisse intacte la branche ou circule /5. Cette méthode est
donc plus longue que I’application de la superposition.

Méthode 3

Résolution d’un systeme d’équations

> 1 >
T L g L AL

() TEI 2R TEZ R Tﬂ

177777

Le réseau comporte trois nceuds. On attribue arbitrairement le
potentiel nul a I’'un d’entre eux (la masse) et on écrit la loi des
neeuds en A et B avec les potentiels inconnus V4 et Vp.
*En A: I} -Ih+13=0 d’ou:
Ey-Va  Vp-Va  E2-Va _
2R R 2R

*En B:Lb+I4;+n=0 dou: %—ﬁ+n=0

On obtient le systeme de deux équations :
[4VA—2VB=E1+E2
-V4+2Vpg=Rn
La résolution donne :
_Ei +Ey+Ry - =E1+E2+4Rn.

vV
A 6

Vg
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Réseaux linéaires en régime continu n CORRIGES

On en déduit 7} et I :

I = El—VA _ 2E1—E2—R7]
TR 6R

_ 12= VA—VB =E1+E2—2R7]
R 6R

Remarque : La résolution du systeme d’ équations est ici assez
simple. Cela est dii a la géométrie du réseau qui ne comporte que
trois neeuds. En général, les autres méthodes sont plus rapides.

0 Etude d’un électrolyseur

L’équation de la caractéristique du générateur est
U=4-20l avec U en volt et ] en ampere.

Cette droite coupe la caractéristique de 1’électrolyseur en son
point de fonctionnement M situé sur sa caractéristique a U > 0.
L’équation de cette derniere est :

2-12 _U-12 ‘wopy=12+8I

0,1-0 I

En éliminant U, il vient 1,2 + 8/ =4 - 20/ ,d’ou/=0,1 A et
par suite U = 2V.

9 Résistances d’entrée et

de sortie d'un quadripéle actif
1 © Le tracé de la caractéristique est donné ci-dessous:

0,02}
0,015}
0,01 {

0,005

P e e —————
01 -005 0 005 01 015 02

En circuit ouvert I’intensité est nulle ; il suffit de lire la valeur
correspondante de u sur le graphe pour avoir U¢, = 0,1 V. Ce
résultat se retrouve en annulant 7 (i), soit:
/ . .
Uc,=Vo In (1 + [—p) qui redonne bien la méme AN.
0

2 » La convention adoptée ici est une convention récepteur,
les parties de plan ol u et i sont de méme signe correspon-

dent a des comportements récepteurs; seule la partie ci-
dessous est génératrice puisque ui < 0 :

0 0,05 01 015 02

k] > bl 9




@ Réseaux linéaires en régime continu

C’est cette partie qui sera intéressante puisque c’est dans ce
mode de fonctionnement que la diode fournira effectivement 5e-05
de la puissance au circuit €lectrique.

3 © On voit sur la caractéristique compléte que 1’intensité est

) 4e-05
pratiquement constante pour u < 0.1 V (= U¢ o) elle vaut
environ — 0.00051 A, ce qui correspond bien a — Ip — Iy.
Lorsque u > 0.1 V, I'intensité croit rapidement (avec une 3e-05
pente de 10 A/V environ) ; on peut en premiere approxima-
tion considérer que u reste constant égal a Uc, D’ou la carac-
téristique idéalisée de la diode. 1e-05
4 « Si I’on adopte la convention récepteur pour la diode, il
faut adopter une convention générateur pour la résistance 1e-05
(i =— RL) afin de superposer les deux caractéristiques :
C
)i 0 200 400 600 800 1000
. Uc,2
La valeur P,y est atteinte pour R = R et vaut R
Uc 0
0 6 * Le rendement doit &tre défini comme le rapport entre la
| U quantité d’énergie que met la photodiode a la disposition de
Ip—1I, R et la quantité d’énergie qui permet a cette photodiode de
—Ip—
. . N P
fonctionner; ceci correspond bien a 1 = —22,
L
Numériquement P, = S0 pW et 7= 0,05, soit un rendement
Uc Uc
Casa):Rc>Ry=—">,i=——". de 5 %. ' _
I, + 1y Rc Ces deux valeurs sont tres faibles. Il est donc nécessaire :
D’une part d’utiliser une grande quantité de cellules de ce
I type pour parvenir a une puissance utilisable respectable.
D’autre part d’améliorer les rendements des cellules grace
aux différents matériaux utilisés et aux différentes techniques
de fabrication.
Uc,
U o Résistances et conductances
—-Ip-1Iy itératives
A. 1 ¢Le dip6le ne comportant pas de source liée, sa résis-
tance d’entrée peut s’évaluer en utilisant les lois d’association
de résistances :
Yey 1o Ry(Ro + R
Casb): Rc <Ry=—",u=Rc(,+1p) =Uc,~=. R =R 2(Ro +Ry)
I +1 OR o Sl :
14 0 RO +R 1+ R2
__Rcy
5 ¢ Pour Re <Ry, P = - R_Oz Uc," et pour Rc > Ry, Par définition de la résistance itérative, il vient :
Ry(Ry. + Ry)
UC02 Ry. =Rj + —L——,
P=- RC. ¢ R0i+R1+R2
La courbe représentative est donc la suivante (avec les d’ou : Ry. =R{(R| + 2R»).
1

valeurs du texte, Ry = 196 Q) : . . .
0 ) 2 e’ensemble étant chargé par la résistance itérative, on éta-

blit de proche en proche que :
Rol_ =Rel =Re2 =..=R; .

n
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3 e Comme le quadripdle est chargé par sa résistance itérati-
ve, on écrit ugy = ROiiO et up = Roii1~ 11 en résulte que :
u i

Ay, = 20 _ f0 _ 4.

5 i
up I !

En considérant que le quadripole réalise un diviseur de cou-
Ry

rant, jj= ———=———
" Ryt (R, +R)

i1, I’amplification en courant (et

I’amplification en tension) s’en déduisent immédiatement :
B
e R0i+R1 +Ry
_ Ry
VRi(Ry +2Ry) + Ry + Ry
1
l+k+VkQ+k)

A A

M1=

4 ¢ Pour établir les expressions de A“n il suffit de remarquer,
d’une part, que :
uy Uy u Uy
A, =0 Mol ot

"oy U up Up
et, d’autre part, que tous les quadripdles de I’association ont
la méme amplification en tension, parce qu’ils sont tous char-
gés par la résistance itérative. En conséquence :

Aun = (Aul)n-
Pour I’amplification en courant, on aboutit a un résultat ana-
logue : A,-n = (Ail)”.

n

5 *On pose A”n = (%) , il vient K =1001 = 1,259,
De I’expression de A, , on tire :

. ! 2
K=1+k+\kQ+h) :k:%:z,%.w‘z
= R = kR, =26,6 Q.
La valeur de résistance itérative s’en déduit :

Ry, = VRI(R| +2Ry) =232 Q.

B. 1 ¢ Le dipdle ne comportant pas de source liée, sa conduc-
tance d’entrée peut s’évaluer en utilisant les lois d’association
des conductances :

G, =Gy + G1Go+Gy)
1 G() +G 1+ Gz
Par définition de la conductance itérative, il vient :
G1(Gy. + Gy)
Go.=Gy = L’
! GOi +G1+Gy

d’ou : G()i = \S/Gz(ZGl + Gy).
2 o L’ensemble étant chargé par la conductance itérative, on

établit de proche en proche que GOi =G, = Ge2 =..=G,.

n
3 o Comme le quadripdle est chargé par sa conductance ité-
rative, on est fondé a écrire ip = Gol_uo et iy = Gol,u 1-
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Réseaux linéaires en régime continu @

io _ U
=—=—= Au[
iP

Il en résulte que A; 1
En considérant que le quadrip6le réalise un diviseur de ten-
B
G1+(Go, + Gr)
I’amplification en courant s’en déduisent immédiatement :
Gy

GOi +G1+ Gy

Gy
VG22G| + Gy) + G| + Gy
I S
1+k+VkQ2 +k)

sion, uy = uy, I'amplification en tension et

Ai] :Aul =

4 * Pour établir les expressions de A,,n, il suffit de remar-
quer, d’une part, que :
u uy u
e
Up up up Un

Up—1

et, d’autre part, que tous les quadripdles de 1’association ont
la méme amplification en tension, parce qu’ils sont tous char-
gés par la conductance itérative. En conséquence :

A”n =(4, 1)”.
Pour I’amplification en courant, on aboutit a un résultat ana-
logue : A,-n = (Ail)".

n
5 On pose Ay = <%> , il vient K = 1001 = 1,259,

De I’expression de A”l’ on tire :

2
K=1+k+\/k(2+k)ﬁk=%=2,66.10*2,

Gy = kG = 2,66.1075 S,

Ry= 2 =376kQ.
2

La valeur de la conductance itérative s’en déduit :
Gol, =JG,(2G| + Gy) =2,32.1074 S,

Ro,= ——=43kQ.

Goi

d’ou :

soit :

soit encore

@ Convertisseur analogique
numérique

1 e a. Les tensions U délivrées par le réseau sont données
par la relation de récurrence Uy | =pUy, d’ou:

Ui =p*Up.
La tension U} étant une fonction croissante de k carp > 1,
le quantum de ce réseau est la tension Uy délivrée par la sor-
tie Sp.
La tension de référence U,g délivrée par la sortie S, étant

reliée au quantum par la relation :
Urst=p"Up.




@ Réseaux linéaires en régime continu

11 en résulte que : U= %
-

Les résistances étant en série, il vient, par définition du pas,

p= Yket _ Riwr o

d’ou la relation de récurrence,
Uy Ry

k

R+ 1 =pRy, qui permet le calcul de Ry = Z 1, en fonction

de Ry: Ry =pFRy.

11 apparait que la plus petite résistance du réseau est :
r=Ro=ry.

Les valeurs des résistances constitutives du réseau, en fonc-

tion de r, en découlent :
re=Re—Ri—1= (@ =p* DRy

p=0

=p*=l(p- DRy,
d’ou re=pk=1l(p-Dr (k> 0).
Comme R =R, il vient R = p'’r, et par suite :
S it
pn+17k

A.N. : Le réseau est constitué des (n + 1) = 6 résistances :
ro=r;r1=9r;r=910r;r; = 9.10%r ; T4 = 9.103r;
rs=9.10%.

Soit numériquement :
ro=r=100Q;r;=900Q;r,=9000Q;r;3=90kQ;

r4 =900 kQ ; r5 =R =9 MQ.

b. Les tensions délivrées (en 1’absence de débit de courant)
par le diviseur de tension sont données par la relation :

Urgt

pn—k’

U=

soit respectivement :

Up=0,ImV; U;=1mV;

Uy=10mV; U;=100mV ;

U4=1V; U5=Uréf=10V.
Elles forment une échelle des multiples décimaux du
quantum Uy = 0,1 mV entre les valeurs Uy = 0,1 mV et
Uwr=10V.
Ce type de réseau de résistances est utilisé comme atténuateur
pour les changements de gammes dans les appareils de mesu-
re analogiques.

2 © Pour un diviseur de tension de pas p =2, les résistances
constitutives sont données par la relation :
re=2k=1p,
La tension prélevée a la sortie Sy est :
Uy = 2ky 0>
soit encore, en fonction de Upgs :
Urgt

V=%

AN.: Comme 1 024 =210 il résulte, d’apres la relation
U = 2"Uy, qu’il faut n + 1 = 11 résistances pour former

un réseau délivrant toutes les tensions U multiples de 2
du quantum Uy =1 mV entre les valeurs Uy =1 mV et
U,=Ukg=1024mV.

Un tel réseau peut étre utilisé pour la réalisation d’un conver-
tisseur analogique-numérique (C.A.N.).

3 ¢ En remarquant que U, = KUU', + U, avec K = 1V~ 1
on conclut que ces circuits logiques sont des diviseurs four-
nissant le quotient en Us et le reste en U’s quand le divi-
dende est présenté en U, et le diviseur en U, lorsque
20, < U, <0.

La structure du C.A.N. permet ainsi une écriture en binaire de
la tension U :

U=K> Uy Up=K > Ug2kUj.
k=0 k=0

Si la tension U ne s’exprime pas par un nombre entier de
mV, la partie décimale (< 1 mV) apparait aux bornes de la
résistance p sous la forme d’une tension analogique U’ .
Lorsque U =800,5 mV, on observe aux niveaux des sorties
de circuits logiques les valeurs suivantes :

800,5 = 0 x 1024 + 800,5

= Us 10=0 et Ul 10=2800,5mV;
800,5 =1 x 512 + 288,5

= Usg=1 et Us 9=283,5mV;
288,5 =1 x 256 + 32,5

= Usgg=1c¢et Usg=325mV;
325=0x 128 =325

=>Us7=0cet Us7=325mV;
32,5=0x 64 =325

= U =0 et Us §=325mV;
32,5=1x32+325

=Us5=1cet Us5=05mV;
05=0x16+0,5

:>US,4=0 et U’S’4=O’5mv;

0,5=0x8+05

= U 3=0cet Ug3=05mV;
0,5=0x4+05

=Us=0etlU,=05mV;
05=0x2+05

=>Us1=0cet U 1=05mV;
05=0x1+05

=Us 0=0 et Us o=0,5mV.
L’écriture en binaire de U est :
U = (01 100 100 000), .
Ce convertisseur est un convertisseur a 11 bits donc la tension
maximale admissible est :
Upmax =211 = 1 =2047 mV.
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m Convertisseur
numeérique-analogique

1 Les courants /; qui traversent les résistances du réseau
(R, 2R) sont 1ndependants de I’état des commutateurs (Kj),
puisque I’amplificateur opérationnel étant parfait, son entrée
inverseuse est aussi au potentiel zéro.

De proche en proche, on constate que la résistance du réseau
situ€ a droite d’un nceud A; est 2R.

Ainsi, tout courant qui aboutlt sur un neeud A; se divise en
deux courants /; égaux.

La source débite le courant [ = % qui se divise ensuite en

deux courants égaux au niveau de chaque nceud :

_ 1 1 1
1}1—1_217 In—z_?""’ [j—2n_j7~~~a
_ 1 1
]1_211—1’ 10_211'

2 * Selon I’état (b)) du commutateur (K;), le courant /; est
dirigé vers la masse ou vers I’entrée inverseuse de I’amplifi-
cateur opérationnel.

Le courant Iy qui traverse la résistance R’ est:

n—1 n—1 n—1

_ . _E 1
m—j;b,l Z ,2n ;= Z o T
La tension délivrée par le C.N.A. s’établit alors a :

n—1 3
o R’ bj
Us——RIN——E?/ZO TS

3 o Le quantum 9 Ug est la variation (en valeur absolue) de
tension observée a la sortie du C.N.A. lorsque le bit de plus
faible poids by2° est seul A varier quand on passe d’une
information N(7) a une information N'(y):

R 1
R 2n+1

Pour que 60U =10 mV, il faut prendre une source de f.e.m.
E telle que :

OUs=E —

=§2H+I5Us=12,8v.
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Réseaux linéaires en régime continu @

4 ¢ La valeur de la tension U s’obtient par application de la
formule obtenue dans la question 2) :

R, n-1 n—1

Us=-E~- an szf —SUszf

=-10"2Q27 +2* +2)=—146 V.
De fagon plus générale, on voit que :

n—1

J=—
N= sz Us

c’est-a-dire que la valeur numérique décimale de N(p) est:

N=—Ys 1000,
8

S
avec Uy exprimée en volt, soit :

= 146.
Pour connaitre I’état de tous les commutateurs il suffit alors
d’écrire N en base 2 : N(p).
Pour écrire N en base 2, il suffit de diviser N par 2 et de
relever le premier reste by, puis de recommencer sur le divi-
dende N obtenu jusqu’a obtenir un dividende nul.
Ainsi, pour N = 146 il vient successivement :

%:7:“0 = No=T73 et by=0

?:36” = Ny=36 et by=1

36 _1840 = Ny=18 et by=0

=9+0 = N3=9 et b3=0
=4+1 = Ny=4 et by=1
=2+0 = Ns=2 et bs=0

=140 = Ng=1 et bg=0

R—= N [~ o N|§

=0+1 = N;=0 et by=1

soit, en définitive :
Ny = (10010 010).




Réseaux linéaires
en régime variable

0000000000000 00000 LES OBIJECTIFS

* Relations tension-courant pour une bobine idéale et
un condensateur idéal.

- Etude du régime libre d’un circuit comportant des
dipoles passifs.

- Etude de I’établissement d’un régime permanent
par I’'intermédiaire d’un régime transitoire.

- Etude énergétique de ces circuits.

¢ Lois de Kirchhoff.
* Théoremes généraux en régime permanent.

 Relations tension-courant pour un générateur et
pour un résistor.

EXEEEERERRERNRRNNEN LES OUTILS MATHEMATIQUES

- Equations différentielles linéaires d’ordre 1 ou 2 a
coefficients constants.

« L'approximation des régimes quasi stationnaires

Dans I’approximation des régimes quasi stationnaires (A.R.Q.S.) tous les effets liés a la propa-
gation des signaux sous forme de tensions ou de courants sont négligés.

Les lois de Kirchhoff restent valables avec les grandeurs instantanées, et ’intensité instantanée
est la méme en tous points d’une méme branche.

«Théorémes généraux

Tous les théoremes généraux (loi des nceuds en termes de potentiels, relation de Millman) et
ceux relatifs aux circuits linéaires restent valables avec les grandeurs instantanées.

Le principe de superposition pour les circuits linéaires reste valable a condition de considérer la
superposition des états li€s aux sources et de ceux liés aux valeurs initiales non nulles des varia-
bles d’état (intensités et/ou tensions).

«Bobines idéales

Les bobines idéales établissent entre la tension u(z) a leurs

bornes et I’intensité i(f) qui les traverse la relation : i(r) ﬁﬁﬁLﬁﬁ
u(t) =L 3O u()
dr
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ol L est I’inductance de la bobine.
Le courant i(f) a travers une bobine est une fonction continue du temps.
L’énergie d’une bobine est :

%m=%Lﬁ&

La variable d’état d’une bobine est son courant : I I I I
la connaissance de i(r) renseigne complétement  ~~r AL AL S YL
sur 1’état de la bobine. Des bobines idéales en avec L =1L, + L, + L,

série ajoutent leurs inductances :
L=>L.
%

Des bobines idéales en parallele ajoutent les inverses de L,

leurs inductances : L
Ly o ML,
1_<v_1
L “TL Ls
QPour s’entrainer : ex. 2 ) avec : % = Lil + leq-i
« Condensateurs idéaux
Ils établissent, entre le courant i(f) qui les traverse et la
tension u(f) a leurs bornes, la relation : C
i(t)
o du()
i(t)y=C—=, —»—“7
dr

ou C estla capacité du condensateur. u(r)

La tension u(f) aux bornes d’un condensateur et donc sa charge ¢(f) = Cu(t) sont des fonc-
tions continues du temps.

L’énergie d’un condensateur est : é(7) = % CuX(r).

La variable d’état d’un condensateur est la tension a ses bornes : la connaissance de u(f) ren-
seigne completement sur I’état du condensateur.

Des condensateurs idéaux en série ajoutent

. . C 1 C2 C3 C
les inverses de leurs capacités : I I I o
1 1 1 1 1 ’
—=>—. 1 1.,1,1
C % Ck avec : ?—614-62-’-63
Des condensateurs idéaux en parallele ajou- C, |
tent leurs capacités : C
C=> Cy. Co b+ o ——
&
C;

avec: C=C,+C,+C;
QPour s’entrainer : ex. 1 et 3)

«Régime libre

Le régime libre d’un circuit est le régime qu’on observe lorsque ses sources libres sont éteintes.
Les conditions initiales des variables d’état fixent alors I’énergie du circuit, et par voie de consé-
quence, le régime libre qui en résulte.
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Réseaux linéaires en régime variable

e Circuit (R, C)

L’équation différentielle d’évolution s’écrit Td—c +uc=0
t
Uc Rlu R

avec 7=RC ou 7 estle temps de relaxation. C
!
La solution est uc(f) = uge °.
at=0:uc(t=0)=uy
(condensateur chargé)

e Circuit (R, L)

L’équation différentielle d’évolution s’écrit T% +i=0
t

avec T= % ou 7 estle temps de relaxation. nol L u R
_L
La solution est i(f) = nge 7.

A I'ouverture de Uinterrupteur (t = 0),
I'intensité dans la bobine est i(0) = 1.

Ug Uc

ug (t) _ <
uc(t) = — (tension aux bornes de la capacité) T = ---- (courant dans la résistance)
La tension aux bornes d’ une résistance L’intensité peut étre discontinue
peut étre discontinue. dans une résistance.
e Circuit (R, L, C)
L’équation différentielle s’écrit : R L
d%u du
2C +20'a)0—c+a)(2)uC=0,
dr dr c )
u~(t 1(t
o ) dzbtc o duc 2 B c (D)
uencore : ——= 4+ —= —~=+ wouc =0,
d Q dr

at=0:uc(t=0)=ug et i(t=0)=0

avec @y = % la pulsation propre, T = 2n la période propre
/ 20

AY

et Q= 1 _ Loy _ L, le facteur de qualité (grandeur sans dimension). Ce facteur est
20 R RC ayy

aussi appelé facteur de surtension (cf. chapitre 3).

Selon les valeurs de Q, donc de o, les régimes libres sont différents. En effet, A et B étant
des constantes déterminées par les conditions initiales, il vient :

—-si O< %, alors o > 1, le régime est apériodique (courbe 1 : o= 1,5), et en posant
o= wb\/az— 1, ona:
uc(t) = e 2@ (Achwr + Bshwr) ;
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Réseaux linéaires en régime variable Cm

—si Q= %, alors o= 1, le régime est critique (courbe 1: oc=1), et:

uc(t) =e ' (A + Bt) ;
-si Q> %, alors 0 <1 le régime est pseudo-périodique ou oscillant amorti (courbe 1 :
o0=0,5 et courbe 2 : 0=0,05). En posant @= wo\/ﬁz, il vient :

uc(f) = e %9 (Acoswt + Bsinwr).

* Le temps de relaxation le plus court correspond sensiblement a Q = % (ou o= 1) (courbe 1).

* Lorsque le facteur de qualité est grand, Q >> 1 (donc 0 << 1), le nombre d’oscillations
« observables » donne un ordre de grandeur du facteur de qualité : ainsi pour la courbe 2
(Q =10), on observe bien une dizaine d’oscillations.

10¢

0,8

0,6 F

04}
02F

0,0 f=

Courbe 1

00 05 10 s 20

09

T
T v

06} |

0 =10 (o= 0,05)

03F

03F

0,61

Courbe 2 0,0E ; : b : ‘ : ]
0 5 10 15

QPour s’entrainer : ex. 4 et 6 )

i~
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Réseaux linéaires en régime variable

«Régime transitoire - Régime forcé

Les courants et les tensions d’un circuit linéaire sont, a chaque instant, fonctions des valeurs
initiales de ses variables d’état et des caractéristiques (f.e.m. et c.e.m.) de ses sources indépen-
dantes. Généralement, apres un régime transitoire ou les effets liés aux conditions initiales se
manifestent, il s’établit un régime forcé (ou permanent) déterminé uniquement par les caracté-
ristiques des sources indépendantes.

OPour s’entrainer : ex. 5,7 et 8 )

Conseils et pieges a éviter

* Les réseaux étant linéaires, le théoreme de superposition est applicable, mais attention aux condi-
tions initiales.
 Bien connaitre les lois d’associations de résistors, de bobines idéales, et de condensations idéaux.
* Pour un circuit R, L, C série les équations différentielles d’évolution peuvent s’écrire :
2
d—u+2cfw0%+ ofu=0
dr? dt

Avec Q le coefficient de qualité du circuit.
Comme en mécanique il faut bien connaitre les diverses solutions.
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2 » Le méme générateur alimente le circuit représenté sur

0 Décharge d’un condensateur

la figure 2.
E est une tension continue. L’interrupteur étant fermé depuis R, Ly, p Ry Ly
« trés longtemps », on I’ouvre a la date = 0. A wc
Déterminer u(f) et i(z). > R L R, L .
i — M
. D
£ K
r A
7| c= |u >
ET Fig. 2

L’interrupteur étant fermé depuis une durée pratique-
ment infinie, que peut-on dire de i et de u ala date
t=0" (juste avant I’ouverture) ?

Laquelle de ces deux grandeurs est une fonction
continue du temps ?

On fera attention aux orientations de u et de i.

Conseils

@) Etude de circuits (R, L) (d’aprés
ENAC)

Dans chacune des questions on choisira la bonne proposi-
tion en la justifiant soigneusement.

1 ¢ Le circuit représenté sur la figure 1 est alimenté par
une source de tension continue de force électromotrice E
et de résistance interne négligeable devant R. On ferme
I'interrupteur K a I'instant ¢ = 0. Etablir I’expression de
I’intensité i du courant dans le circuit en fonction du temps 7.

R i L
— (1M
£ K
A
Fig. 1

d. i(t) = R£ (1 — exp (— %t))
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Déterminer la relation entre Ly, Ly, R| et R, pour que la
différence de potentiel V4p entre les points A et B soit
indépendante du temps.

a. LRy =(L1 + L) (R - Ro)

b. LoRy = (L1 + Ly) (Ry—Ry)

e h_k
L2 RZ
d.LiR; = LR,

3 o La relation établie a la question précédente étant véri-
fiée, calculer I’énergie W g consommée dans le trongon
de circuit AB pendant I’intervalle de temps [0, ¢] en fonc-

Rl
tion de la variable — 7.
Ll

R R
ezl b= 2)
(R, + R, LLy L

R R R

b. Wy = E? —12{—1t+1—exp(— —HH
(R, +R)* LL L
L R R

c. WAB=E2—12|:—1t+1+exp(— —Uﬂ
(L, + L) LL L

2 Ll Rl Rl
dWyy=E——— |- L+ 1-ep| - Lt
2(R1 + Ra) Ll Ll

4 ¢ La relation établie a la question 2 étant toujours
vérifiée, déterminer les relations entre Ly, Ly, L3, Ly et
R1, Ry, R3, R4 pour que la différence de potentiel vgp entre
les points B et D soit constamment nulle.

a. L]R] = L2R2 = L3R3 = L4R4

b. (L3 + Ly)Ry = (Ly + LRy = (L1 + Lo)R3 = (Ly + L3)Ry

e bR LR

L, R, L, R,

=2
a. WAB—E




al

R, R, R,

Ly+L, Ly+L L +L L+L,

1) Ce cas est celui du cours.
2) Utiliser des associations de dipdles et 1. pour éta-
blir le courant dans AC, puis exprimer Vp.

Conseils

3) Ecrire Vyp et M en tenant compte de 2.

L+ L,
t
avant d’écrire Wp(1) = JO V p-igpw)du.

4) 11 faut utiliser la question 2. pour raisonner par
analogie sur la branche ADC ; pour que Vpp soit nul
il faut nécessairement qu’il soit indépendant du
temps.

9 Transfert de charges
entre deux condensateurs

Un condensateur de capacité C est chargé sous une d.d.p.
E, puis, a t=0, estrelié, par fermeture de I’interrupteur K,
aun circuit (R, C') série (le condensateur de capacité C’
est initialement non chargé).

K ity R

Cc Tu(t) w (t) T - C

1 ¢ Déterminer les variations du courant i(f) de décharge
du condensateur C.

2 e Calculer la variation d’énergie A€ du systeme consti-
tué par la résistance R et les deux condensateurs C et C'.

3 « Démontrer que |A%é| est aussi 1’énergie dissipée par
effet Joule dans la résistance R.

4 » L’expression de |A%é| étant indépendante de R, que
se passe-t-il lorsque R tend vers zéro ?

Penser a écrire la conservation de la charge électrique
pour les deux condensateurs.

L’équation différentielle en i(#) s’obtient en écrivant
que i(7) traverse la résistance R et les deux conden-
sateurs.

Quand R tend vers zéro, les conditions de I’A.R.Q.S.
sont-elles réalisées ?

Conseils

Réseaux linéaires en régime variable

a Annulation de la surtension
aux bornes d’un circuit (R, L)
commuté

Un circuit de commutation, modélisé par un interrupteur K
et un condensateur de capacité C, relie un circuit (R, L)
série a un générateur de tension continue de f.e.m. E.

1¢A =0, onferme I'interrupteur K. Déterminer I'inten-
sité i(f) dans I'inductance sachant que sa valeur initiale est
nulle. A quelle date peut-on assurer, 2 mieux de 1 %, que le
régime permanent est atteint ?

2 o Le régime permanent étudié précédemment étant éta-
bli, on ouvre I'interrupteur K. A quelle condition sur C le
courant d’ouverture i(f) décroit-il uniformément jusqu’a
s’annuler sans qu’aucune surtension n’apparaisse aux bor-
nes de I'interrupteur ?

Représenter, dans ces conditions, les variations de i(f) et
celles de u.(?).

8@ p,

3 « Expliquer qualitativement ce que 1’on aurait observé, a
I’ouverture de I'interrupteur, en I’absence de la capacité C.

Ecrire 1'équation de la maille et utiliser les conditions
de continuité du courant dans I’'inductance et de la ten-
sion aux bornes de la capacité pour établir les condi-
tions initiales.

Conseils

e Cellules (R, C) soumises
a un échelon de tension

1 ¢ Un condensateur de capacité C étant chargé sous la
tension Uy, a =0 on ferme l'interrupteur du circuit.
Calculer le courant i(¢) atravers C.

"

2 » On associe a la premiere cellule (R, C) une seconde
cellule (R, C) comme indiqué ci-dessous.
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A t=0, les deux condensateurs ont la méme tension Uy
a leurs bornes.

Eb E

B() Bl BZ

A= 0, on ferme I'interrupteur K.

a. Déterminer les valeurs initiales des courants #1(¢) et iy(f).

b. Etablir et résoudre 1’équation différentielle donnant le
courant i»(f) dans la seconde cellule.

Pour le second circuit, appliquer la loi de nceuds en A;
de facon a n’utiliser que les deux courants (7)) et
ip(t), puis appliquer la loi des mailles a deux mailles
indépendantes. Lors de 1’établissement des conditions
initiales, ne pas oublier que la tension et la charge d’un
condensateur sont des fonctions continues du temps.

Conseils

o Réponse d’un circuit (R, L, C)

On considere le circuit représenté ci-dessous alimenté par
un générateur de force électromotrice constante E. On
ferme I'interrupteur K a I’'instant ¢ =0, le condensateur
étant initialement non chargé.

Calculer I'intensité i du courant traversant I’inductance
au cours du temps.

On suppose que RC = % =T

||
Il
a

[Is

Appliquer la loi des nceuds et la loi des mailles.

Pour trouver les conditions initiales, se souvenir que la
tension aux bornes d’un condensateur est continue et
que le courant dans une inductance I’est également.

Conseils

0 Réponse d’un circuit (R, C) série
a une excitation périodique
en créneaux

Un générateur de tension délivrant des signaux en cré-
neaux e(t) de valeur moyenne nulle et d’amplitude E est
branché aux bornes d’un circuit (R, C) série.
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Réseaux linéaires en régime variable

R i
e(1) TC) C— ]u(t)
e(t)

E A N .
| T |T !
2 1

_E T T o

1 ¢ Déterminer, en régime périodique établi (de période
T), I'expression de la tension #(f) aux bornes du conden-
sateur et représenter ses variations. On écrira, en fonction
de E,R,C et T, les expressions de valeurs extrémes #p;,
et upax de u(?).

2 » Déterminer la trajectoire de phase du condensateur,

lieu de ses points de phase M (u, T%), ou 7=RC.
t

Utiliser le fait qu’en régime permanent la réponse u(f)
est de valeur moyenne nulle, comme 1’excitation e(%).
Penser a utiliser I’équation différentielle pour établir
I’équation de la trajectoire de phase.

Conseils

9 Circuits alimentés en parallele

On considere le circuit ci-dessous composé de deux branches
comportant I’une, une résistance r et un inductance L et 1’au-
tre, une résistance R et un condensateur de capacité C. Elles
sont alimentées par un générateur de tension continue de
force électromotrice E et de résistance interne négligeable.

E
i V) 2
N
n q”C R
A 1] %’B

. L
T —

|

Le condensateur étant déchargé, on ferme a I’instant # = 0
I’interrupteur K. On désignera respectivement par 7 et par
ip les intensités dans la branche contenant 1’inductance et
dans la branche contenant le condensateur, et par i I’inten-
sité dans le générateur.




1 ¢ Déterminer par un raisonnement physique, les valeurs
de iy, ip et i immédiatement apres la fermeture de 1’inter-
rupteur K et une fois le régime permanent établi.

2 o Déterminer en fonction du temps les régimes transitoi-
re de 71(f) et ip(f) et tracer 1’allure des courbes correspon-
dantes.

3 ¢ En déduire I’expression de i (). Que devient ce résul-

tat si les conditions R = r et % = RZ sont vérifiées ?
On supposera dans toute la suite que R = r et % =R2.

On considere toujours le méme circuit alimenté par le
méme générateur. K étant fermé, le régime permanent pré-
cédent est établi. A un instant que I’on choisira comme
nouvelle origine des temps, on ouvre I'interrupteur K.

4 » Etablir I’équation différentielle vérifiée par g(r).

5 e Montrer que juste aprés l'ouverture ip = — E et
q=CE. R

6 * Déterminer completement I’expression de ir(f) en
fonction de E, R, C, et t.

7 » Déterminer, de deux manieres différentes, I’énergie
dissipée par effet Joule au bout d’un temps tres long apres
I’ouverture de I’interrupteur K.

1) 1l faut envisager les différentes continuités des
variables d’état intensité et tension pour 7 = 0 et ¢ ten-
dant vers I’infini.

2) Les deux mailles sont indépendantes et 1’on retrouve
a chaque fois le cours.

4) K ouvert, il n’y a qu’une loi des mailles a écrire ; pen-
ser a tenir compte des relations imposées par I’énoncé.
5) Ici encore il faut se servir des relations de continuité
et des résultats de la premiere question.

6) Déduire de celle de ¢(7) I'’équation vérifiée par ir(t).
Quelle est la solution d’une équation différentielle du
second ordre dont le discriminant de 1’équation caracté-

Conseils

di
ristique est nul ? Il faut avec 5. trouver d—tz (0).

7) On peut directement calculer 1’énergie dissipée par
I’ensemble des deux résistances, ou se poser la question
de savoir o était initialement stockée cette énergie.

Q Détermination des
caractéristiques électriques
d’'une membrane cellulaire

Cet exercice représente une moitié d’épreuve de concours
de 3 h 00. II porte sur des régimes variables non-sinusoi-

Réseaux linéaires en régime variable

daux mais nécessite la connaissance de 1’amplificateur
opérationnel fonctionnant en régime linéaire (cf. chapitre
4). Si vous n’avez pas encore abordé ces notions, vous
pouvez traiter la question préliminaire 3. puis revenir au
reste de ce probleme apres le cours sur I’amplificateur
opérationnel.

A ¢ Questions préliminaires :

1 ¢ Conversion intensité-tension

L amplificateur opérationnel est supposé parfait (fig. 1.) et
fonctionne en régime linéaire. Exprimer la tension de sor-
tie V(y en fonction de ’intensité du courant /, de la tension
Vigret de R.

Fig. 1

2 » Montage soustracteur et amplificateur :

2 ¢ 1. D’amplificateur opérationnel est supposé parfait
(fig. 2.) et fonctionne en régime linéaire.

Exprimer la tension V en fonction de V| et V,, ainsi
que des différentes résistances.

Que se passe-t-il si les quatre résistances sont iden-
tiques ?

Fig. 2

2 ¢ 2. D’amplificateur opérationnel est supposé parfait
(fig. 3.) et fonctionne en régime linéaire.
Déterminer la tension V en fonction de Vq, R et Ry,;.

Rvar

Fig. 3
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3 o Btude d’un régime transitoire :
Nous considérons le circuit ci-dessous constitué d’un
condensateur de capacité C, initialement déchargé, de
deux résistances R et R,, alimenté par un générateur
délivrant un signal variable dans le temps ve(?).
Ry it
|

| S

u(t) Ra — C () vel®

777777
On applique a ce circuit une stimulation d’amplitude
AV = Vg > 0 et de durée At, ayant 1’allure suivante :

Ve(®)

Vré

0 At t

3 ¢ 1. Exprimer i(r = 0%) en fonction de Vi et R;.
Exprimer i(¢ = At™) en fonction de Vg, R; et Ry. On
supposera At suffisamment grand pour que le circuit ait
atteint un régime permanent a 1’instant Az .

3 2. Etablir ’équation différentielle vérifiée par u(r)
en fonction de R, R, C et ve(f). Préciser la constante de
temps T’ de ce circuit.

3 ¢ 3. Etablir I’expression de u(f) sur l’intervalle
[0, Af].
En supposant T'<<At, préciser la valeur u(Ar).

Réseaux linéaires en régime variable

3 ¢ 4. En déduire i(¢) sur I'intervalle [0, A7].

3 ¢ 5. Etablir I’expression de u(f) dans D’intervalle
[Art, +eo[. En déduire i(7) dans I’intervalle [At™, +oo[.
Quelle est I’allure de i(f) sur ]—eo, +oo[ ?

B ¢ Modele simplifié de I'amplificateur

Les techniques de potentiel imposé a une membrane ont
pour finalité le maintien du potentiel membranaire d’ une
cellule ou d’un groupe de cellules a une valeur fixe et
Ienregistrement simultané des courants ioniques liés aux
transferts d’ions a travers la membrane. Toute mesure
nécessite une paire d électrodes : une électrode de mesu-
re reliée a un convertisseur et une électrode de référence
indifférente (généralement une électrode au calomel ou
au chlorure d’ argent).

La pipette d’ enregistrement est un simple tube de verre
contenant une solution ionique de composition fixée par
Iexpérience dans lequel est placée une électrode d’ ar-
gent chlorurée. L' ensemble permet la conduction élec-
trique entre la membrane cellulaire ou I’ intérieur de la
cellule et le premier étage de I’ amplificateur, qui est un
convertisseur courant-tension (bloc (2)).

Le second étage (blocs (3) et (4) ) retranche la tension de
référence et amplifie le signal d’ un facteur compris entre
1 et 200.

1« Etude de I’amplificateur :

En utilisant les résultats des questions préliminaires :
1 ¢ 1. Exprimer V() en fonction de Vigy, i(¢) et Ry.

1 2. Exprimer V| en fonction de Vi et Vj, puis en
fonction de i () et Ry.

1 ¢ 3. Exprimer V en fonction de i (), Ry, R et Ry ;.

2 » Mesure de la résistance de « seal » :
La pipette est modélisable par une résistance Ry, de
10MQ . La zone de contact (ZC) entre la pipette et la

pipette + électrode

membrane
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électrode de référence




membrane peut €tre représentée par un cylindre de
diametre d = 1 um et de hauteur 2 = 2 um, de conduc-
tivité 6 = 1072 Q~L.em™ 1.

2 ¢ 1. Exprimer la résistance d’acces Ryccas @ la mem-
brane en fonction de /, d, et 6. Calculer numériquement
Racces -

Il se forme de plus une résistance de jonction, ou de
fuite, appelée résistance de seal, conditionnant la stabi-
lité de la liaison pipette membrane. Cette résistance est
constituée par une colonne cylindrique entourant la
zone ZC, de méme conductivit¢ ¢ que ZC. Cette
colonne a I’épaisseur e = 3.10710 m (e<<d) et la hauteur
h=2um.

2« 2. Exprimer la résistance de jonction R, en fonc-
tion de £, d, e et 6. Calculer numériquement Rggy).

2 ¢ 3. Quel est alors le montage électrique équivalent a
I'association de ces trois résistances : Rpip, Racces €t
Rgea1 ? Compte tenu des valeurs numériques, simplifier
le montage.

pipette
h
d
2 _e_;_ h
membrane
_/\ o

3 o Mesure en configuration cellule entiere :

On modélise par Ry la résistance équivalente de la
pipette précédente et (R,, C) représente la résistance et
la capacité de la membrane (bloc (1) du schéma ci-
dessous) :

Réseaux linéaires en régime variable

Déduire de I’enregistrement de v(#) donné ci-dessous

les valeurs de R, R, et C. On précise que Vg =5 mV,

R¢ =100 MQ et Ry, = 0. Sur cet enregistrement, 1’ab-

scisse f est en seconde et I’ordonnée V est en volt.
w(V)

Fig. 5
% A) Questions 1. et 2. : se souvenir qu’'un AO idéal
é est tel que i+ = i— = 0 et qu’en régime linéaire
O Vi=V-

3.1) Quelle est la variable d’état continue pour un
condensateur ? En déduire i(0+). A quoi est assi-
milable un condensateur en régime permanent
continu ? En déduire i (Az7).

3.2) 11 suffit d’écrire loi des mailles et loi des
nceuds.

3.3) L’intégration de cette équation différentielle
est classique ; il faut ensuite faire Ar >> 1" dans
I’expression obtenue ou considérer C comme un
interrupteur ouvert pour obtenir u(At).

3.5) Ecrire la nouvelle équation différentielle et
I’intégrer en tenant compte de la valeur de u(At)
précédente.

B) Questions 1.1. a 1.3. : il suffit de transposer les
résultats du A.

2.1) a 2.3) Se souvenir de la relation donnant la
résistance d’un troncon cylindrique de conducteur
ohmique. Comment sont associées Rpip, Rgeq) €t
Racces ?

3) Les lectures de v (0+), v (At—) et T donnent par
I’intermédiaire de A.3.1. les valeurs cherchées ; la
valeur de v(At—) confirme les valeurs de R; et R;.

.........

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.



@ Réponse d’un circuit (L, C)

a une impulsion
On étudie la réponse du circuit représenté sur le docu-
ment 1 pour plusieurs excitations. La bobine et le conden-
sateur sont supposés idéaux.

Ue f— C Ug

Doc. 1

Teu(t)=0 pour t <0 et u,(f)=E pour =0 (doc.?2).
Déterminer ug(f).

20 y(f)=0 pour t <0 etpour t>T; usf)=E pour
t€ [0, T] (doc. 3).

Déterminer ug(?).

Pour quelles valeurs de T I’amplitude des oscillations est-
elle maximale ?

ue
E
t
Doc. 2
Me
E
t
T
Doc. 3

3 u.() estune impulsion : u.(f) ala forme précédente
mais avec :

T — 0,E — » avec le produit ET = A (constant).
Déterminer u(?).

2) On pourra décomposer u(f) en une somme de deux
fonctions dont la réponse est déja connue.
dug

Conseils

Quelles sont les valeurs de ug et de

t =07 ? Ces deux grandeurs sont-elles des fonctions
continues du temps ?
3) On fera un développement limité a I’ordre 1 en @qT.

m Modélisation d'un neurone

La membrane d’un neurone peut étre grossierement repré-
sentée par le modele électrique suivant, out e; =70 mV et
ep=80mV (les valeurs numériques sont approximatives).
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Réseaux linéaires en régime variable

extérieur

. s

R K; inhibition K. excitation

1
g R, R,
7 =—C
= [ut) (DN, :
= €2

intérieur du neurone

Lors d’une excitation 'interrupteur K, est fermé, lors
d’une inhibition I'interrupteur K;j est fermé et lors d’un
état de repos (désexcitation) K. et K; sont ouverts.
Lors d’une excitation de durée finie, on observe une dimi-
nution exponentielle de la différence de potentiel u(¢)
avec une constante de temps de 7, =2 ms et lors d’une
désexcitation un retour 2 e; =70 mV avec une constante
de temps 7g = 10 ms.

Déduire de ces valeurs la réponse u(f) du neurone a un
signal d’inhibition de durée 5 ms :

a. lorsque la cellule est au départ au repos (K, toujours
ouvert) ;

b. lorsque la cellule est au départ excitée (K, s’ouvrant a
t=0).

La constante de temps de charge ou décharge d’un cir-
cuit (R, C) est 7=RC.

Remplacer, lors de 1’excitation ou de I’inhibition, I’en-
semble {générateur, Ry, Rz} par le générateur de
Thévenin équivalent.

Les constantes de temps sont-elles différentes ? Quelle
information leur rapport permet-il d’obtenir ? Ne pas
oublier qu’apres le signal d’inhibition, le neurone
retourne a son état de repos.

Conseils

@ Signal carré et oscilloscope

en mode « AC »
Rappeler les ordres de grandeur de I'impédance d’entrée
de tout oscilloscope.
Rappeler les ordres de grandeur de I’'impédance de sortie
de tout générateur de fonction.
Le circuit d’entrée d’un oscilloscope en mode Alternative
Current (AC) peut étre modélisée par un circuit RC :

AC
DC
i

entrée I

BRD

Doc. 1. Oscilloscope

vers le circuit
d’amplification
et de visualisation

7

En mode Direct Current (DC) le condensateur C est
court-circuité.




Réseaux linéaires en régime variable

On branche sur les deux entrées, I’'une Y| en mode « DC »
et autre Y, en mode « AC », de I’oscilloscope un géné-
rateur basse fréquence de résistance de sortie négligeable.
On observe les signaux de sortie suivants pour des
calibres identiques en Y; et Y, 1 V/division et en
X : 100 ms/division :

\ Doc. 4

AN - , »
1 = Vérifier que le résultat des deux expériences est com-
patible avec le modele des entrées DC et AC de I’oscillo-
scope et en déduire les valeurs de R et C.
On donnera les équations des divers signaux.
Doc. 2 2 = Que donneraient les signaux Y; et Y, sila résistan-

cede 1 MQ était branchée de la fagon suivante :
On branche une résistance de valeur 1 MQ en série avec

I’entrée Y, de I’oscilloscope et on réalise la méme mesu-
re avec les mémes calibres d’oscilloscope.
1 MQ oscilloscope
G.B.F
p n B
oscilloscope
G.B.F
pn U £
! Doc. 5§
1 MO N .
On prendra R =1 MQ pour cette derniere question.

Le protocole expérimental permet de visualiser la
réponse a un échelon de tension des deux montages.
Comment la premiere permet-elle de calculer la
constante de temps RC ?

La deuxieme mesure permet de calculer R et C. Il
suffit de voir si les valeurs sont compatibles avec la
premicre mesure.

Pour la deuxieme question, il est judicieux d’utiliser
le générateur de Thévenin équivalent au G.B.F. a la
résistance de 1 MQ et a la résistance d’entrée en
Y.

Doc. 3

Conseils

On observe alors les deux signaux suivants :
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0 Décharge d’un condensateur
L’interrupteur étant fermé depuis « tres longtemps », le cir-
cuit a atteint son régime permanent. Le condensateur est com-
pletement chargé et le courant qui le traverse est nul. On peut
donc le remplacer par un circuit ouvert.

Sur le schéma équivalent a ¢ =07, on reconnait un diviseur
de tension, ce qui donne :

R

0)=FE .
u(@) R+r

' el ,,

Schéma équivalent a t = 0~

Sur le schéma valable pour ¢t > 0, on reconnait le régime
libre d’un simple circuit (R, C).
Avec les conventions utilisées :

u@)=+R i) et i()=—C I
dr

L’équation différentielle est donc :

Tﬂ +u=0 avec 7=RC.
dr
R i(t) et u(t)
\‘ u(t)
“‘ \\_i.(l:)
7=RC t

On remarque que contrairement a u(t), la fonction i(t) est dis-
continue en t = (.

La tension u étant une fonction continue du temps :
R

u(0 )=u(0‘)=ER+r.

ol
exp(—|,
r T

On en déduit la solution : u(t) = E
R+

et donc, par dérivation (ou en remarquant que u(t) = Ri(?)) :

i(r) = £ exp(_—t>.
T

R+r
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@) ttude de circuits (R, L) (daprés
ENAC)

1 ¢ Sachant que T est homogene a temps, les réponses a. et c.
sont impossibles. A 7= 0 on doit avoir i (f) = 0 donc la répon-
se c. est aussi impossible. La réponse est donc d. C’est le cas
du cours ; 'important est de bien écrire la continuité de i dans
la bobine en 7 = 0.

e oo di o
L’équation différentielle est E = Ri + L & et s’intégre en
t

i=Aex (— —t) = (0 =i(0) =0
+ ) =] )= b
p avec | 1
il vient bien d.

2 * On peut associer Ly et Ly en série : L = Ly + L, et Ry et
Rj en série : R = Ry + Ry et appliquer 1. pour déterminer isc

, —E R +R,
11%=— exp——t -1
R, + R, L +L,

diye

D’autre part Vap = Ry iac + Ly )
t

) E
VABz(—R1 + L )
R1+R2 L1+L2

R +R, RE
exp | — t|+ 5
L+ L, R + R,

- R L
d’ou V4p indépendant du temps si =
R+R, L +1L,

L R
ou encore —— = —, réponse c.
2 2
3 o Avec la relation du 2.
RE R + R
— 1 1 2
Vb= 2 R T AL
1 2 1 2

et Pag(t) = Vap iac(t)

KR
L L

. u=t .
soit ()= [~ Vg inc(w)du

Opp (1) =
(R1 +R2)
2 —t
RE
a)AB= 1 7 t+(eL1 —1)i
(R, +R,) R

soit réponse a.
Remarque : Les réponses b. et c. peuvent étre éliminées d’ em-
blée car inhomogenes.




RE

4 ¢ ¢ Si2. est vérifiée Vyp =

R + R,
* Par analogie avec 2., R+ R,
RE ( LE RE ) A
Vap = U - C
Ry + R, Ly+L, R+R

Or, Vpp = Vpa + Vap ; une condition nécessaire pour que
Vpp soit nul est que V4p soit indépendant du temps ;

. . Ly Ry
donc, par la méme démarche qu'en 2., =2 = =
s Ry
Ry E RE
¢ ]I reste alors VBD = —
R3 + R4 R1 + R2

qui doit étre nul, soit R3R> = R|Ry et finalement la bonne pro-
position est c.

9 Transfert de charges
entre deux condensateurs
1 ¢ La loi d’Ohm appliquée a la résistance s’écrit :
(D) u—u' =Ri, avec i=—C I =
dr dr

En dérivant la premiére relation, on élimine les tensions u et
u' al’aide de la deuxieme relation :

Rﬂ+<1 +L>i=0.
d \c ('

En posant 1.1 (i + %) on obtient une équation diffé-
T ¢ C

rentielle d’ordre 1 a coefficients constants % +—=0, qui
t

T
e . _E -L . N
s’integre en i(f) = Il e 7 puisque i(0) = s En effet,

u(0) =u(0t)=E
et u'(07)=u(0") =0, par continuité de ¢(7) et ¢'(¢) en 0.
Le courant de décharge décroit exponentiellement jusqu’a
s’annuler.

2 e Initialement seul le condensateur C est chargé et :
CE?
&0)=—.
(©0) 5
Lorsque I’équilibre est atteint, (1) conduit a
u(®) = u'(®) = U, 1’énergie du systeme est :
nyr2
(o) = (C+C"HUx .
2
La détermination de U, s’effectue en écrivant que la charge
du systeme s’est conservée : CE = (C + C')Us, d’ou :
_C C?E?
Us = E et ()= ————.
c+C (=) = 2(C+C")
L’énergie du systeme a varié de :

2
A%:%s(oo)—%g(m:ci( ¢ _1>
2 \C+C'
-1 CC gy,
2 C+C

La charge du systeme n’a pas varié, mais son énergie a diminué.

3 © On calcule I’énergie dissipée dans la résistance R :
o0 E 2 (o A

= Ri2dt=R<—> [ e7a
0 R/ Yo

_Bo| A _Pr_1 ¢ p
=—5 =€ "l = ;B
2R 2R 2 C+C

On constate que &g = : la présence de la résistance per-
met la dissipation de I’énergie |A€| sous forme d’effet Joule,
mais la valeur de |A€| n’est pas déterminée par la résistance
R qui ne figure d’ailleurs pas dans son expression.

4 » Lorsque la résistance R est nulle, le bilan d’énergie peut
se modéliser de deux facons différentes ou complémentaires :
* de I’énergie est dissipée au niveau de I’interrupteur lors de
la mise en contact ;

¢ le circuit ne fonctionne plus dans I’A.R.Q.S. et de I’énergie
est rayonnée (effet d’antenne).

ﬂ Annulation de la surtension
aux bornes d’un circuit (R, L)
commuté

1 » L’équation différentielle en i(r) s’obtient par la loi des
mailles :

E=Ri(t) +L d’(t’)

d’ou, en posant 7= +i(t) =

L di(t) E

R d R’

Cette équation différentielle linéaire d’ordre 1 admet une
solution de la forme :

t
. -- F
i(t)y=Ae 7 + =,
® R

ou la constante d’intégration A se détermine a I’aide des
conditions initiales i(0_) =i(0,) =0, traduisant que le courant
a travers 1’inductance est une fonction continue du temps :

t
i(t)=£<l—e f).
R
Le régime permanent est théoriquement atteint au bout d’un
temps infini et I’intensité est alors égale a ijjy, = % L’écart

entre la valeur de I’intensité a la date ¢ et sa valeur limite est,
lllm l(t)

[fim

i
en valeur relative, égale a 7. Soit fy tel que

_h
e 7 =102, il vient to="7 1n(102) =4,6 7. Pratiquement, au
bout de 5 7, on ne pergoit plus, a mieux de 1 %, d’évolution
pour le courant (7).
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2 © Pour étudier I’évolution de la tension uc(f) aprés I’ouver-
ture de Iinterrupteur K, on prend comme nouvelle origine des
temps la date de 1’ouverture de I'interrupteur. L’ équation diffé-
rentielle en uc(f) s’obtient encore par application de la loi des
mailles :

= ue(t) + Ri() + L IO d’(’)

ob i) = C €W <ot en définitive ;
t
2
E=uc( + Re €D | po Fuc®
dr ds?
1 R o
Onpose p=—— et — =0
pose =7 L 0
soit : Q=—Lw0 L1

R RCay RN C
11 vient, en divisant ’équation précédente par LC :
Cun) , @ duc

dr? 0 dr
Pour qu’aucune surtension n’apparaisse aux bornes de 1’in-
terrupteur, il faut que le régime du circuit soit un régime apé-

riodique :
\/ o , donc C = il :
R2

En dérivant 1’équation dlfferentielle en uc(t), on obtient

I’équation différentielle en i(¢) :
%@, @ dz(t)
42 Q

+ w% ut) = w% E. a1

+a) i(H=0

C’est pour la valeur critique Q¢ = % que le courant d’ou-

verture s’annule le plus rapidement possible. Mais cette
condition est quasiment impossible a satisfaire exactement, il
faut prendre Q 1égerement inférieur a la valeur critique pour
obtenir le résultat souhaité. En définitive, il faut choisir un
condensateur de capacité C légerement supérieure a la

4L

valeur critique C.=—-.
© R2

On considere pour la suite, le cas théorique de 1’amortissement

critique. Le courant évolue alors suivant une loi de la forme :
i(f) = (A + Br)e~ @l

Les conditions de continuité a =0 imposent :

i0)=i0)=L et E= Rz(0+)+L<d’> ,
R t=04

dr
soit L(dl) =0
dt Jr=04

Il en résulte que A = % et B= %wo, donc :

i) =L 1+ wprye o',
R
Les variations de () sont données ci-apres :
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|w\m

0 T, 127,

Par ailleurs, les conditions de continuité a =0 donnent :

uc(0) = uc(0,) = Oet i(0,) = c(d”—c) _E
t

dr Jt=0 R
duc> E () 1
donc [— E, car ==
(dt =0 RC 2 Q=7

En régime critique, la loi de variation de uc(t), solution de
I’équation différentielle (1), est de la forme :

uc(t)=(A"' +B't)e" ! + E
ce qui, compte tenu des conditions initiales, s’explicite en :

uc(t) =E—E<1 i % 0)01‘) CECUE

Les variations de uc(f) sont données ci-dessous.

uc(t)

0 RC

La valeur maximale de uc(f) s’obtient en calculant la déri-
vée de uc(t) :

duc(1) 1. E -

——2=— () =—=(1 + wyt)e Vo’
i C () RC( 0t)

=ET“’0 (1 + wot)e @0t

Cette dérivée ne s’annule que pour ¢ tendant vers I’infini,
c’est-a-dire que uc, max = E. Aucune surtension n’apparait
aux bornes de I’interrupteur.

3 ¢ En I’absence de condensateur, I’inductance provoque aux
bornes de I’interrupteur K une surtension telle qu’il y appa-
rait une étincelle conductrice qui referme le circuit. Ainsi, la
continuité du courant a travers 1’inductance se trouve assurée
(contre la volonté de I’expérimentateur).

Cette surtension peut d’ailleurs étre dangereuse pour des sys-
témes inductifs parcourus par des courants importants
(moteurs électriques). La présence du condensateur a 1’ou-
verture du circuit est une mesure de sécurité.




CORR'GES a Réseaux linéaires en régime variable

9 Cellules (R, C) soumises
a un échelon de tension

1 ¢ L’équation de maille E =Ri + % donne par dérivation
par rapport au temps :

Rﬂ+——0 car 1—%.
d C dr

Cette équation différentielle s’intégre en :

-t
i()=Ae °
en posant 7=RC.
La constante d’intégration A se détermine a I’aide de la

condition initiale i(0) = ‘UO, d’on
. E-Uy -L
(f)=——e 7.
® 5

u(t) — ux(1)
R

i(0) = 0, car u;(0) = u»(0) = Uy

Par ailleurs, la résistance R, placée entre Ay et A; est, a

2 e a. A tout instant ir(t) = , donc a I'instant

initial :

tout instant, parcourue par le courant () + ir(f) = E= ) _1';1([ ) ,
ce qui donne, a I'instant initial :

, . — U,

i1(0) + i2(0) = X 08

Compte tenu de la valeur i(0),
s’établit a :

la valeur initiale de #;(f)

‘ E-U,
0) = .

i1(0) P
4, K R 4 R 4
o o o

(i + i) i i
ET() CT% CTT"Z

BQ Bl BZ

b. On applique la loi des mailles a la maille A1A,B,B],
puis a la maille AgA,B,B(. On obtient :
=Ri) +up et E=R(i1 +ip) + Rip + up.

. du . du L.
En notant que ij =C d—l etque ihp=C d—2 on dérive les
t t

deux relations précédentes, il vient :

i di i di di i

L-RZ24+2 et 0=R—L+2R—2+2.

c e C dr e C
Portant I’expression de i; déduite de la premiére des deux
relations précédentes dans la seconde, on obtient 1’équation
différentielle en iy(?) :

ou 7=RC.
Cette équation différentielle du second ordre linéaire a coef-
ficients constants a pour équation caractéristique :
2 +31r+1=0,
-3+\5
21
11 en résulte que la solution est de la forme :

dont les racines sont r =

_3tf 5, 35,
i(f)=e 27\Ae2? +Be 2
ou A et B sont des constantes d’intégration déterminées par

les conditions initiales i5(0) et (dlz) .
dt Jir=0

Pour ce faire, on calcule la dérivée de ix(?) :
dl2

: 3 /5 5
—< = e‘%’ [_ 3 (Ae\Z‘L't + B 27: ) ‘/5 (Ae2r - B \21 >:|
dr 27

. . . di
et on détermine la valeur initiale de (d—z)
t

De la relation H_pg ﬂ + —2,
C C

dt
dl =

Les constantes d’intégration A et B sont déterminées par le
systeme des deux équations :
i0)=A+B=0 et:

on en déduit :

Uy

. . E -
=5 10 - 0] =

(ﬂ) ——(A+B)+ (A B)
dr Ji=0
5 (4-B)= ‘UO,
T Rt
ce qui donne A=-B= E- yo et, par suite :

R\5

. E 3t 5 _B,
lz([) = # e 21’ (327 — 2T
RS

2 CZTE Uosh<€ )
\E R 27

6 Réponse d’un circuit (R, L, C)

On note uc la tension aux bornes du condensateur.

i L R 4

o 1T
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On applique la loi des nceuds en A :
izt e 1
R dr
Pour les deux mailles qui contiennent le générateur, la loi des
mailles s’écrit :
E=LYE L Ri+uc, 2)
dt
ce qui donne en dérivant :

2 . . du
0=L 9%y g 4, Qi @)
t
L’équation différentielle en i(¢) du circuit s’obtient en éli-
minant uc entre les trois relations précédentes.

Pour ce faire, il suffit de multiplier la relation (2) par %, la

relation (3) par C et les ajouter membre a membre.
Les termes en u¢ ainsi formés expriment alors le courant i
d’apres la relation (1).

On obtient :
E:L(L2+Ri+uc>+C(LQ+R£+—duc),
R R\ d dr? e dt

soit encore :

2. .
Lcﬂ+<Rc+£)ﬁ+2i=£.
dr? R/ dt R
Ona:
T=RC ==, soit LC = 72
L’équation a résoudre est donc :
2. .
285 o & g B @)
dr? dt R
2_ 2 2 _ @y . 1 1
On remarque que @Wy=-— et —=—, soit Q=—> —;
que q 0= et — 0 0 72

on doit donc obtenir un régime oscillant amorti.
On résout d’abord I’équation homogene associée :

2. .
297 9p oy,
ds? dr

On cherche des solutions en e, ol s vérifie 1’équation carac-
téristique suivante :
7252 + 275 +2=0.
A =12-272=-12
_—TxjT 1

§= >—=—(1%)), avec j2=-1.
T T

La solution générale de 1’équation homogene est donc :
_L t t

e T(A cos—+Bsin—>.

T T

Une solution particuliere de 1’équation compléte (4) est
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. . E
donnée par une constante, puisque le second membre E est

constant. Elle doit vérifier :

2i=L£ coit i= £
R R

La solution générale de 1’équation complete (4) est donc :

!
i(Hh=e T(Acosi+Bsini>+£.
T T 2R
Pour déterminer A et B, on se sert des conditions initiales.
La tension uc aux bornes du condensateur est continue et le
courant 7 dans la bobine 1’est aussi.
On a donc :
ar=0%i=0 et uc=0.
En remplacant dans (2), il vient :
E=LY 0h= Y on=L£,
dt dt L

Par dérivation de i(f), on obtient :

] t
ﬂ:e_7[—l<Acosi+Bsini>
dt T T T

+i (—A sini+B cos i)}
T T T

A t=0* onadonc:

. E
i0H=0=A+—
0" o
dign=E-_2,1p
dr L T T
-_E
Soit 2R
B:A+f[£=_£+£=£_
IL 2R R 2
13
Donc : i(t)=£e_?<—COSL+Sini)+£
2R T 7/ 2R
. . E
et: i(%0) = joo = —.
() T
i
L,
12 4
t
T
6 8 10
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0 Réponse d’un circuit (R, C) série
a une excitation périodique
en créneaux

1 ¢ L’équation différentielle du circuit s’obtient en écrivant
que le méme courant traverse la résistance et le condensa-

teur : eO-u_odu
R de
d’ot, en posant 7=RC :
Td—u + u = e(t).
dt
On note upi, et umay les valeurs extrémes de u(f) en régi-
me établi.

Pour 0 < < % le condensateur se charge sous + E donc

u (%) = Umax ; de méme pour% <t <Til se charge sous — £

donc u(0) = u(T) = upjp-
Pour 0 <t < % [mod T1, e(r) = E, et la solution de 1’équa-

tion différentielle est : ;
u(t) = (umin —E) ¢ 7 +E. )]

Pour % <t < T [mod T], e(t) = — E et la solution de

I’équation différentielle est : r
- =

2

u(t) = (umax + E) e T -E. (2)

u(t)

On écrit en utilisant (1), qu’en régime établi, les valeurs
extrémes de u(f) sont, par raison de symétrie, opposées :

Umax = — Unmin *
T _Ir
”(E) = (Umin — E) € 27+ E = tmax = — Umin,

9 N bl M .
d’ou I’expression de up;y, :

_r
l-e 27
l+e 27

et celle de uy :

_r
l-e 27
l+e 27

On arrive aux mémes expression en utilisant (2).
Le graphe de u(f) en régime permanent est donné ci-apres

pour différentes valeurs du rapport % :

T -5:3:1:;05¢et0,1.
T

067
T _
041 7=350

0,0
02t
- 04}

- 08¢}

Aﬂ|~»

L0 20 30 40 50

~l
I

(98]

=)

041
021
0,0

02+

04}

—061

2 A A A AN
wf VOV VIV

i
1,0 20 30 4,0 50
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2e0ePour 0 << % [mod T], I’équation différentielle

TM=E—M,
dr

s’écrit :

ce qui signifie que, dans le plan de phase (u, T((li—u), le point
t

de phase M du condensateur décrit un segment de droite
entre les points :
M(0,) = (Umins E — timin)

T
et M (5_) = (Umax, E — max) -
T T 2.3 :
* Entre PR et 7+ la f.e.m. du générateur varie brutale-

ment de — 2E. La tension u aux bornes du condensateur ne
subit aucune discontinuité :

T T .
u(;_) = u(?_'_) = Upay, MAis

le courant i = C % en subit une.

¢ Pour §<t<T[m0dT], onaf%:—E—u,
t

donc le point de phase M du condensateur décrit un segment
de droite entre les points de phase :
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M(I

2+> = (Umax> — E — Umax) €t M(T_) = (umin, — E — Umin) -

*Entre 7_ et T,, laf.e.m. du générateur varie brutalement
de 2E. La tension aux bornes du condensateur ne subit pas
de discontinuité :

u(T2) = u(Ty) = upin,

mais le courant i = C % en subit une, amenant le point de
t

phase du condensateur de M(7T_) =M(0_) en:
M (T+) =M (0+) .

La trajectoire de phase du condensateur, en régime perma-
nent, est représenté ci-apres. Cette trajectoire est le cycle limi-
te vers lequel tend, quelles que soient les conditions initiales,
le point de phase du condensateur.

du
Lar

Uin

-
M(Tf)=M(0-”W”N7

’umin_E 1

6 Circuits alimentés en parallele

Tee a ¢ = 0" par continuité de i dans la bobine
i1(0") =i1(07) =0; par continuité de ¢ aux bornes du conden-
sateur uc(0%) = uc(07) ; or uc(07) = 0 par hypothése, d’ou

upp(0%) + Rin(0%) et ugp(0*) = E, soit io(0%) = % .
enfin i(0%) = i1(0%) + i(0%) = %
* Quand le régime permanent est établi, io(f) = constante

donc u, =0, la bobine « est un fil », d’ot iy (e0) = L) ;
7

d’autre part le condensateur est chargé donc i1 (o) = c(lj_q (e0)=0.
t

Dot i(e0) = £.
;

2 o Il s’agit de deux mailles (R, C, E) et (r, L, E) indépen-

dantes ; avec les conditions initiales ci-dessus, on obtient

r t
. . E ! . E ¢
immédiatement 7 (¢) = - 1—e et iy (1) = 7@ .




CORR|GES a Réseaux linéaires en régime variable

i1(t)
E
r |
: t
L
r
E
R
t
RC
E _r _r
3e t—ll+12——(1—e L>+ e CR
r
51r—Ret£:R2,
C

di
4 ¢ 1l ne reste qu’une maille : 1+(R + O)i, +Ll =0,
C dt

. . dgq
soit avec i, = —,
dt

2
L M + (R+7) % + 4 _ 0 ou encore avec les hypotheses
dtz dt C

2
dq 2 d9 . q

a@: RCdr LC

5 e j, est continue grice a la bobine ; or i5(07) = — i ()
-zt
=—
q est continue et ¢(0") = g(e0) = CE, les deux valeurs a I’in-
fini correspondent a 1’établissement du régime permanent des
questions 1. a 3.

6 ° L’équation vérifiée par i, est la méme que celle vérifiée
par g.

2 1
24 2 rb—=0

L’équation caractéristique en est r
RC LC

. I
dont le discriminant est nul car E = R2 .

t
Dol i (t)=(A+Bt) C RC

di
T ,-2(0+) __E_y4 etﬁ(o) —— A B ave
R dr RC

q . di .
C +2Ri, + L 9 = 0 que nous appliquons en 0 :

i
CE R (—5) + L(i)m) =0,
c R dr

di E
soit (—2) 0)= = 11 vient alors

dr
A E E 1
A g E Bl g B, L1
RC L RC R L Rc L
E _L
donc B=0ceti)t)= — Ee RC,

7 o ¢ Premiére méthode
L’énergie dissipée 1’est dans les deux résistances R = r
no 2

e RC 4t = CE?

2

Wy = j(:°2Ri§(r) dt= jo

* Deuxiéme méthode
L’énergie dissipée provient de 1’énergie stockée initialement
dans la bobine et le condensateur :

wy==Wwe+wp)

Lo 14°(0)
¥ [2 20+3 ¢
1. E* 1C*E? L
wy=oL— ——,501tavec—2=C,
2 R 2 C R

wy = CE? et I’on retrouve le méme résultat.
o Caractéristiques électriques
d’'une membrane

A ¢ Questions préliminaires

1 ¢ ’AO étant idéal et fonctionnant en régime linéaire i_ = 0

et V, =V_, soit Vo Ve =—RI (0]
201,
R, A
V,=——=—V et — = grice ai, =0
R,+R | % R, R,

eti_=0.
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e D’autre part V_=V, d’ot

L) = —RIZ ( 1 1 jV Vi
R, R, +R,\R R,)% R
R R’ R
soit Vg =——2 ¥, + —2——1+-2 1/
R % R +R) R )%
Si les résistances sont identiques Vg = Ve2 - Vel 2)
2 A . o oy
202, _ 1 _"1 , toujours en utilisant les propriétés de
R Ry
1
I'A.O., s0it V' =RV, =
Rvar TR

oulV = V( Rvarj 3

3 e1. ¢La tension aux bornes de C est continue donc

V(%) = u(07) et comme ¢(0°) = 0, u(0") = 0. Donc
(0T = — réf )
(07) R,
 [’équation d’évolution de i(¥) est issue de :
d
v, =—Rji+u, iz—i— _u.
R, dr

En régime permanent (Az « grand ») le condensateur est équi-

. du
valent a un interrupteur ouvert donc C d—(At )=0 et
t

V.,
Vigg, (A7) = ——F

comme v, = .
R +R,

3 ¢ 2. En éliminant i des équations du 3.1., il vient :

u Cdu_U—Vréf

R2 &t R
V..

soitd—u+1 1 1 u=—"=E
dt C R R C

R,
d 1.1 i L . On not =R,C
on a donc 7°C &R n notera T| = R|C.

t

’

T
3 ¢ 3. L'intégration donne u =V 4 Z+ ﬂ,e Torat=0,

1(07) = 0 et u est continue donc u(0") = 0 et
t

u(t) =V :—(l—e T/> pour ¢ € [0, Az].
1

At

2 0 o T’ R,
Si T/ < At,e T <1et u(A)=Vy

:V,
£
™ R +R,

Remargue : On trouve le résultat directement avec ic(At) = 0

et un diviseur de tension.
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t

-V, =
304.Onaj:u f soit j=——tef | 142, 7|
R, R +R, R,
on retrouve bien les valeurs i (0) et i(477) du 3.1.
d
3¢5 Pourt> A, v, =0et —u+i=0,
t T

t
dotiu= ye 7 etu(At*)=u(At") car uc est continue, d’olt

R, t— At - .
u="Ve exp| ———— | en considérant toujours
T

R +R,
'<< At donc u(Ar) = !
T ¢ donc u(Ar) =
et R +R)
V., R
On en déduit 7= — = —1f =2 (exp— ﬂ) L allure
R R +R, R1 T

de i(f) sur ]—oo, +eof est celle donnée en figure 5 de I’énoncé.

Belel. Vo = Vige — Ry (D)
T1e2.V,= Vréf—V():Rf i(t)

1¢3.V = [1+RR jV Rf( Rw“jz(t)

2 e 1. Pour une résistance cylindrique de longueur L, de sec-

tion Y, et de conductivité ¢, R = l£
oY’
Ici, R = =2,5MQ

h
acces dz -
O|TT—
4
2 ¢ 2. Pour Ry, comme ¢ << d, Y, = T de et

L:Z,IGQ.

seal o nde

2 * 3. On peut proposer la modélisation suivante :

Comme Rgey) > Raccs,
1 1 1

pip

i
R R

seal Raccés Raccés

R acces R seal

Donc Riogale = Racces + Rpigq = 12,5 MQ.

3 o 1. Remarque : Comme Ry, = 0, le bloc (4) est un suiveur
tel que V =V| = Ryi(t).



@ Réseaux linéaires en régime variable

On peut lire sur le graphe :
At=05s;V(0"=-024V;
V(At™)=-0,04 V; V(Atr*) =+ 0,2 V. La tangente a I’origine

coupe I’axe des ¢ pour % 0,2 s environ, soit T'=0,12 s.

V.,
*i(0%) = - %f (¢f. A3.L) et i(0%) = V(0*)/Ry. On en tire
1

v,
—ref 21 MQ.

R =-R
V(0")

VAR = Roi(A) = —
SVIAr) = Rpi(A) = Ry o= (A3L)
| TRy

soit R + Ry = Ry ——L=12,5MQ, soit Ry = 10.4 MQ.
v(ar)

Vee K

V) =Ryier = Ry oS
1 2771

(A35.)

L’AN donne, avec R; et R, trouvés précédemment,
V(At*)=0,2 V ce que confirme la lecture.

¢ Enfin, 7/ = l i+L ,d’ou C =70 nFE.
Rl R2

Remarque : La lecture de T’ est approximative et donne C a
une dizaine de % pres.

@ Réponse d’un circuit (L, C)
a une impulsion
1 ¢ On peut écrire a chaque instant :

ue(t)=us(t)+L% et i=c s
t

On en déduit que uy(f) vérifie I’équation différentielle :

s + @) uy= 0 u. avec oy = 1
0 Us = @9 ==
dr? s ¢ VL
Pour ¢ > 0, cette équation s’écrit :
d%u 2 2
5+ @ us = ) E.
dt

La tension aux bornes d’une capacité et le courant dans une
inductance étant des fonctions continues du temps, les condi-
tions initiales sont :

us(0") =ug(07) =0 et i(0%) = c(%)
t
La solution qui vérifie les conditions initiales est :

ug = E[1 —cos (wyt)] pour t> 0.

2 ¢ y.(t) peut se mettre sous la forme de la somme de deux
échelons : uy(t) = uel(t) + uez(t), ou uel(t) est la fonction du 1
et ugz(t) = uel(t -T).

L’équation différentielle étant linéaire, la solution est la super-
position des solutions associées séparément & ue () €t ue,(f).
ug(t) = usl(t) + uSZ(t) avec :

. usl(t) =0 pour t<0;

usl(t) = E[1 — cos (wgt)] pour t>0;

. uSZ(t) =0 pour +t<T,;

usZ(t) =—E[1 —cos (wgt — wyT)] pour t>T.

D’ou :

ug(t) =0 pour t+<O0;

ug(t) = E[1 —cos (wgt)] pour 0 <t <T;

ug(t) = E[- cos (ant) + cos (ayt + apl))]

. T
sin (wm—%) pour t>T.

=2 E sin 2ol
2

L’amplitude des oscillations est égale a |2 E sin ®oT

| ; elle

. . T
est maximale si a)% =2p+1) % :

soit : woT=2p + Dx.

3Si T— 0 on détermine ug par un D.L. a I’ordre 1 en
apl.

*u(f)=0pourt <0;

cu(t)=0pour 0 <¢<T;

* uy(t) = ET wq sin gyt pour t > T.

m Modélisation d'un neurone

* On commence par calculer les constantes de temps relatives
aux différents états.
Lors de I’excitation, le circuit équivalent est :

R,
u(r) CH

e,

On obtient le générateur de Thévenin équivalent en transfor-
mant le générateur (e, Ry) en générateur de Norton (soit

|

e . L .
n = R—l, R)), puis en regroupant les deux résistances R; et
1
RiR,

RzenRéq= R +R2
1

et enfin en transformant le générateur

de Norton (771, Rsq) en générateur de Thévenin.
On obtient donc :
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éq=ﬂ CtEéq=€] R2
R 1+ R2
La constante de temps du
circuit est 7, = RgqC.
Pendant la désexcitation, le

circuit est celui-ci.
Sa constante de temps est
Te =R,C.

Donc E= 1 +ﬁ
Te Ry

d’oll Ry =4R; et Egg=14mV.

e Lors de Iinhibition, le circuit électrique équivalent est :

=5,

R,
u(?) C =

I

Le générateur de Thévenin équivalent s’obtient comme ci-des-
sus. On transforme les deux générateurs (e, Ry) et (es, Ry) en
générateur de Norton (77 = e—l, Ry, et (mp = Q, R»),
R, Ry
RiRy
R 1+ R2
et les deux générateurs de courant en un seul (7= 1y + 1) et
enfin on transforme le générateur de Norton (7, Rsq) en géné-
rateur de Thévenin.

on regroupe les deux résistances Ry et Ry en Rgq =

On obtient donc :

Ly e +<&>e
Eé =7R1 R2 = 1 R2 ’ =78 mV.
q L.l_L Rl
Rl R2 1+(R—2

Lors de I’inhibition, I’équation différentielle vérifiée par u(f)
du
est : Rs(y C —+u=FE{
€q dt €q
dont la solution est de la forme :

u(t) = Egqg + A exp<_—t ) (§))
TC
e Lors du retour a 1’état de repos, 1’équation différentielle

vérifiée par u(t) est:
R C i +u=ej.
dr

Elle admet, pour ¢ > 5 ms, une solution de la forme :
=

ut)=e; +B exp(—).

Te
* Pour déterminer la réponse du neurone, il suffit de détermi-
ner les valeurs de A et B dans les deux cas proposés en uti-

lisant la continuité de la tension aux bornes du condensateur.
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Réseaux linéaires en régime variable @

a) A = 0, le condensateur est chargé avec la tension
u(0)=e;=70mV, d’ot A=-8mV d’apres (1).
Pendant 1’inhibition :

u(t) =78 — 8 exp (— é) (uenmV et ten ms).

A r=5ms, il vient u(5) = 77,3 mV.
La désexcitation débute alors et, d’apres (2) :

77,3 =70 + B exp (— %),
d’ou B =889 mV.
b) A ¢=0, le condensateur est chargé sous la tension

u(0) = Egq = 14 mV, d’ou A=-64mV.
Pendant 1’inhibition :

u(f) =78 — 64 exp <— é) (wenmV et fenms).

A t=5ms, ona u5) =727 mV.
Au début du retour a 1’état de repos, on a :

72,7="10+ B exp <— %), d’apres (2),
d’ou B =329 mV.

@) signal carré et oscilloscope

en mode « AC »
L’impédance d’entrée d’un oscilloscope est modélisable par
I’association parallele d’une résistance de I’ordre de 1 M€, et
une capacité de quelques dizaines de pF. Ces grandeurs sont
directement affichées sur les bornes d’entrée de 1’appareil.

L’impédance de sortie d’un générateur de fonction est de I’ or-
dre de 50 Q.

1 ¢ Premiere mesure

Les deux entrées de 1’oscilloscope sont attaquées par un éche-
lon de tension d’amplitude 7 V. La réponse de I’entrée Y| est
« instantanée », alors que celle de ’entrée Y, ne I’est pas. Le
signal mesuré revient exponentiellement a sa valeur initiale
apres avoir eu une discontinuité de 7 V.

Ce résultat est compatible avec le document 1 donné des
entrées.

e Pour Y, I'influence de la résistance R est nulle car I'im-
pédance de sortie du G.B.F. est négligeable.

* Pour Y3, un signal créneau attaque un circuit RC :
L’équation différentielle vérifiée par la variation de charge
Aq du condensateur est R % + % = Avy car 'intensité

dans R est égale a d_q
dr

La charge du condensateur est continue & =0 donc :

t
Ag = CEo(1—exp(- -
1 °< Xp( RC>)

ol Ej représente I’amplitude de I’échelon.
La variation de la tension aux bornes de R est donnée par :




@ Réseaux linéaires en régime variable

& =Fon(- )
Avy =RC —=Eyexp|—-—|.
2 ar 0P\ Re

Remarque : Pour ce type de montage, avec un peu d’ habitu-
de, il est inutile d’ écrire I équation différentielle puis de ['in-
tégrer avec les conditions initiales données. 11 suffit de savoir
que I’ évolution se fait selon une exponentielle décroissante de
temps caractéristique RC et d ajuster ensuite aux conditions
aux limites Avy(0) = Eq (continuité de la tension aux bornes
de C) et Avy() =0 (quand t tend vers I infini, le courant dans
le circuit RC tend vers 0) ce qui donne directement le résultat.

La valeur de la constante de temps peut étre mesurée a partir
du temps de demi-décroissance ¢, =RC In 2.
Ici t1p=0,05s soit RC =70 ms.

Deuxiéme mesure

L’entrée Y| n’est pas modifiée par rapport a la premiere
mesure.

Pour I’entrée Y,, on a le schéma équivalent :

R,=1MQ
Ofﬁ Il /{/2
L I

C

GB.F

R

En utilisant la remarque faite dans la premiere mesure :

* la constante de temps du circuit est (R + R()C ;

e la valeur initiale de Av, aux bornes de R est obtenue en
utilisant la formule du pont diviseur de tension car la tension
aux bornes de C est continue :

R
Avy(0) = Ey;
2(0) R+ Ry 0

e la valeur initiale de Av, est nulle.

D’ou : Avy =

Eq exp (— ;)
+ Ry (R + Rp)C
Le signal Y, présente un pic de tension d’amplitude légere-
ment inférieure a 4 V avec une décroissance exponentielle de
temps de demi-décroissance t1;, = 0,1 s.
L’amplitude permet de calculer R, soit comme :
R
R+ Ry
Le nouveau temps de décroissance permet d’obtenir :
(R + Rp)C =140 ms.
Combiné avec la valeur RC obtenue a la premiere mesure,
ceci donne :
R=Ryp=1MQ et C= 0,14 uF.
Vu la précision des mesures, les deux valeurs de R sont bien
compatibles.

Ey=7V, z§ d'od R~13MQ.

2 * Le schéma équivalent est un peu plus compliqué ici :

A 3 TY1

3 Ry=1MQ | ,
| iy M ey
| GBFE | |

| R R
il ==

| Req T | Y,

3 | R
iEéqT :

A —— ‘ i

Pour simplifier I’étude du montage, on prend le générateur
de Thévenin équivalent a la partie encadrée. Sa résistance

interne est i) soit Rgq = g 500 kQ.
R+ Ry 2
L’échelon de tension qu’il délivre est :
E
= —— Ey=22=~35V.
Ry+R 2

La remarque faite a la question 1) permet :
e de déterminer Av; :

— la constante de temps du circuit est : (R + Rgg)C = % RC;

—la valeur initiale de Av, est: AEgq soit ?0, sa

+ Réq
valeur finale nulle.
N Ey ( 2t )
D’ou : Avy=—exp|l-—|;
2773 P T ke

e de déterminer Avj :
La constante de temps est identique, la valeur initiale de Avy

est identique, sa valeur finale est AEgq = 70. D’ou :

Avy = Ey +A exp(— A)
2 RC

A z:O,Avlz%:%+A, d’oi :

Avy = E - ﬂ exp(— A)
2 6 RC
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Ceci donne les courbes suivantes :

[\
W
<
s
-
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Réseaux linéaires
en régime sinusoidal forcé

0000000000000 00000 LES OBIJECTIFS

* Méthodes d’étude des circuits linéaires en régime
sinusoidal forcé : représentation complexe, repré-
sentation de Fresnel.

* Puissance en régime sinusoidal forcé.
» Etude des résonances du circuit (R, L, C).

00 0000000000000 OCOCOCS LESPREREQUIS

¢ Lois de Kirchhoff en régime continu.

* Méthodes d’étude des circuits comportant
des dipdles linéaires en régime continu.

* Relations tension-courant des dipoles linéaires
passifs.

EXXEEERERRENNRRNNEY LES OUTILS MATHEMATIQUES

« Utilisation du plan complexe.

* Résolution des systemes d’équations algébriques
dans C.

«Signal sinusoidal

® Représentation complexe

A un signal sinusoidal s(¢) = sy, cos (@f + ¢) d’amplitude réelle s, (positive) et de phase ¢
est associée la représentation complexe : s(f) = s ,e/?, d’amplitude complexe : s, = § pe’?.

La représentation de Fresnel de s(7) = sp,, cos (@t + ¢) est la représentation géométrique de son
amplitude complexe s, dans le plan complexe.

e Utilisation de la notation complexe

La notation complexe d’un signal peut étre utilisée lorsqu’on effectue des opérations linéaires
sur celui-ci : additions, soustractions, multiplication par un réel, dérivation, intégration (avec
une constante non nulle).

Les opérations de dérivation et d’intégration de la représentation complexe d’un signal sont tres
simples puisqu’il suffit de multiplier ou diviser, respectivement, le signal complexe par le fac-
teur jo.

* Impédances complexes et lois d’association

L’impédance complexe d’un dipdle passif est définie en convention récepteur par :

I Z
z=<2 =
1
U
) - 1
ZR=R;ZL=jL0;Z.= —.
jCw
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Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé ESSENTIEL

Les lois d’association d’impédances en RSF sont :
n

e en parallele : 1. S

Z =1 Z;

n
* en série : Z:Z Zi

i=1

Q Pour s’entrainer : ex. 1 et 2)

« Circuit linéaire en régime sinusoidal

e Régime transitoire, régime forcé
La solution d’une équation différentielle linéaire a coefficients constants :
d"s@) _

Z,an “am =f@
peut s’écrire comme la superposition d’une solution particuliere s;(f) de cette équation avec
second membre f(f) et d’une solution sy(#) de I’équation sans second membre :

s(t) = so(t) + s1(2).
Pour un réseau linéaire stable, soumis a une excitation sinusoidale, un régime permanent sinusoi-
dal s’établit apres un régime transitoire qui tend vers zéro. En régime sinusoidal forcé, tous les cou-
rants et tensions du circuit, de méme pulsation, seront caractérisés par leurs amplitude et phase.

¢ Etude du régime sinusoidal forcé

Dans le cas d’un réseau linéaire en régime harmonique permanent (ou régime sinusoidal
forcé), on peut transposer les lois et modeles développés en régime constant, et utiliser :

e les lois de Kirchhoff :

—la loi des nceuds pour les intensités complexes ;

—la loi des mailles pour les tensions complexes ;

e la décomposition du réseau en dipdles élémentaires :

— dipoles passifs caractérisés par leur impédance complexe (u =Z i en convention récep-
teur) ;

— générateurs de tension sinusoidale de f.e.m. complexe e = e,e/?!, de courant sinusoidal
de cem. : 1 =n,e/?, d’impédance interne Z; s’ils ne sont pas idéaux ;
m 1

e le théoréme de superposition : la valeur complexe s(f) d’une grandeur quelconque (cou-
rant ou tension) est égale a la somme des valeurs complexes de cette méme grandeur obte-
nues lorsque toutes les sources sinusoidales sont éteintes a 1’exception d’une seule.

QPour s’entrainer : ex. 4,5 et 7 )

«Le circuit (R, L, C) en régime sinusoidal

Lorsqu’un circuit (R, L, C) est soumis a une excitation sinusoidale de pulsation @, un régime
permanent sinusoidal de méme pulsation que 1’excitation imposée s’établit apres un régime
transitoire qui dépend du facteur de qualité Q du circuit.

L’utilisation de la notation complexe permet d’obtenir I’amplitude complexe de la réponse en
régime permanent sinusoidal du circuit (R, L, C). Le module et la phase de cette amplitude
complexe permettent d’obtenir 1’expression du régime sinusoidal forcé, en notation réelle.

Soit un circuit (R, L, C) excité par une f.e.m. sinusoidale d’amplitude e, constante et de pul-
sation : e(t) = ey cos (wt).
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Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé

e On associe a 'intensité i(f) = iy, cos (ot + @) dans le circuit, I’amplitude complexe :
im = i ©/%, d’expression :

— ir

im AR
1+jQ<x——)
X

avec :
. lm .- AN )
* i, =——, l'intensité a la résonance obtenue pour x = 1, .
"R erﬂ—c| it)
o x = ﬂ, la pulsation réduite,
@o e(t) R |ur(®)
1 . . ,. .,
* Wy = —, la pulsation de résonance (d’intensité),
VLC
77
Lo, . .
cQ=""T= L e facteur de qualité du circuit. , o .
R RCw Etude d’un circuit (R, L, C) série.
L i 1
Ainsi, iy = = et ¢ =—arctan [Q (x - —)]
X
\/ 1+ Q2<x - l)
X
/R
P 1.5
0,8 1
0.6 0,5
0
0,4 0,5
-0,5
02 L
X
0 05 1 1,5 2 25 3 -L3 0=5
] Variations du déph de la ré
Variations de im() en fonction de x .arla fons au e‘? ’asage ('p(x) clarep OI?se
em/R i(t) par rapport a I excitation e(t) en fonction
1
pour0=1,0=1e10=5. dexpourQ=—2,0=1e10=5.
2

Le courant est nul a treés haute fréquence (@ >> wy), et a tres basse fréquence (w << wg). Une
résonance de courant est observée lorsque le circuit est excité exactement a sa pulsation propre

£ s e . . .
ay : le courant égal a i, = ?m est alors en phase avec la tension excitatrice.

Lacuité a la résonance augmente avec le facteur de qualité : le domaine de fréquence A® dans

lequel iy, > I st
V2

Aa)=@.
0

A la résonance (= ay), la tension ug = Ri(f) aux bornes de la résistance est maximale et
égale a la tension de la f.e.m.
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Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé

* On associe a la tension uc(?) = uc m cos (wr + ) aux bornes de la capacité, I’amplitude com-
plexe ucm =ucme’¥, d’expression :
-J % €m e
Ucm= = = P

- 7, . X
1+jQ(x_l> L-2+ig
X

avec les mémes notations que précédemment. Ainsi :

e b1 1

Uem = m et W= @- = =—arctan [Q(x—)}——.

c \/(xz_ 1)2+<i>2 2 X 2
0

0
X

u

Variations de . en fonction de x pour : Variations du déphasage ¢(x) et u.(t) par
p
€m
1 rapport a e(t) en fonction de Q = l 1ets.
Q= 1et5. 2

Cette tension passe par un maximum si Q > % : dans ce cas, la résonance est obtenue pour
une pulsation @, inférieure 2 @y. Pour un bon facteur de qualité¢ (Q >> 1), @, = @y, etla
tension aux bornes de la capacité est égale, pour @= @y, & ucy = Oey > ep,.

C’est pour cette raison que le facteur de qualité Q porte aussi le nom de facteur de surtension.

QPour s’entrainer : ex. 6 et 11)

«Puissance en régime sinusoidal

® [ a valeur efficace de la grandeur périodique s(7) est:
Setr = V<s2(1)>.

Si s(t) est une grandeur sinusoidale d’amplitude sy, :

Sm

Sefp = S
e V/E

La puissance absorbée par un dipdle est, en convention récepteur :

p(t) = u(t) i(2).

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.




Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé

® En régime sinusoidal, la puissance moyenne absorbée est :
P= <p(t)> = Uggplofr COS @.

La puissance est le produit de la tension par le courant : ce n’est pas une grandeur linéaire :
p(H) = u(@®)i(t) ne s’identifie pas a Relu ()i (?)].
La puissance moyenne absorbée par un dipole en régime sinusoidal est, en convention récepteur :

P = <p(t)> = % Relu(r) i*(1)].

En particulier, la puissance absorbée par un dipdle passif d’impédance Z(w) est, en fonction de

sa résistance R(w) = Re(Z(w)), ou de sa conductance G(w) = @ie(z(l )) :
YARY)

P= R(w)lzeff =G(w) Uzeff~

® En régime sinusoidal, pour que la puissance transmise du générateur (Eg, Z,) a l'utilisation
(Zy) soit maximale il faut que Z, et Z, soient conjugués. On parle alors d'adaptation d’ impé-
dance.

q‘) Pour aller plus loin : ex. 3,8,9 et 10 )

Conseils et piéges a éviter

* L’ensemble des résultats est aussi vu en mécanique.

* Bien connaitre les divers résultats ou savoir les retrouver sans hésitation.

e Lors de la résolution d’équations linéaires, on peut utiliser les notations complexes. La puissance
est une grandeur quadratique (donc non linéaire). Il faut alors abandonner les notations com-
plexes. Seule la puissance moyenne est accessible par les notations complexes a 1’aide de la for-
mule suivante qu’il faut connaitre :

<«P>=1 j i u(@) i() dt = L Re(UI*)
T Jo 2 o
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o Utilisation de la notation
complexe

1 ¢ Pour chacun des dipdles suivants, utilisés a la fréquen-
ce f=50Hz, déterminer les expressions des impédances
complexes Z et en déduire leurs modules Z et leurs argu-
ments ¢, sachant que R = 100 Q, L = 100 mH et
C=0,1pF:

a. dipdle (R, C) série;

b. dipole (R, C) parallele ;

c. dipdle (R, L) série;

d. dipole (R, L) parallele ;

e.dipdle R en série avec (L, C) parallele.

2 e Calculer la valeur des composants R' et C' du dipd-
le (R’,C") parallele pour qu’il ait la méme impédance que
celle du dipdle (R, C) série a la pulsation @ d’utilisation.
On posera o = L, a'=R'C'w.

RCw
Comparer les facteurs aet o'.

[%]
‘s Les dipdles étant passifs, utiliser les lois d’associa-
“n . . . S 10
§ tion des impédances, puis écrire Z = Ze/" avec
(]
Re(Z)
tan @ = —
Sm(Z)

6 Une question d'impédance

Soit le circuit ci-dessous ou le générateur de f.e.m.
e(t) = ey, cos (wf), débite un courant i(f) tel que :
i(t) =iy, cos (0t + ).

o ’

L
ol LI
r T
Comment doit-on choisir la capacité C pour que I’ampere-
metre mesurant le courant débité par la source fournisse, en

régime établi, la méme indication, que I’interrupteur soit
ouvert ou fermé ?

Interpréter le résultat dans le diagramme de Fresnel, en fai-
sant figurer dans le plan complexe les amplitudes complexes
des courants traversant les branches en parallele.
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Ne pas oublier qu’un amperemetre fournit en alterna-
tif une valeur efficace et, qu’en conséquence, il donne
la méme indication pour deux courants dont les inten-
sités complexes sont conjuguées.

Conseils

9 Calculs de valeurs efficaces
et de déphasages

Soit le circuit ci-contre if)
pour lequel on donne

la valeur efficace de u(?) :
U=220V;f=500Hz;
L=03H;R=600Q;
C=02uF u(t)
Calculer les valeurs effi-

caces et les déphasages,

par rapport a u, des
courants i, iy et ic.
Représenter ces trois
courants dans le plan complexe, en représentation de
Fresnel des intensités.

Calculer d’abord i et iy ainsi que leur déphasage
par rapport a u.

Ne pas oublier que la loi des nceuds ne s’applique pas
aux intensités efficaces.

Conseils

@) itude d'un réseau

On étudie le réseau représenté sur la figure ci-dessous.
e(t) = ey, cos wt.

Les valeurs de R, L et C sont telles que :

R=Lw et LCw*>=2.

Déterminer u(f) ainsi que les courants i(), i1(t), ir(f) et
i3(t) en régime sinusoidal forcé.




On appliquera les méthodes élémentaires utilisant les
associations et les diviseurs.

Le calcul n’est simple que parce que LCw? = 2.
Utiliser cette relation a chaque étape du calcul.

Le calcul utilise les représentations complexes, mais
le résultat final doit s’exprimer par une fonction
réelle du temps.

2
[
wv
[
o

o

9 Impédance itérative

Quelle valeur Z; faut-il donner a Z pour que I'impédan-
ce complexe d’entrée de ce réseau vue entre A et B soit
égale a Z? Discuter de la valeur de Z; en fonction de w,
pulsation du signal appliqué en entrée.

Ao OOM_

||
il
)
||
il
)
N

Be

L’impédance complexe d’entrée Z, est égale au rap-
port de la tension u, au courant i, qui rentre en A.
C’est 'impédance « vue » entre A et B.

On trouvera Z 12 en fonction de L, C et . Il ne faut
pas prendre la racine carrée sans précaution.

Conseils

o Résistance interne d'une bobine
(CCP 2005)

On étudie le circuit suivant constitué d’une résistance R,
d’une bobine de coefficient L et de résistance interne r,
et d’un condensateur de capacité C :

u(t) = U,, cos(wt)

N .
R M BN CI i(t)
Be——] }—I—' ‘—-—|| A
i Voie 1 Voie 11

Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé

L’oscillogramme (ou copie d’écran de 1’oscilloscope),
ainsi que les indications sur 1’échelle commune utilisée
pour les deux voies, sont reproduites ci-dessous :

u(V)
2V
Voie 11

1035

(o)}

4

/ Voie I

-0,003+0,002-0/001 O 0,001 \0,002 0,003/ 0,004 #(s)
-2

4

-6

-8
Données: R=22Q; C=10puF
1 ¢ A laide de ’oscillogramme, calculer les valeurs de la
période T, de la pulsation @, des amplitudes Uy, et Iy,

et de I'impédance réelle Zjp et les reporter dans le
tableau suivant :

Grandeur| T(s) |w(rads~)| In(A) Un(V) | Zap(Q)

Valeur
numérique

2 ¢ Des deux tensions up et uyy, quelle est celle qui est en
avance de phase sur ’autre ?

3 o Calculer le déphasage ¢ entre la tension :
ue(t) = Uy, cos(t)
et Iintensité du courant i(f) = I, cos(@? — ¢).

4 » Montrer que, dans 1’hypothese d’une bobine idéale de
résistance r nulle, les valeurs numériques de Zap, ¢ et
R (donnée de 1’énoncé) sont incohérentes.

5 o Il est donc nécessaire de prendre en compte la résis-
tance r de la bobine. Calculer r et L.

DT, Uy et Uggsistance, m S€ lisent directement sur
les graphes ; , I}, et Zsp s’en déduisent.

2) Lorsque ¢ croit, laquelle des deux courbes atteint
son maximum en premier ?

3) L’intervalle de temps séparant les deux courbes
conduit au déphasage correspondant.

4) Ecrire I'impédance totale dans cette hypothése et
montrer qu’avec la valeur de R de I’énoncé on ne
retrouve pas les valeurs expérimentales de Zp et 0.
5) Réécrire Zyp et ¢ en tenant compte de 7.

Conseils
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Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé EXERCICES

@D itude d'un circuit bouchon

Un circuit bouchon est cons- i(?)
titué d’une bobine (1, L)
montée en parallele sur un
condensateur C. Le circuit, de
fréquence propre f = 1 MHz,
de facteur de qualité :
oloo_ 1
r rCay
est attaqué en tension par un
générateur de f.e.m. efficace
E=10mV etde pulsation ®.
L’impédance en continu du circuit est 7 =2 Q.

=200,

Déterminer :

a. la valeur de I’'inductance L de la bobine et celle de la
capacité C du condensateur ;

b. 'impédance Z = |Z(ax)| de ce circuit a la résonance
(0=ay);

c. la valeur efficace, a la fréquence f; des intensités I; et
I dans les deux branches du circuit ainsi que celle du cou-
rant [ débité par le générateur ;

Z(w)
d. le rapport =—— pour
Z(an)

M‘ << | et montrer
(0]

qu’il s’exprime simplement en fonction de Q et de
do_o-a
20 20

Pourquoi ce circuit est-il appelé circuit « bouchon » ?

La valeur élevée de O autorise des approximations.
Ne pas oublier que la loi des nceuds ne s’applique pas
aux intensités efficaces.

Conseils

9 Puissance absorbée (ENAC 2007)

Le circuit représenté sur le schéma de la figure 1 est ali-
menté par une source de tension de force électromotrice
sinusoidale de fréquence f= 50 Hz et de valeur efficace
Ey=220V.

La résistance R est variable et Ly=1H.

1 ¢ Exprimer la puissance moyenne fournie par le généra-
teur au circuit sur une période. On pourra montrer que la
puissance moyenne absorbée par un dipdle d’impédance

Z vaut Ugfficace-Re(%)-

2 ¢ Calculer la valeur Ry de R pour laquelle la puis-
sance P est maximale. Exprimer Ppy.
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3 e Calculer L; lorsque P a sa valeur maximale, sachant
que R =12 Q. En déduire la valeur numérique de Pi,x.

4 « Pour une valeur R; de R (avec R; > Ry), la puis-
sance délivrée par le générateur vaut P; = 1936 W ; cal-
culer Ry en prenant la valeur de L; trouvée en 3.

5 e Calculer la valeur de C pour que, lorsque R =Ry, la
tension aux bornes du générateur soit en phase avec le
courant qu’il débite.

It
Il
)

a(D] o

Figure 1

1. Les dipoles inductance pure et capacité pure sont-
ils dissipatifs ? En exprimant le cos (¢) de la relation
<P> = Ul cos() , on peut montrer la relation du texte
puis I’appliquer au dipole L; en série avec R.

2. 1l suffit de dériver par rapport a R I’expression
précédente.

5. Comment doit étre la partie imaginaire de 1’impé-
dance (ou I’admittance) d’un dipdle pour que la ten-
sion a ses bornes et I’intensité qui le parcourt soient
en phase ?

Conseils

o Ligne de transport d’énergie

Le schéma équivalent d’une ligne de transport d’énergie
a haute tension est donné ci-dessous avec R = 10 Q,
L=100mH et C=1pF, lafréquence du courant étant
f=50 Hz. L'utilisation absorbe une puissance moyenne
P, = 1 MW, sous une tension efficace U, = 15 000 V,
avec un facteur de puissance cos ¢ = 0,78 ; le courant
ir(f) a travers 'utilisation étant en retard sur la tension
u(f) a ses bornes.

A0 R L A L R i@ 4,

A’

1 ¢ Quelle est I'intensité efficace 1, du courant absorbé par
I'utilisation et quelle est son impédance complexe Z,, ?

2  Déterminer I'intensité efficace I; du courant débité
par la source.

3 ¢ Quelle est I'impédance de charge Z. du générateur ?
En déduire la tension efficace U; a ses bornes.




4 ¢ Quel est le facteur de puissance cos ¢; au départ de
la ligne ?

5 ¢ En déduire la puissance moyenne 9| fournie par le
générateur et la puissance %y perdue en ligne.

6 ° Quelle doit étre la valeur C; de la capacité a placer
aux bornes du générateur pour ramener a I’unité le facteur
de puissance au départ de la ligne ?

Travailler avec les grandeurs complexes pour étre en
mesure d’appliquer les lois générales de I’électro-
cinétique en notation complexe, et conclure avec les
grandeurs efficaces.

Conseils

(D Adaptateur d'impédances
a composants réactifs

Pour transmettre une puissance maximale du générateur
(e,Rg) alutilisation Ry (#Ry), onintercale entre le géné-
rateur et |’utilisation un quadripdle réalisé avec une induc-
tance L et une capacité C (schéma ci-dessous).

‘ C 1
‘ I o !
| I ;
R | |
! L 1 [} R,
e(t)T 3 |
T Structure (a)
T c
X . I !
‘ Il |
R, | |
g [
e(o) | 3

.................

Structure (b)

1 » Montrer que la structure (a) permet 1’adaptation d’im-
pédance souhaitée lorsque Ry > Ry.

Calculer L et C, en fonction de Ru,Rg et @ pulsation du
générateur, afin de réaliser un transfert maximal d’énergie.

2 o Vérifier que la structure (b) permet cette adaptation
d’impédances lorsque Ry < Ry. Calculer alors L et C,
en fonction de Ry, Rg et o pulsation du générateur, afin
de réaliser a nouveau un transfert maximal d’énergie.

11 faut utiliser le résultat du cours : pour que la puis-
sance transmise soit maximale, il faut que Zg = Z;i5s
Ecrire 1’adaptation d’impédances a I’entrée du
dipole. Une puissance maximale est alors transmise
au dipdle qui la restitue intégralement a 1’utilisation
puisque tous ses éléments sont réactifs.

Conseils

Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé

) ftude d’un quartz

D’aprés ENAC.

Entre ses deux bornes A et B, on peut donner pour un
quartz le circuit équivalent schématisé ci-dessous.

CP
||

A ! B
L G,

1 ¢ Exprimer I’'impédance complexe Z entre A et B en
fonction de L, Cj, Cp et de la pulsation ®.

02— o
Cpo(? — @)

Mettre Z sous la forme Z =

Identifier wg et @,.

2 Dans quel domaine de pulsation le circuit a-t-il un
comportement inductif ?

3 ¢ On considere maintenant le circuit représenté ci-des-
sous modélisant un convertisseur tension-courant avec sa
charge constituée par le quadripdle (Zy, Zy, Z3).

E A L0 s
—e
Y | Sz Zi | u
a. Calculer la fonction de transfert H = %, en sortie

(&)
ouverte (pas de courant sortant par la borne S).

b. Les impédances Z;,Z, et Z3 étant des réactances pures
(Z=jX1), aquelles conditions les tensions v¢(f) et v4(f)
ont-elles méme amplitude et méme phase ?

c. Les impédances Z; et Z, sont réalisées avec des conden-
sateurs parfaits de capacité C, et I'impédance Z3 est
réalisée avec une bobine d’inductance L'. Que deviennent
les conditions précédentes ?

d. L’impédance Z3 est maintenant constituée par le quartz
étudié aux questions 1) et 2) . A quelle fréquence les ten-
sions ve(f) et vy(f) sont-elles égales en amplitude et en
phase ?

Remarque : Le circuit final étudié représente un élément
d’'un oscillateur quasi-sinusoidal d’ excellente qualité.

Calculer I'impédance Z et la mettre sous la forme
désirée en se laissant guider par I’énoncé.

Les tensions v¢(f) et wq(f) ont méme amplitude et
méme phase lorsque la fonction de transfert H est
telle que H=1.

Conseils
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Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé a pROBLEME

@ Rréponse d'un circuit (L, C)

On étudie la réponse du circuit représenté sur la figure ci-
dessous pour une explication sinusoidale qui commence a
la date #=0. On notera que ce circuit idéal ne comporte

aucune résistance.

L .
m_;h
Ue T Ug

us(t) =0 pour t <0 et us(t) =Uycoswt pour > 0.

On posera g = 1

Nk

1 ¢ Premier cas : w# @y
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Déterminer la solution complete u4(f). Peut-on parler ici
de régime transitoire ?
2 » Deuxieme cas : @ =
Pourquoi ne peut-on pas appliquer la solution précédente ?
Vérifier que pour ¢ > 0 la solution est de la forme :

uy(t) = ot cos (Wot + Q).
Calculer la puissance instantanée délivrée par la source.
Commenter son évolution au cours du temps.

(%]
'§ 1. Quelles sont, a = 0", les valeurs initiales de u et
s d du ,
o & — 4
dt

Revoir la solution générale d’une équation différen-
tielle linéaire d’ordre 2.

2. Injecter la solution proposée apres avoir utilisé les
conditions initiales.




“ Utilisation de la notation

complexe
1 ¢ a.Dipole (R, C) série :
Z=R+ L =R-j L’
jCw Co

d’ou numériquement : Z=31,8 kQ et ¢=-89,8°.
b. Dipodle (R, C) parallele :

i = i +ij= m’
Z R R
) s R . L.
d’ou Z =——— sout numerlquement 3
1+jRCw

Z=100Q et p=-0,18°.
c. Dipdle (R, L) série: Z=R + jLw, donc :
Z=1048Q et p=174°.

8 N 1 1 1 .
d. Dipole (R, L) parallele : — = — + —— et, par suite,
pole (R, L) p 2 % Lo p
7= JLoR
R+jLo

Numériquement, il vient Z =292 Q et ¢="72,6°.
e. On note par Zy I'impédance de (L, C) parallele :

7 = 1 _ JjLo
=0 .L+jCa) 1-LCa?’
JLw
donc Z=R + ]L—w
1-LCw?
donc : Z=1048Q et p=1745°
2 ¢ On réalise 1’égalité :
1 .
1l eg=dlo 1L _iCo
jCw
_R(Cw?+jCw
1+ RCw?

En égalant les parties réelles, il vient :
2
p=lt®RCo) _p 1 ’
R(Cw)? R(Cw)?

soit encore, en introduisant le facteur o (a = —) :
RCw
R =R + a?).
De méme, en égalant les parties imaginaires, on obtient :
c C Co?

T 1+RCo? 1+a2

On calcule alors :
o' =R'C'w=RCwd*= 0.
Les facteurs o et o sont donc identiques.

6 Une question d'impédance

Dans le premier cas, le courant traversant I’amperemetre est
d’amplitude complexe : iy, = Ye,, avec:

1 1 1 r jLo ]
Y=—+ =|—=+ + (- .
T R r+jlLo [R r2+L2a)2] [ 2+ L*w?

Dans le second cas, il vient : 'y, = Y'ey,, avec :

5 . 1 r . JLw ]
Y=Y+jCo=|—+———-—=|+|/CO- —""———|.
Y [R r2+ szz] [] 2+ 202

L’amperemetre indique la valeur efficace du courant, de sorte
que I’on veut que la condition |ip|=|i’,| soit réalisée, soit
encore : |Y|=1|Y|.

Ces deux admittances ont méme partie réelle, et leurs parties
imaginaires, différentes, ne peuvent s’identifier qu’au signe
pres. La condition recherchée est alors nécessairement :

jLw ( —jLw >

jCo— =
2+ 202 2+ 202

ou encore :
_ 2L
2+ L2a?

~ic=jCwe,

phase du
" générateur

- = JLwey,
r? + (Lw)y?

K ouvert

ig: courant dans la résistance R, en phase avec e, délivré
par le générateur.
iy : courant dans I’inductance (r, L), en retard de ¢ tel que

tan p= - L2
r

. T
ic: courant dans le condensateur C, en avance de ? sur

la phase du générateur.

L’égalité des modules de iy, et i’y (K fermé et K ouvert)
impose :

2L

2L
Co= —_—.
2+ 202

=" soit C=
2+ [20?
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Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé CORRIGES

9 Calculs de valeurs efficaces
et de déphasages

On utilise la notation complexe.
*iem=jCOUR.
Donc ic présente un déphasage ¢ = 90° par rapport a u
et sa valeur efficace est :
Ic=CoU =0,14 A.
e D’autre part, on a :
Um=(LO+R)iim,

_ Um

R+jLo’
et: 1 =#
' ¢ VR? + [20P

Le déphasage ¢y de iy parrapporta u est défini par

d’ou: D

=02A.

tan @ = — I;Tw avec cos @y > 0.

Soit ¢y =—58°.
e [l reste a préciser i :

. . . u .
in=im+icm=—"—+jCouy

R+jLo
_1-LCP+jRCo

soit encore : i -

R+jLw
d’oi : im=(—-LCa& +jRCW)im.
Numériquement :

im=1(00,41+0,387)irm.
La valeur efficace de i en résulte :
1
[=(0412+038%)2 [, =0,11 A
ainsi que le déphasage ¢ de i par rapporta u :

0,38

@y = arc tan i + @ =43 -58 =—15°.

9

La représentation de Fresnel relative a I'intensité est la suivante :

Icm N

N

Cette construction n’est autre que la représentation, dans le
plan complexe, de la relation :
im=Iicm+iLm-
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@) itude d'un réseau

On cherche a déterminer I'impédance complexe vue par la

source de tension :

—entre le nceud P et lamasse: L et C en parallele, soit :

jLo

Zp=—""—
e

—entre le nceud N et la masse : (2 L en série avec Zp) en

parallele avec C, soit L et C en parallele, donc :

IN=Zp=-jLw;

=—jLw, car Lea?=2;

—de méme, entre le nceud M et la masse : Zy =—jLo.
Représentons le schéma équivalent pour le nceud M.

i M

‘|
AD

On en déduit immédiatement :

1 €m

ej=¢ = —, car R=Lw.
R+Zy  R(1-))
4 em . T
l|l=—= et arg (1) =+ —.
H i g)=+7
N g e T
D’ou : i(f) = —% cos a)t+—>.
® R2 ( 4
‘Z=_jLwi=em_—j,
l=y

m T, 6T s
ul=- et arg (u)=—-—+—=——.
|ul G gW=-"+ =

N e T
D’ou : u(t) = -2 cos | wt — —|.
() 2 ( 4)

Les amplitudes complexes de i, ip et i3 se déduisent de
celle de i par divisions successives de courant :
1
ZN +j2Lw

On obtient de méme : ir =—i; et i3=—1I5.
On en déduit :

i(6) = — i1(1) = ia(t) = — i3(f) = 1:_75 cos (a)t + %)




@ Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé

6 Impédance itérative

L

yls

«|(D

Par définition, I'impédance d’entrée du réseau est donnée par :

Z.= Z.e 0

Le

Z. apparait comme I’'impédance « vue » depuis les bornes du
générateur u., c’est-a-dire d’'un réseau constitué d’un
condensateur C en parallele avec I'impédance Z; résultat de
I’association d’une inductance L en séric avec C et Z en

parallele.

Donc :
o
Zi=jto+ L2 —=jLo+—~£
—1+Z 1+jCwZ
jCw
%Zl Z
et: = jl @ = Tl .
. 1 +jCwZ;
jCw
On cherche Z; telle que Z.=Z;=Z, soit:
-4
1+ jcwz
ou encore : Z(1 +jCwzy) =2;.

En remplacant Z; par son expression, il vient :

Zi[l +jCa)(jLa)+ i)] =jLw
1+jCaZ;

d’ot, en multipliant cette équation par (1 +jCwZ;) :
Zi(1 + jCwZ;i - LCa? - JLC*0Z; + jCWZ3)
=jLo-LCWZ;+ Z;,
. e P 2 on AR 2 .

en simplifiant : 2jCwZi - jLC%w’Zi = jLw.
Finalement I’expression de Z; s’établit a :

2_ IL _L 1

T 20-LC@? € 2-LCa

Pour aller plus loin, il faut discuter du signe de 2 — LCa? :

o Zi
1+jCwZ;’

esi 2—LCa* >0, soit @< %, alors il vient :

= \/ L ;7 ,
CV2-LCa?
Z; est une résistance (en ne retenant que la solution positive

seule physiquement acceptable) dont la valeur dépend de la
pulsation @ utilisée ;

=

osi 2-LCa? <0, soit w>£, alors
LC
L 1
i Eot
C Vica? -2

Z; est soit une inductance (signe +), soit une capacité
(signe —) et sa valeur dépend de .

6 Résistance interne d’une bobine

1 © La période lue sur I’oscillogramme est T=4.10"3s ; elle
est bien sir (régime forcé) commune aux deux signaux. On

en déduit w= ZTn =1571 rads~1.

elLa voie I donne la tension aux bornes de R. Donc

U
= ZRm _ 4 _ 180 mA.
R »

e La voie II donne directement u(t), donc Uy, =8 V.
e Ue=2Zagl, soit Uy, =Zagly, donc Zag=44 Q.

In

2 © La courbe II atteint, lorsque ¢ augmente, son maximum
avant la courbe I, elle est donc en avance, c’est-a-dire : si
upy = uyy,, cos (@) alors uy = uy cos (@1 - y)

avec up >0 et y>0.

3 o L’écart temporel entre les deux courbes est de
Ar=5.10"%s.

Le déphasage correspondant vaut donc %.27‘5 = 0,785 rad,

soit 45°. Comme ue(f) esten avance sur i(f) :
ue(t) = U, cos ot = i(f) = I, cos (wt —0,785)
et ¢ =+45°ou+ 0,785 rad

(on vérifie bien que pour ¢ = LS , 1 est maximum et pour
(O]
t=— 0,785 , I estnul).
0

4 ¢ En notation complexe Z =R +j<La) - CL) et U=Z1

avec U=Uy et [ =1, e=/%; soit tan 0=

d'od Lco—ci —Rtan6=22Q.

o
Or |Z] =\/R2+‘Lu)— L)2:31 Q.
Co

La valeur expérimentale est Zsp = 44 Q ce qui ne cor-
respond pas. Donc I’hypothese d’une bobine 9B parfaite ne
convient pas.

5 ¢ En tenant compte de la résistance interne
1
1 Loo———
Z=(R+r)+j(La)——> et tang=_ CO
Co R+r
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Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé

R, C sont donnés dans ’énoncé, ¢, ® et Z,g sont connus,

on peut bien en déduire r et L. Comme tan ¢ =1,
2

R+r=Lo- - dob ZyP=®+0%+|Lo- L
Cw Cw

il vient r=9 Q, puis L= 60 mH.

@)D ttude d'un circuit bouchon

a. Le facteur de qualité O du circuit donné par I’énoncé est :

Lo, 1
0=—"DN=-_-
r rCayg

en notant @q = l_ la pulsation propre.
JLC

Ilenrésulteque: L= L =64 uH
@

et: = =400 pF.

rQm
b. L’impédance complexe Z(w) du circuit est :
. 1
r+jLoy——
G )'Ca) B r+jLw
r4jlo+—— 1-LC@&+jrCo
jCw
Pour LCw} =1, elle s’établit 2 :
r+jLwy _ jLOo = rQ?
jrCwmg jrCwmg

Z(w) =

Z(ay) =

puisque 7 = % << Lay.

A la fréquence propre (@= @), 1'impédance du circuit bou-
chon est réelle et vaut Zy = rQ? = 80 kQ.

c. A la fréquence propre (w= @), les valeurs efficaces des
intensités dans chacune des branches du circuit s’établissent

N

a:

p=—=f ~ E _E _j5.4
Vi2+ Lwp? Lo 10
et : Ie=CapE = £ =25 A
rQ

Ces intensités sont presque égales en valeur efficace donc en
amplitude mais elles présentent, par rapport a la tension
appliquée e(t), des déphasages différents respectivement
égaux a :
n T
oL= s et Q¢ = 5

L’intensité du courant principal, ¢’est-a-dire ’intensité débi-
tée par la source, vaut :

-E - E _1s5na
ZO ’,.Q
On remarque que ces intensités sont liées par la relation :

I, =1c=0L
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d. Au voisinage de la fréquence propre, lo= g <1,
o

ona r << L@ et par suite :

Z(w) _ r+jLo jrCay
Z(wy) (1—LCw* +jrCw r+ jLawy
B jrCw _ 1
(1-LCa +jrCa 1+jl(Lm—L)
r Cw

On considere le terme l(La) - %) 11 est possible de lui
r 0]

donner une expression plus simple au voisinage de la fré-
quence propre, en notant :
dw=0- ) (avec d0 << ay) :
1 (Lw_i)zQ(ﬂ_@) ~20%@
r Cw Wy (o))
En définitive, il vient :
Z(o) _ 1 _
Z(ao) 1+’1<L _L> 14209 .
j—|Lo J20
Co o

r

Dé dow _ 1 Zw) | _ 1

esque —=-——, ona |———|=—=.

Ainsi pour 22 < L <<y ona |z(a) > £
wy 400 2

Ce circuit est donc tres sélectif et « bloque » le passage du
courant au voisinage de la fréquence f;y (d’ou son nom de cir-
cuit « bouchon »).

Remarque : Le domaine de fréquence A dans lequel :

|Z(w)| > &V%O) est égal a : Aw =2 dw, soit donc encore :

N

Aw = @.

Q
Aw est ici une bande « non passante » d’autant plus faible
que Q est grand.

9 Adaptation d’'impédances

1 eLes puissances absorbées par le dipdle L, et par le
dipdle C sont nulles, ces deux éléments étant non dissi-
patifs.

e La puissance fournie par le générateur est donc celle
absorbée par le dipdle série (R, L1).

«<P>=Ul cos ¢ = U> %

pour un dipdle d’impédance Z = Ze/ 14
or LoLle®g S50 Re(l>, d’ot
Zz Z Z Z

<P>= U2 Re<i).
Z




@ Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé

Ici Re( l) = Re( 1 ) = R
z R+jLiw) R+ (Ljw)?

RE(?

et<P>=——F—
R? + (L1w)?

2 ¢ En dérivant I’expression précédente par rapporta R eten
annulant le nuzmérateur, on obtient Ry=L;®

Eo
et P max — Z—RO

3er,=R0 38 mH P, =2017W soit Py ~ 2 kW,
(0]

2, [4 2 2
:EO+ Ey -4R°(Lw)

2R

=16 Q.

4+ R

Remarque : On a pris la racine supérieure a Ry de I’équation
du second degré en R, issue de 1.

5 e Pour que le courant et la tension soient en phase il faut
que l'impédance ou l’admittance du dipdle {C//Lo//(L;
série Ry)} soit réelle.

R
Y= ; + jCo+ —— = 1 :
JL()(U R1 +]L1a) R12 + (Lla))2

) 1 Lo
+Jj| Co— = 5
Lyw R} +(Lw)

L, L
2 2 2
Low~  Lo(Ri~ + (L1w)7)

Dot C= = 106 F.

o Ligne de transport d’énergie

1 ¢ Lintensité efficace I, du courant a travers I’utilisation

e %2
Us cos (@)

L’utilisation a pour impédance :

est : =854A.

Zu = Zﬂ = ﬁ ej (%)
im D
avec ¢ > 0, ce qui donne numériquement :
Zy= (137 + 110)Q.

2e0Onnote Z;=R+jLw et ZzzL.

jCw
Les impédances Z, et (Z| + Z,) forment au nceud A un
diviseur de courant pour le courant i1(?) :
_Z
VARVARE VM

Im=

11 en résulte que :

Z1+2Zr+2Z
I = Mh:SIJA.

3 o Uimpédance de charge du générateur s’obtient par les
lois d’association des impédances :

L L2+ Zy)
VAR VAR VM

La tension u 1, aux bornes du générateur est liée au courant

I1m qu’il débite par la relation ujy=Z.i1m, SOitencore, en

grandeurs efficaces :

Uy=Z.1,=19,7.103 V.

Z.=2, =(170,8 +j 171,4)Q.

4 o Le déphasage de uj, parrapporta i, estégal alar-
gument de I'impédance de charge Z. du générateur :
@) = arg (Z.) = 0,787 rad
et le facteur de puissance aux bornes du générateur s’en déduit :
cos (¢) =0,71.
5 e La puissance moyenne fournie par le générateur est :
P = Uyl cos (@) = 1,14 MW

et celle perdue en ligne s’établit a :

Pp=P1 =P =0,14 MW.

6 © Pour que le facteur de puissance au départ de la ligne soit
égal a I’unité il faut que I’admittance de la ligne, avec la capa-
cité C; entre Ay et A'|, soit réelle. Or :

jCio+ ZL =0,00292 + j(Cy - 0,0029),

51

-3
don : oy 22107 937 F.
0]
L’impédance de la ligne est alors résistive et elle vaut :
! _] o
£e=59y 1003 3B

@ Adaptateur d’impédances
a composants réactifs

1 * On écrit I’adaptation d’impédance a I’entrée du dipdle
qui, de ce fait, recoit une puissance maximale de la source.
Comme le dipole est réalisé avec des éléments réactifs, cette
puissance est ensuite transmise sans perte a 1’utilisation.

On considere la structure (a). L'adaptation d’impédances
entre le générateur et I'utilisation impose que 1’'impédance
d’entrée de ’adaptateur soit égale a R, :

_ 1 jLoR _Ry(1-LCaP) +jLw
jCo  Ry+jLo jCoRy +jLw)

Ry

En regroupant les termes réels et imaginaires, il vient :
[Ry + LCaP(Ry — Ry)] + j[L — RyReClew = 0.
L’égalité a zéro implique :
R

LC=—"%
¢ (Ry — Ro)@?

avec Ry > R, et %: RyR, .

Connaissant le produit LC et le rapport % on en déduit :

L=ﬁ¢ E e L
® \ Ry—Rg avRy(R, - Ry)
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Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé

2 » De méme pour la structure (b), I’adaptation d’impédan-

ces entre le générateur et le dipole impose :

jLw(Ru + L)
jCw

Ry =

R, + j<Lw - L)
Co/
d’ot, en regroupant les termes réels et imaginaires :

(R R —£> +ja)[L(R “R )—i} =0
£ £ | T
L’égalité a zéro entraine :

1L

c =RgRy et LC = avec Ry > Ry.

g
@Ry — Ry)
On en déduit :

R
Lz—g\/ Ru et C = %
o \ Ry—R, VRy(Ry - Ry)

@@ Etude d'un quartz

1 ¢ La structure du schéma équivalent permet d’écrire :

_ (jLw+ | )
7= JCp® JjCsw .

1+ 1 +jLw

JCro  jCo

Pour arriver a la forme proposée pour Z, il faut multiplier le
numérateur et le dénominateur de la fraction précédente par

JjCsw:

zo 1 (1 - LCya?)
% 1,5 e
CP
L _»
ol ¢ cl e, —
p@ 0)2__1<1+_S)
e\ G

En posant a)g - et a)g ~L (L + L), on aboutit a
ICy Cs €

s p
I’expression désirée ci-dessous.
2 2
. 05—
2¢2=] %
Cpro(0” - @)
2 2
1 . w5 — o
On étudie le signe de ﬁ
0° - 0
(0] 0 0N N +
0?- 0?2 + - _
2 2
o’ - 0F = = +
0? - 0?
PR B * B
() a)p

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.

Le circuit a donc un comportement inductif pour :
;<0< @, alors Z=jLw

avec L > 0.
3ea
Z;
Ve Sl/e+ R ZZ Zl Us

Aunceud A, laloi des nceuds en termes de potentiels s’écrit :

spe+ A EA L EATEs
R 27 Z3

VARV ..

De plus, zp = _1Z £3 v, car Z; et Zz forment un divi-
4]
seur de la tension v a.
D’ou :
Z1+2Z
valfie )45
R Z) Z Z

H= SZ; ,0u:

R+72»
—=2(ZL1+Z3)+1
% (Z1+23)

SRZ1Z>
(R+Z)(Z1+Z3)+RZy

b.Z\,Z, et Z3 sontdes réactances pures, donc elles peuvent

=

étre notées :
Z1=jX1, Zr=]Xy et Z3=jX3,

ou les X sont des réels.
1l en résulte que :

e SRX1X» '

o —XZ(X] +X3) +jR(X] +X2 +X3)
Ve et vy ont méme amplitude et méme phase si, et seulement
si H=1, c’est-a-dire :
{X1+X2+X3=0 o {X1+X2+X3=0

SRX X5 = - Xo(X + X3) SRX X, = X35,

Comme X; et X, ne sont pas nulles, les conditions cher-
chées s’établissent a :

X1+X2+X3=0 (1)
k=22 2)
X

c. Par hypothese :
X =Xo=——— et X3=L'o
Cow
Les conditions précédentes deviennent :

L’w:i S0it w=\/ 2
Cw L'C

SR =1 SR =1




@ Réseaux linéaires en régime sinusoidal forcé

o — 0?
d.Z3=j ————5———— etlacondition (1) s’écrit :
Cro(0” - @p)
2, j@i-ed _,
jCo  Coo(@?-w%)
. 2 0’ - 0?
So1t encore : =5
C  Cpe?-wp)
dou:  20,(a? - 03) = C(w - 0?),
2C, 03 + Cw?
et finalement : wr="PP 5
20, +C

La fréquence pour laquelle »4(f) = ve(¢) s’établit a :

1
o 1 <2pr12,+Cw§ )2

=—=— 3
! 2n 2w 20, +C )
Le quartz a alors un comportement inductif puisque :
fs <[f<[p, d’apres (3) ou il apparait que :
w2 < o < a)g.
@ Réponse d’un circuit (L, C)
1 e Pour >0, ug(r) vérifie I’équation différentielle :
2
d L;S + w(z)us= a)(z)ue= w%Uocos ot.
dr
La solution en régime forcé (ou « solution particuliere ») est :
2
uy(t) = 20)—0 Uy cos wt.
wo— O

La solution générale de 1’équation avec un second membre
nul est :
uy(t) = A cos @yt + B sin wyt.
La solution générale de 1’équation complete est donc :
us(r) = uy (1) + up(t)
o} _
= 5 Uy cos ot + A cos wgt + B sin wyt
wy—
ou A et B sont des constantes déterminées par les condi-
tions initiales.
L’ inductance impose la continuité du courant, donc i(0%) =0,

soit :
<%> =0.
dt Ji=0*

Le courant est fini, et la charge du condensateur est continue,
donc :

(us)r=0+=0.
2
cu0)=0= 20 yy+A=0.
’ w3 - @
dug
o| — =0=B=0.
dt Ji=o0*

La solution est donc :
2
ug(t) = 2(070 Uy (cos ot — cos wyt).
o — @
En I’absence de résistance, le régime libre ne s’amortit pas.
On ne peut donc pas parler de régime transitoire.
2 » La solution précédente est évidemment inapplicable pour

@ = m : elle donne une forme indéterminée %

On cherche une solution de la forme :
ug(t) = ot cos (@t + @).
e Les C.I. doivent étre respectées :
ug(0) = 0, et <%> =0si p=L +pm.
dt 2

La solution doit donc étre de la forme :

ug(f) = at sin wyt.
* On injecte cette solution dans I’équation différentielle :

2 0 wg cos Wyt = a)(z) Uy cos apt.

On en déduit par identification :

_ 92U
5
On a montré que la forme proposée convient et on obtient :
wyUpt .
ug(t) = 007 gin wot.
* Le courant est donné par :
2
. du wo Uy . wy Uyt
i()=C—=C =20 gin @yt + C =20 cos wyt.
dr 2 2
La puissance instantanée est :
p() = ue(?) i(r)
2 2 o2
CogUp . Caog Uy 2
== sin Wyt cos Wy + ——— 1 cos” wo!.

Le premier terme a une valeur moyenne nulle.

Le second terme est positif et son amplitude d’oscillation est
une fonction croissante du temps.

L’amplitude des oscillations augmentant linéairement, 1’éner-
gie stockée dans I’ oscillateur croit comme 12, d’od la néces-
sité d’un apport continu (et de plus en plus grand !) d’énergie
de la part de la source.

Pour des raisons de limitation de fonctionnement des compo-
sants, une telle évolution ne peut cependant pas durer éter-
nellement : soit les éléments vont sortir de leur comportement
linéaire, soit ils seront détruits.
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Amplificateur
opérationnel

0000000000000 00000 LES OBIJECTIFS

* Le modele de I’A.0O. idéal.
* Montages de base a A.O.

- Réalisation de fonctions simples avec des circuits
a plusieurs A.0.

* Dipoles passifs linéaires.
* Diviseurs de courant et de tension.
* Loi des nceuds en termes de potentiels.

EXEEEERERRERNRRNEEN LES OUTILS MATHEMATIQUES

- Equations différentielles linéaires d’ordre 1 ou 2.
. Equations algébriques dans C.

® [es cinq broches importantes d’un amplificateur opérationnel sont :

— les deux alimentations (généralement symétriques + Voc et —Vee) 5

—I’entrée inverseuse — ;

— I’entrée non inverseuse + ;

—la sortie S.

Il n’y a pas de masse sur le boitier d’un amplificateur opérationnel.

® [ ’amplificateur opérationnel est un amplificateur différentiel dont le coefficient d’amplifica-

tion est treés important. Pour la plupart des applications, il est possible de le représenter par un
modele idéalisé.

« Amplificateur opérationnel idéal

e [’amplificateur idéal est caractérisé par :
— des courants de polarisation nuls (i, =i_=0)
— une différence de potentiel nulle entre les deux entrées en régime linéaire.
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ESSENTIEL o Amplificateur opérationnel

Sa caractéristique de transfert est :

Vg régime
non linéaire it
+ Vg bm——— - >oo
L. ls
régime gT I G—
linéaire L G
i
0 £ Vs
. — Vsat
régime
non linéaire ’

® En régime linéaire, la tension de sortie 4 et le courant de sortie ig sont fixés par le reste du
circuit, compte tenu de la relation £=0 et dans la limite |v4| < V4. Les trois montages de
base (a connaitre) sont :

— I’amplificateur non inverseur, exercice 3,
— le suiveur, exercice 1,

— I’amplificateur inverseur, exercice 3.

i
e 0 + > oo l.s T poo

Ve R2 Us " VUg= U, Ve
R, R
% Re::oo;RS:::O %Rezoo'RszO % Rele;Rzz()
> ‘ R peut étre nulle
Amplificateur non inverseur Suiveur Amplificateur inverseur
R2 RZ
Vs = 1 + U Vs = — Ve
s ( Rl ¢ S |

® En régime non linéaire, I’amplificateur opérationnel fonctionne en comparateur :

vg=4 Vg, S1 €=v,—v_>0 et vg=—Vgy, si €=v,—v_<O0.

QPour s’entrainer : ex. 11 parties B, Cet D )

e [ ’amplificateur opérationnel permet de réaliser, a I’aide de systémes bouclés variés, des fonc-
tions linéaires autres qu’une simple multiplication par une constante (amplificateur inverseur, ou
non, et suiveur). Ces montages permettent, par exemple, de filtrer (voir chapitre suivant), d’in-
tégrer ou de dériver un signal.
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Amplificateur opérationnel o ESSENTIEL

i. ¢ e

i 1, i

-

7
Intégrateur Dérivateur
0 = 0,0 - L [ v ax (= re L0
vs()=v —— | vlx vg(H) =— S
) U7 RCh T ) dr
QPour s’entrainer : ex. 5 )
Du fait des défauts de I’amplificateur opéra- Du fait des défauts de 1’amplificateur opéra-
tionnel, ce montage présente une dérive en tionnel, ce montage peut, lui aussi, présenter
sortie (voir exercice 8) qui peut é&tre, par des écarts par rapport a la dérivation idéale,
exemple, corrigée par une résistance de fuite que I’on peut corriger.

R' placée en parallele sur le condensateur,
ou par association d’autres montages.

D’autres fonctions sont réalisées aux exercices 2, 6, 7, 10 et 11.

® En pratique, les entrées non inverseuse (+) et inverseuse (—) ne sont pas équivalentes. La bou-
cle de rétroaction doit revenir sur I’entrée inverseuse pour que le montage soit stable.

« Comparateur simple

Un comparateur simple est réalisé a 1’aide d’un amplificateur opérationnel en boucle ouverte.

La tension de référence Ve est appliquée sur I’'une des entrées de I’amplificateur opérationnel
et la tension d’entrée v, sur I’autre.

La tension de sortie est égale a +V,, et ne dépend que du signe de vy — Vies.

0 Pour s’entrainer : ex. 13 partie B )

dug

La vitesse finie de balayage o (ou slew rate défini par la valeur maximale de d
t

) est le

facteur le plus important de limitation des performances d’un comparateur simple a amplifica-
teur opérationnel réel.

Conseils et pieges a éviter

* Un amplificateur opérationnel ne possede pas de masse ; il est alimenté par une alimentation
symétrique [+ Ve, — Veel, le « zEéro » étant la masse du circuit.

* Bien connaitre le fonctionnement linéaire et le fonctionnement non linéaire d’un amplificateur
opérationnel.

* Bien connaitre les montages de bases (amplificateur non inverseur, suiveur, inverseur, intégrateur) :
gain, impédances d’entrée et de sortie. Il faut aussi savoir retrouver rapidement ces résultats.
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o Intérét d’un suiveur

Déterminer la tension U pour les deux montages suivants.

a. :
Ef () R Ul R
b. o —
] +
() R R lu
7

Conclure quant a I'intérét du suiveur.

Se souvenir du montage « diviseur de tension ».
Quelle est la valeur du courant d’entrée sur la borne +
de I’amplificateur ?

Conseils

6 Additionneur et soustracteur

1 ¢ Déterminer ug pour les deux montages suivants en
supposant que les amplificateurs sont idéaux et fonction-
nent en régime linéaire.

a.

77
b.
ie] [ RAI I RB
| | |
==
i 1 RC a
Uy = —+
U
U, RD R“
i

2 » Comment faire en sorte que les courants d’entrée
soient nuls ?

Ces montages sont-ils stables ?

On se souviendra que les courants dans les deux
entrées de I’A.O. sont nuls.

En écrivant : €=u, —u_=0 et en se souvenant de
I’écriture de la loi des nceuds en termes de potentiels
(ou de la relation de Millman), on obtient les relations
cherchées.

Conseils

9 Amplificateurs a gain élevé

N

1 ¢ Soit a réaliser, a 1’aide d’un seul amplificateur
opérationnel, un amplificateur inverseur d’amplification

Ay= Hs —_ 100 et de résistance d’entrée R.= & =20kQ.
Ue le
R,

1
(I

E R

TH: =5a |

U,

Us

3
-
3

a. Lors d’un premier essai, on réalise le circuit représenté
ci-dessus. Calculer les résistances R et Ry et expliquer
pourquoi cette solution n’est pas satisfaisante.

b. Pour pallier les défauts du circuit précédent, on réalise le
circuit ci-dessous en ne prélevant qu’une fraction de la ten-
sion de sortie par la boucle de rétroaction.

Données : Ry =20kQ, Ry=200kQ et Ry =200kQ.
Déterminer R; pour obtenir I’amplification souhaitée.

Commenter.
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2 » A T’aide d’un seul amplificateur opérationnel, on dési-
re cette fois-ci réaliser un amplificateur non inverseur

L 100, sans que le rapport des
Ue

résistances utilisées n’excede 20.

d’amplification A, =

a. Le circuit réalisé est représenté ci-dessous. Peut-il satis-
faire aux conditions imposées ?

E

i R

X

/77777

b. Sur le principe du circuit de la question 1) b), donner le
schéma d’un amplificateur non inverseur pouvant avoir les
performances souhaitées en satisfaisant aux conditions impo-
sées.

3 o Les quatre expressions de I’amplification en tension
obtenues sont indépendantes de la résistance de charge
Ry . Interpréter cette propriété.

Appliquer Ia loi des nceuds a I’entrée inverseuse des
A.O. et éventuellement en un autre nceud convena-
blement choisi.

Se souvenir qu’un générateur idéal de tension pos-
sede une résistance interne nulle, ce qui lui permet de
délivrer toujours la méme tension quelle que soit la
charge R, .

Conseils

9 Circuit a A.0. soumis
a un échelon de tension

On considere le circuit représenté ci-apres et réalisé a I’ ai-
de d’un A.O. idéal fonctionnant en régime linéaire.

1 « Etablir I’équation différentielle liant v 2 ve.
Retrouver indirectement ce résultat en utilisant la notation
complexe.

2 ¢ On choisit Cp = 2Cy. On applique au montage un
échelon de tension. A I’instant initial, les deux condensa-
teurs sont déchargés.

Déterminer I’expression de »¢(f) et représenter son graphe.

Utiliser le fait que I’amplificateur opérationnel est
parfait et qu’il fonctionne en régime linéaire.

Ecrire la loi des nceuds en termes de potentiels 12 oil
cela est possible, ¢’est-a-dire ni sur la masse ni sur la
sortie de I’amplificateur opérationnel.

Conseils
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Amplificateur opérationnel o EXERCICES

g R 4 i ©

|7

R
E+ + D oo

% C —

A — Y S

US

177777

v

E

0 t

Echelon de tension

9 Intégrateur différentiel
a capacité commutée

Le circuit ci-dessous est réalisé avec un amplificateur opé-
rationnel parfait dont on supposera le régime linéaire. Les
signaux fournis par les deux sources de f.e.m. e et ¢’
sont appliqués a I’entrée du montage qui délivre la tension
de sortie uy(?). C

K
E ONO)

J,,g;r L |

ﬂlﬁ i (1) (2)

/77777

Us

Les commutateurs K et K" sont synchronisés selon le chro-
nogramme représenté ci-dessous, c’est-a-dire qu’ils sont
simultanément dans les états (1) et (2) avec la période T..

états
1#
2 _____ R
t
o  or. T. 2T.




EXERCICES o Amplificateur opérationnel

1+ Le condensateur de capacité Cp est initialement
déchargé (u(0)=0) et on considere d’abord que les f.e.m.
e et ¢’ sont constantes.

Dans I’hypothése 7, = (r+ ') Co << oT,, déterminer la
valeur moyenne i de I'intensité du courant qui traverse le
condensateur C. La période de commutation 7, étant
tres courte devant le temps de réponse des appareils de
mesure, on confondra, pour 1’étude de ce circuit, la valeur
moyenne i du courant a travers C avec sa valeur instan-
tanée.

En déduire, dans ces conditions, que le circuit est un inté-
grateur différentiel d’équation :

dug e —e

dt T
dont la constante de temps 7 est controlable par la fré-

quence de commutation f, = —

C
Quels types de circuit réalise-t-on respectivement en étei-
gnant d’abord seulement e, puis en éteignant ensuite seu-
lement e’ ?

2eLesfem. e(t) et e'(f) sont maintenant périodiques
de période T. A quelle condition sur T les résultats de la
question précédente sont-ils conservés ?

3 ¢ On s’intéresse dorénavant au circuit ci-dessous utili-
sant, lui aussi, un amplificateur opérationnel parfait.
Démontrer qu’il réalise un intégrateur différentiel dont on
établira I’équation différentielle.

4 ¢ Quel avantage peut-on trouver a utiliser I’intégrateur a
capacité commutée ?

Le condensateur C( acquiert sous (e —e") la charge
¢, puis se décharge completement (u, —u_=0) atra-
vers C.
La valeur moyenne du courant i est i.

C
Quelles sont les grandeurs de commande qui permet-
tent de modifier les constantes de temps des deux

intégrations ?

Conseils

6 Simulation d’une inductance pure

On étudie le montage représenté ou les amplificateurs sont
idéaux et fonctionnent en régime linéaire.

1 Donner la relation entre les courants i et iy, puis
entre les tensions u et uj.

2 o Déterminer 1’impédance vue entre la borne A et la
masse.

3 ¢ Quelle est la nature du dipdle équivalent si Z est une
capacité ?

Ry

Attention : le courant de sortie d’un A.O. est non nul.
On ne peut donc pas écrire i = ij.
L’impédance complexe équivalente est égale au

rapport Zgg = =
i

Conseils

ﬂ Simulation d’une résistance
négative (Centrale 2007 extrait)

On utilise le dipdle de la figure 1.

1 ¢ Dans le cas ou I’A. Op. fonctionne en régime linéaire,
déterminer les relations donnant V en fonctionde 7, et V
en fonction de [ .

2 ¢ Dans le cas ou I’A. Op. fonctionne en régime saturé
avec Vi = +Vy,, , déterminer la relation donnant V en
fonction de [ . Faire de méme si Vi =-V,.

3 e Tracer la caractéristique statique V en fonctionde / du
dipdle de la figure 1. Montrer que dans un intervalle donné
de V:Ve&[-Vy, Vy] cecircuit se comporte comme une
résistance négative de valeur -R,, (avec R, > 0 ).
Exprimer R, et V{ enfonctionde R;, Ry, R et V.

R
1
| |
1

_A. Op.
i L A. Op.
est idéal

14 R, Vi
Ry
1777
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Etude de P’oscillateur

4 o Le dipdle a résistance négative est inséré dans le circuit
suivant :

I R L(0)
i)
Ly r— U(t)] R,

a. Montrer que la tension U(¢) vérifie une équation diffé-

d2U(r) L p U0
dr? dt
+(1-0)U@®=0.
On utilisera deux méthodes différentes ; on exprimera a ,
b et ¢ enfonctionde L, I', Ry et R,.
b. Quelles sont les conditions a fixer pour que les solutions
soient purement sinusoidales ?

rentielle de la forme a

c. Calculer la fréquence des oscillations en fonction des don-
nées ; on veut f=50 kHz ; Sachant que R, =0,7 Q et
L, =150 mH , calculer L ainsi que le facteur de qualité,

0= 7{1— \/ % , de ce circuit ; vérifier que les conditions
b

du b. sont bien satisfaites en calculant R, .

1) et 2) Se souvenir des différences de propriétés d’un
A. Op. idéal en régime linéaire et en régime saturé.
3) Trouver I'intervalle de valeurs de V' pour lesquel-
les le fonctionnement de I'A.O. est linéaire.

4) a. Faire le calcul direct puis utiliser la notation

Conseils

complexe avec la correspondance j® <> i
dr

4) b. Quelle est I’équation différentielle d’un oscilla-
teur harmonique non amorti ?

9 Dérives d’un intégrateur a
amplificateur opérationnel réel

On considére un intégrateur inverseur réalisé avec un
amplificateur opérationnel réel dont la modélisation est
donnée ci-apres (doc. 1 et 2).

R C

] |
Tl

Ve E+ C+

R, %
Doc. 1

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.

Amplificateur opérationnel o EXERCICES

En fonctionnement linéaire on supposera que V,=V_ au
niveau de I’A.O. idéal et on admettra que la tension de
décalage Vy4 et les courants d’entrée [, et /_ de I’am-
plificateur opérationnel sont constants.

Par définition, le courant [, = 1 (I, + 1) estle courant
2

de polarisation et le courant /3 =1, —I_ est le courant de
décalage (doc. 2).

Données : R=10kQ, C =100 nF et Vg =15V et
Va=2mV [, =80nA; ;=10 nA.

c
|
I
R BPSCEEREEEEEEEEEEREEES ‘
RN EES S |
S A k=L -
e DS
1I+ %
b ?
R()

Doc. 2

1 * Aucun signal n’est appliqué a I’entrée de I’intégrateur
(ve =0) etlatension de sortie v4(f) est initialement nulle.
Montrer qu’en 1’absence de R( I’amplificateur opération-
nel tend vers un état de saturation.

En déduire qu’il est possible, par un choix convenable de
la résistance R d’éliminer le terme en Ip, c’est-a-dire
de retarder cette saturation sans pour autant 1’éviter.

2 ¢ On place maintenant une résistance R’ =R en paralle-
le sur le condensateur C.

Montrer, qu’en 1’absence de signal appliqué (v, =0), la
saturation de 1’amplificateur opérationnel est évitée mais
que la tension de sortie »g prend, en régime permanent,
une valeur vg);,, faible, mais non nulle.

Déterminer la valeur de Ry qui annule le terme en I,
dans I’expression de vgjip.

Quelle est alors la valeur de vy ?

3 ¢ En admettant que g, soit négligeable, on applique
a I’entrée de I'intégrateur un signal :

ve(t) = ve COS (1).
Etablir I’expression de la réponse (f) de I'intégrateur.

Dans quel domaine de fréquences ce circuit effectue-t-il,
en régime établi, une opération d’intégration ?

Les résultats demandés s’établissent a 1’aide de la loi
des nceuds en termes de potentiels.

Conseils




EXERCICES o Amplificateur opérationnel

o Générateur différentiel
de courant
Le circuit ci-dessous, réalisé avec un amplificateur opéra-

tionnel idéal, comporte deux entrées E et E’ et une sor-
tie S aux bornes de laquelle est placée la résistance de

1 ¢ En admettant que I’amplificateur opérationnel fonc-
tionne en régime linéaire, déterminer 1’expression du cou-
rant i en fonction des tensions d’entrées u., ug et de la
tension de sortie u.

A quelle condition sur les résistances Ry, Ry, R et Ry, ce
circuit est-il un générateur de courant commandé par la
tension différentielle d’entrée (ue — ug) ?

2 » On note par ug la tension de sortie de 1I’amplificateur
opérationnel. Son comportement est décrit par 1’équation

différentielle T% + ugy = Uo(uy —u_), ou T et [ sont
deux constantes caractéristiques.

D’autre part, on réalise R| =R, =R| =Ry =R. Démontrer
que lorsque les deux générateurs de commande ont des
résistances internes de méme valeur Rg, ce générateur de
courant est stable.

Traduire que I’A.O. est idéal et qu’il fonctionne en
régime linéaire. Appliquer la loi des nceuds en S de
maniere a exprimer ig = f(ue, Ug, Us). Le générateur est
un générateur de courant si i est indépendant du .

Conseils

(D Oscillateur quasi-sinusoidal

On considere le quadrip6le ci-dessous :

—

R C

123 R [} C:: Vs

1 ¢ Le circuit est attaqué par un signal ve(¢) sinusoidal.

. ) ) V.
Déterminer en circuit ouvert la fonction H(jx) = 75 en
e
fonction de x= @ , avec RCay=1.
o

2 Tracer |H| en fonction de x ; vérifier sans calcul les
valeurs de |H| lorsque x tend vers 0 et vers I’infini. Quel
peut étre I’intérét d’un tel quadripdle ?
3 o A partir de I’expression de H(jw) déterminer I’équa-
tion différentielle reliant vy(f) et ve(7) .

4 » Le quadripole précédent est maintenant inséré dans le
circuit suivant, dans lequel I’A.O. est supposé idéal et
fonctionnant en régime linéaire :

I

C
2 R " R D ||y

* Donner 1’équation différentielle d’évolution de (%) .

» Montrer que si Ry < 2R, w,(¢) tend vers zéro en oscillant.
* Quelle fonction a-t-on réalisée dans le cas Ry = 2Ry ?
D’ot provient 1’énergie correspondante ?

e La courbe donnant »¢(¢) pour R, =3R; est donnée ci-
dessous ; expliquer qualitativement son allure.

Oscillogramme v(t)

* On souhaite tracer les portraits de phase (vs(t), dist(t) )
dans chacun des cas précédents. Indiquer comment on
peut réaliser cette opération expérimentalement.

Deux oscillogrammes correspondant aux cas précédem-
ment étudiés sont donnés ci-dessous ; on demande d’iden-
tifier ces différents portraits de phase et de les commenter.
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Portrait de phase a)

Portrait de phase b)

1) On peut utiliser la formule des diviseurs de ten-
sion ; pourquoi ?

2) Comment se comporte un condensateur a tres
haute fréquence ? a tres basse fréquence ?

3) A quelle opération mathématique correspond une
multiplication par j® ?

4) L’équation obtenue est une équation différentielle
d’ordre deux ; quels en sont les types de solution ?

Les alimentations d’'un A.O. ne sont jamais repré-
sentées sur un schéma électronique.

Comment un A.O. se comporte-t-il lorsque sa sortie
évolue de maniere monotone ?

Que peut-on dire d’un portrait de phase lorsqu’il est
fermé ? Lorsqu’il tend vers son attracteur ? Lorsqu’il
diverge ?

Conseils

m Etude d’un fréquencemétre
(Centrale 2007)

A - Etude d’une cellule R'C'V,

On considere le montage de la figure, out V(y symbolise un
générateur de tension continue. On suppose nul le courant
de sortie ;.
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Amplificateur opérationnel @

‘C‘v i,=0
1l
R/
e'(1) V()
Vo

A.1) Déterminer I’équation différentielle reliant e'(r) et
V(@) .

On s’intéresse a la réponse a une discontinuité de tension :
e'(t)y=+E pour t <0, e'(t) =-E pour t> 0. On sup-
pose que E > V/2 et ’on se place en régime permanent
pour 1 <0.

A.2) Que vaut V() pour >0 ? Que vaut V(t=0%) (on
précisera également son signe) ?

A.3) Déterminer pour ¢ > 0 I’expression du signal de sor-
tie V(¢) de la cellule R'C'V|y attaquée par cette disconti-
nuité de tension.

A.4) Dessiner sur un méme graphe les évolutions de e'(¢)
et V(5.

B - Etude du module d’entrée du fréquencemétre

On considere le module d’entrée du fréquencemetre repré-
senté sur la figure. Il est attaqué par un signal sinusoidal
e(f) de fréquence f, avec f<< 1/(R'C') . Par ailleurs, la
tension continue du générateur est réglée telle que
0<Vy<2Vy-

—t)

A. Op.

RI
e(®) e(0) V(1)

Vo

o

Dessiner sur un méme graphe les chronogrammes repré-
sentant les évolutions de e(7), ¢'(¢) et V() sur une durée
supérieure a une période.

C - Etude du module de sortie

On considere le module d’entrée du fréquencemetre repré-
senté sur la figure.

C.1) A. Op. fonctionne-t-il en mode linéaire ou non ?
Justifier votre réponse.

On suppose qu’a ¢ =0, la charge du condensateur est ter-
minée. On attaque ce module par le signal U(¢) , repré-
senté sur la figure, de période T, formé d’impulsions rec-
tangulaires alternatives (avec la double inégalité
0<Vy<2Vyy):




EXERCICES o Amplificateur opérationnel

Ult)=-2V + V 0<r<nt
uw =Vvy T<t<T2
U@t) =2V, + Vo TR<t<TR+7
Ui =V TR +1<t<T
_A. Op.
— +
v ‘c S(t)
R[} up
7777
U(t)
2Vt + Voi-------------
Vo

Yoo
T 0y

0V T2 I)+1 7| [ ¢

—2V3at+V0_ J

On suppose par ailleurs que T << RC .

C.2) Que vaut la tension en sortie S(t=07) juste avant le
front descendant de I’entrée U() ?

C.3) Montrer que la sortie de I’A. Op. bascule entre
t=0"et t=0%.Quevaut V¥(r=0%)?

Puisque T<<RC,latension V* n’a quasiment pas varié
entre les dates r=0% et r=1.

C.4) La sortie de I’A. Op. bascule-t-elle a nouveau entre
t=1"ett=1%?

C.5)Etape 1 : 0 <7<, (instant #; est défini 2 la ques-
tion C.5 b)

a. Déterminer I’équation différentielle vérifiée par V*(r)
pour 0 <t <t etlarésoudre.

b. Calculer la date de basculement de la tension S(f),
notée t, en fonction de Vg, , Vg, R et C . Préciser la
valeur de la tension V*(r =) juste apres la date # .
Co)Etape2: 1) <t<T

a. Donner I"expression de V*(f) dans 1’étape 2, définie par
H<t<TR.

b. L'impulsion rectangulaire positive entre ¢ = T/2 et
(T/2) + © envoyée en entrée fait-elle une nouvelle fois bas-
culer la sortie de I’A. Op. ?

C.7) Etablir les trois chronogrammes représentant les trois
graphes V7(¢), V*(¢) et S(¢) sur une période complete T.
C.8) La forme rectangulaire des impulsions alternatives
est-elle déterminante pour le fonctionnement du module
de sortie ?

D - Etude du fréquencemétre analogique

On considere le fréquencemetre analogique décrit sur la
figure. On envoie en entrée un signal e(r) sinusoidal de
fréquence f: e(f) = E.cos (2mft).

e(t)

D.1) A I'aide des résultats de la section B, quelle inégali-
té doivent vérifier les constantes R, C, R’ et C' pour
appliquer les résultats de la section C lorsque le module de
sortie est relié au module d’entrée du fréquencemetre ?
D.2) Etablir sur une période les cinq chronogrammes
représentant les signaux e(?), e'(¢), V7(f), V¥(¢) (tensions
d’entrée du deuxieme A. Op.)et S(f) en respectant une
méme échelle des temps.

On note <S> la valeur moyenne de S(f) sur une période.
D.3) Utiliseriez-vous, en pratique, un voltmetre AC ou
DC pour mesurer <S> ?

D.4) Exprimer simplement f= 1/T en fonction de <S>,

Viar et 11, défini par t; = RC 1n(%>_

Vo
R : En pratique, ’utilisation de ce fréquencemetre néces-
site un étalonnage.

A. 2) La tension aux bornes de C' est-elle continue ?
Que signifie pour C' que le régime est permanent
pour t+<0?

B. ¢ Quel est le fonctionnement de I’A.O. ?

* Montrer que e’ passe par des discontinuités de +V,,
a Vg, etde -V, a +Vy,, et appliquer la méthode
et les résultats de A.

C. « Sur quelle entrée se fait la rétroaction de ’A.O. ?
* Pour étudier les basculements d’un A.O. il faut faire
une hypothese sur son état de sortie et vérifier si le
signe de V, — V_ est cohérent avec I’hypothese : par
exemple si I’on suppose S = +Vy,, il faut calculer V,
et V_ dans cette hypothese et montrer que V, > V_.
D. « Le montage complet résulte de I’association de A,
B et C.

* V(f) ala méme forme que U(t) et R'C' est donc
assimilable a T .

* Quelle différence y a-t-il entre AC et DC pour un
voltmetre ou un oscilloscope ?

Conseils
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0 Intérét d’un suiveur

Montage a)
Les deux résistances en parallele sont équivalentes a une

’

résistance de valeur .
R+R'
En appliquant la relation du diviseur de tension, on obtient :
R/

U=E Rior)

Montage b)

Le courant entrant dans I’A.O. étant nul, les deux résistances
de gauche sont en série.

En appliquant la relation du diviseur de tension, on obtient :

2 . E
Vi=FE ———, soit V,=—.
TTUR+R T

Latension € entre les deux entrées de I’A.O. étant nulle, d’a-
pres la loi des mailles :

19
U = V+ = 7 o
Le fait d’intercaler le suiveur entre R et R’ permet de

rendre U indépendante de R’ : quel que soit le circuit

d’utilisation, il sera toujours attaqué par U = % Dans le cas

du premier circuit, seule la condition R’ >> R garantit

U= % constant quel que soit le courant dans R’ .

8 Additionneur et soustracteur

1 ¢ Pour ces deux montages, les boucles de rétroaction
uniques arrivent sur I’entrée inverseuse : ils sont donc stables
et on peut effectivement supposer que les A.O. sont en régi-
me linéaire.

a. On reconnait a droite un montage amplificateur inverseur

d’amplification — 1 : ug=—u'.

Appliquons la loi des nceuds a I’entrée inverseuse du premier

A.O.

e L’amplificateur étant en régime linéaire, on peut écrire :
u_=u,=0.

* Comme le courant entrant dans I’A.O. est nul :

_ u -0 N uy—0 N u’—O.

0
Ry R, R
D’ou : u’=—£u1—£u2 et donc : us=£u1+£u2.
Ry Ry R, Ry

On a réalisé un additionneur.
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b. Appliquons la loi des nceuds a I’entrée inverseuse :

Uy —U_  Ug— U_ R Rpuy +Rau
1_+S—=O d’ou: M_:M_
RA RB RA +RB
La relation du diviseur de tension donne :
R
Uy = o up.
RC +RD

Comme I’A.O. est en régime linéaire : u, =u_ d’ou:
y=BoRa+Rp) Ry
RA(Rc + Rp) RA

On a réalisé un soustracteur.

up.

Remarque : Notons que la tension de sortie est indépendante
de la résistance d utilisation Ry. Cela n’est effectivement
veérifié que si la tension de sortie est inférieure a la tension de
saturation de I amplificateur et si le courant sortant de I' A.O.
est inférieur au courant maximal que celui-ci peut débiter.

2 o Les courants d’entrée i, et iep sont non nuls pour les
deux montages.

Pour annuler ces courants tout en gardant les valeurs des ten-
sions uj et up il faut placer un suiveur sur chaque entrée.
Ainsi, le montage b) devient :

iEEL,+ - Ra Rg
> oo L t L
L Doo
Uy i =0 X
Uy us’

Si les courants d’entrée sont non nuls, les montages étudiés
perturbent les sources placées en amont.

Un systeme idéal avec des entrées en tensions doit donc avoir
des courants d’entrée nuls, ou, ce qui est équivalent, des
impédances d’entrée infinies.

9 Amplificateurs a gain élevé
1 ¢ a. L’amplification en tension d’un amplificateur inver-

seur est : Au=5=—&=—100.

Ue Ry
Avec une résistance d’entrée R, = Ry = 20 kQ, il vient
Ry =2 MQ. Une telle valeur, supérieure au mégaohm, est a
éviter, car :
* elle accentue les défauts liés aux courants de polarisation
(iJ;r, eti,) qui peuvent devenir génants ;
* elle constitue une source trop importante de bruit, puisqu’une
résistance est d’autant plus « bruyante » que sa valeur est plus
élevée.




@ Amplificateur opérationnel

b. La relation de Millman appliquée en A s’écrit :

Us
u R Us
A= = 7 ;
L+L,+L, <1+&+R—%>
Ry R R R, R

et la loi des nceuds appliquée a I’entrée inverseuse donne

u —-u . . P s e .
= —A, ce qui fournit, en éliminant up , I’amplification
Ry Ry

en tension :

R, R
Auzﬁz—&(l+—2+—%>.
Ue R Ry R

Avec les valeurs imposées, la valeur de R; se calcule immé-
diatement :

Au=—100=-10<1+1+2%9),

1
soit R{ =25kQ.
Le rapport des résistances n’excede pas 10.
Ce circuit fournit une solution correcte du probleme, car les
résistances ne sont ni trop élevées (R < 1 MQ) ni trop fai-
bles (R > 100 Q).
Il est a signaler qu’une résistance R,, de charge de I’amplifi-
cateur opérationnel trop faible (R, < 750 Q) peut entrainer
sa saturation en courant ([ = 20 mA).

2 ¢ a. L’amplification en tension d’un amplificateur non
inverseur est :

u R

=5 =1+ =2 =100.
Ue 1

Ay =

Si le rapport des résistances ne doit pas excéder 20, I’am-
plification maximale de cet amplificateur est limitée a
Ay, ., =21. Avec les conditions imposées, les performances
de ce type d’amplificateur non inverseur sont insuffisantes.

b. Le schéma de I’amplificateur non inverseur demandé est
donné ci-dessous.

R,

La loi des nceuds appliquée en A s’écrit :

”s_”A_”A+ Ua

Ry, R R +R)’

R R
d’ou us—uA(1+ 2, 2 )
R1 R1+R2

Par ailleurs, R et R, forment un diviseur de tension, et :
Ry
Up————.
R +Ry

En éliminant ua entre les deux relations précédentes, il vient :

R; R,
Au=£=<1 +&><1 +—%+42>.
Ue R 1 R 1 R 1+ R2

On peut, par exemple, choisir R} = 10 kQ, Ry = 90 kQ,

R5 =100 kQ. On calcule alors R{=12,5 k<.

Le rapport des résistances n’excede pas 10.

ue:u_:

3 © Ces quatre amplifica-
teurs sont des sources de
tension idéales puisqu’ils
délivrent une tension de
sortie ug indépendante de
leur charge R, . Cette
propriété est due a leur
résistance interne Ry qui
est nulle. Pour s’en
convaincre, il suffit de considérer la modélisation de
Thévenin de ces générateurs vus de leurs bornes de sortie.
Lafe.m. E7 setrouvant en série avec la résistance de sortie
R = Rt et avec la résistance de charge Ry, il vient :

Ry
Ug = ———
R+ R,

Ainsi, la tension de sortie ug et, par voie de conséquence,
I’amplification en tension A, sont des fonctions de R, sauf
si Rg=0.

ﬂ Circuit a A.0. soumis
a un échelon de tension

. C
E R 4 B ”
] I
R
E, T e
Ze C,——
JoC—|[]x
Us
77
1 o L’amplificateur opérationnel est idéal, donc i, =i_=0.
11 fonctionne en régime linéaire, donc v, = v_ = vy.
. do . d(vp — vg)
i1=C;—= et ip=Cp—2 32,
1 1 ar 2 2 dr
Aunceud A :
Ve— VA . . dog d(vp — vs)
——— =i +ih=C—+C ——. @)
S T
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Aunceud E; :

(@)

d’ou : VA = Vg

En remplacant dans (1), il vient :

ve — vs— RC) d(;ts

d2
RC|— + RXC,C| —=
dt dr )

= Ve.

Avec la notation complexe :

Ve

- Va . Uy — VA
o £ 8 LiCra(v.—VAa)+ ———=0(
R JC20(V5 = Vp) R (1)

J Va—Vy = V.- 0 car i, =0
R T

JC,0
eV, =V_=y, AO. idéal
En éliminant V) dans (1) grace a V = »(1 + jJRC @)
e vl +jRCI0)

R R +jCrm . (- vjRC L)

+JjC10(= ) =0
soit % = RC1Ca(— 0203) + jou(2Cy) + %

dZ/S

et v, = R2 CCy

2 ¢ Avec Cp =2Cy, I’équation devient :

2R2C2 d? 1/g dvs

= Yo

On pose 7=RCj.

2
21'2 (111;5 +2’[ ddUS + Vg = Ve, SOit, pOU.r > 0:
! t

d2v, do,
22— S 427— S5 4y =E. 3
dr? a S ®)

L’équation obtenue est du deuxieme ordre a coefficients
constants.

. s 2
Remarque : Pour cette équation (= %
T

on s’ attend donc a trouver une solution oscillante amortie (ou
pseudo-périodique).

On cherche des solutions sous la forme ¢'’. L’équation carac-
téristique correspondant a I’équation homogene associée est :
272r2 4+ 2tr +1=0

N = 7 Bt =
r== T L4y,
272 27
L’équation homogene a pour solution :

_r
e 2r (A cosL+B sin L)
27 27

Une solution particuliere de 1’équation compleéte (3) est vg = E.
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Amplificateur opérationnel @

La solution générale de 1’équation (3) est donc :

_t
vs=E+e 21(Acosi+BsinL). 4)
27 27

Il reste a déterminer A et B en s’aidant des conditions ini-
tiales.
e A t=0, les condensateurs sont déchargés.
La tension aux bornes d’un condensateur est continue.
A t=0" ona:
”s(0+) =0 et v5(0%) = v4(0%),

donc, d’apres (2) it} (O+) 0. De (4), il vient :

vs(0+)=0<:>E+A=0
92 o =0e-L g+ Lazo,
dr 27 27

soit A=B=-E.
t
D’ou vs=FE-FEe 21(cos s + sin L), dont I’évolution a
27 27

I’allure suivante :

10 f-5---- ==

84

. . . . . . .t/"r
0 2 4 6 8 10 12 14

e Intégrateur différentiel
a capacité commutée

1 » Lorsque les commutateurs K et K’ sont en position (1), il
vient : d
e—e =+ r’)Co—u +u
dr

soit encore, en posant 7, = (r + r')Cq, 1’équation différen-
tielle :

!

du s _e-e

d 7 %

dont la solution est de la forme :
_t
ut)=Ae % +(e—e').
La constante d’intégration A se détermine a 1’aide des condi-
tions initiales u(0) =0, d’ou :

13
u(®) = (e — e’)(l - e‘Te>.

A t=aT,, latension aux bornes de C( est :

aT,
waTy) = (e - e’)(l = e_’_e) =(e—¢),

puisque 7, << oT..




@ Amplificateur opérationnel

Le condensateur C( acquiert la charge ¢ = Cp(e —e¢') ala
fin de I’état (1), et restitue cette méme charge au cours de
I’état (2) pendant lequel ’ensemble (r, ', Cq) est court-
circuité (uy —u_=0).

Il en résulte que C est traversé par un courant d’intensité
moyenne :

= & —ﬂ(e—e’).

I. T.

Ce courant [ traverse le condensateur C dont la tension
ug(f) a ses bornes évolue selon la relation :

Q0 ooy
T, dr
soit encore, en posant 7= £ T.= < L I’équation diffé-
Co Co fe
rentielle du circuit :
dug(t) e’ -e
dr T

Le circuit réalisé est un intégrateur différentiel a capacité
commutée dont la constante de temps 7 est controlable par
la fréquence de commutation f..
* Si on n’éteint que e, il vient :

dug(?) _ e_’

R

le circuit est un intégrateur non inverseur.
* Si maintenant on n’éteint que e’, alors :

d”s(t) __¢€
dr T’
le circuit réalise un intégrateur inverseur.

2 © Si les signaux e(f) et e'(r) sont périodiques de période
T << T, les calculs précédents restent valables puisque pen-
dant la durée T, les variations de e(r) et e'(r) sont négli-
geables. Ces signaux se comportent vis-a-vis de I’intégrateur,
sur une période 7., comme des signaux constants.
Ainsi, avec des signaux d’entrée périodiques, le circuit se
comporte comme un intégrateur différentiel si les deux condi-
tions suivantes :

<< ol.<<T
sont simultanément réalisées. Cette double condition est
assez contraignante.

3 * Soit u la tension commune aux deux entrées de I’ampli-
ficateur opérationnel. La loi des nceuds appliquée en E_:
e—u -C d(u—us)
R dr
et la loi des nceuds appliquée en E, :

e’—u_cﬂ

R dr
donnent, en soustrayant membre a membre :

C%__e/—e

dt R

s

d’ou, en posant 7' =RC :
dug _e—e'
dr 7’

Ce circuit est aussi un intégrateur différentiel.

4 ¢ La constante de temps 7' de ce dernier intégrateur se
regle en modifiant la valeur des deux capacités, alors que
pour I’intégrateur a capacité commutée, ce réglage se fait de
facon beaucoup plus souple et surtout beaucoup plus précise
en modifiant la fréquence de commutation.

0 Simulation d’une inductance pure

1 » Notons ug le potentiel (par rapport a la masse) de la sor-
tie du premier amplificateur.
L’A.O. étant en régime linéaire : u| = u.
Les courants entrant dans I’A.O. étant nuls :
SUEU AU
R
Onen déduit: u=u; et i=—1ij.

2 * Notons up le potentiel commun aux deux entrées du
second A.O. ug celui de sa borne de sortie. Ecrivons la loi
des nceuds en notation complexe aux entrées non inverseuse
et inverseuse de cet A.O. :

j=lacls, My o Mot W
R R0+Z R R()
On en déduit en éliminant QS:m:—Wi I-
2 2
. Ry Ry .
Deplus: u=u;=u+Ryij=——-0j =20,
p 1 =U+ Kol Z 1 z "
On en déduit I’'impédance équivalente :
7. =£=R_%)
Uiz
3 ©Si Z estune capacité : Z:lL et donc :
Zsq=jCRy@.

Ce montage simule donc une inductance pure de valeur
L=CR}.

Remarque : Il n’est pas possible d obtenir une inductance
pure avec une bobine car celle-ci a nécessairement une résis-
tance. De plus, une bobine est un composant encombrant dont
on ne peut négliger les aspects capacitifs a haute fréquence. Il
est donc souvent plus intéressant de remplacer une bobine par
un circuit actif, peu encombrant et plus proche de [’ idéalité.

0 Simulation d’une résistance
négative (Centrale 2007 extrait)

-V

—

1ePourun A.0. idéal, i, =i_=0,soit [ =
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D’autre part V, = Ri V.
Rl ar R2

Enfin un régime linéaire V=V, .

Dot V,=— R](M) M
R

R
et V=—RI. L 2)
Ry

2Si V _+V5dt’ V=RI + VSdt
e Si V=V, V=RI-Vy

3 o Le fonctionnement est linéaire si

Vs € [Vt Vsatl, ce qui avec (1) donne

c [ - R2 Vsat R2 Vsat ]
RRi+R) "~ RR;+Ry)

R R
etavec (2) V& [— 1 Vieat» + L vy
R+ Ry Ry +Ry
D’ou avec V= L Vsat
1+ Ry
Vv
....... VO
+ Vea/R
— Vsa/R
- Vol----2
. R
Dans la partie V € [V, Vo, V=—R N 1,
2
d’ou le résultat avec R, =R Rl
Ry
4 ¢ a. « Méthode directe
U0 =~ R (0 == Ry ) - Ly 23
et i()=T %.Enutilisantlb=i+[ r ‘il—U U
t

U=—-Rp1,—-Ly %,ll vient
t

LT d—U+(R;,F—L) d—U+<1—
dr? R

L) dt
soit a=LI
b=RyT - £
Ry
_ R
N

Ry

e Utilisation de la formulation complexe

(Lpw+Rp) I, + U =0, U_—
o

U=-R,I,etl,=i+1,,soit:
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Amplificateur opérationnel @

_ L =Q]’l—‘w_
Ry + jLpo

s

& |i=

Rp

R,

Toute multiplication par j@ est une dérivation temporelle
d’our:

L
—Q:—wZQFLb+jw[RbF—R—”}U—U

n

v _ Ry U().
dr R,
On obtient bien slir la méme équation différentielle.

U@ =T, LU0 [Rbr— ﬁ]
a2 R,

b. Les solutions sont purement sinusoidales si b = 0, soit

L . P . -
Ry = Zbotsi 1—c>0 ; on a alors une équation différen-
n
tielle d’oscillateur harmonique :

&,

Qv &

=] 2 U=0

dr? T
L . L

avec Rpl['= =b | soit R, = —b_ et donc

n l—‘Rb
1 & 1 I&,
R _ Z, , Soit :

1

- Rz
b 4nm?
A 1L,

AN.: T =68 nF

0=67 X

On calcule R, =3,15kQ,onabien —2 < 1.

0 Dérives d’un intégrateur a
amplificateur opérationnel réel

1 © On impose v, =0 ; laloi des nceuds appliquée en E_

d(”s u) _u
dt

valant u = V43— Rgl,.

En éliminant u, il vient :

s’écrit : +1_, avec u tension constante

RC dd”* =Vy—Rol, +RI_,
d’ou, par intégration et en posant 7=RC :
Ryl +RI
v(1) = 0—;

=1 {vd + (R = Ro)ly - (R + Ro) %d]t
T

* En I’absence de R, la tension »y(f) est une fonction affi-
ne du temps et I’amplificateur opérationnel sature, soit posi-
tivement, soit négativement selon les valeurs des défauts et de
la résistance R utilisée.




@ Amplificateur opérationnel

* Avec R\ on peut annuler le second membre et pour cela
prendre R tel que :

_ Va+RI_

= o

Il n’en est rien. En effet Vy et Iy varient fortement en fonc-
tion de I’A.O. et de la température et ce de manicre aléa-
toire ; la correction ne serait valable que pour une températu-
reetun A.O. donnés.

En revanche, il est possible d’éliminer 1’influence du courant de
polarisation I, en choisissant Ry =R. La saturation est géné-
ralement retardée mais elle est inévitable.

Ry

2 * La loi des nceuds appliquée en E_ s’écrit :

cdos=i) v _u
dt R R
avec u =Vy—-Rpl,. En éliminant u, il vient :
R’C% ro= BER v _RoL) +RIL.
t

Onpose 7 =R'Cet vgip = % (Va=Roly) +R'L,

I’équation différentielle précédente s’écrit :

_t
et sa solution est v4(f) = vgjim (1 —e T').

En régime établi, la tension de sortie vaut vjim (|vgim| < Viat)
ce qui évite la saturation. II est possible d’exprimer vgjjy, en
fonction de Vg, I, etde Iq:

' Ro(R +R’
R+R Vd+(R’—70( * ))Ip
R)

—(R’+ RO(R+R))I_d.
R) 2
Comme il a été vu dans la question 1), tout ce qu’il est

possible d’entreprendre avec certitude est 1’élimination
du terme en [}, en choisissant la résistance R telle que :

Uslim =

o= KR _skq.
R+R'
1l vient alors :
R+R'

Vslim = T Vd—R/ld:4mV,

ce qui est une tension tres faible par rapport a Viy,.

La saturation de I’amplificateur opérationnel est évitée, mais
le défaut (vg # 0 en I’absence de signal d’entrée) n’est pas
totalement corrigé.

3 e L’expression de u restant la méme u =Vy— Rpl,, on
applique encore une fois la loi des nceuds en E_ :

c d(vg — u) N vs—U _ U=ve v
dr R’ R
L’élimination de u conduit a :
R, -R+R (Vd—ROI+)+R’I_—% Ve

R

soit encore, en introduisant 7' et wvg;y, tels qu’ils ont été

définis plus haut :

, dug R’
Tt = Vslim_? ek

dt

’

le terme en vy, peut étre négligé

,

En prenant Ry = s
R+

devant le terme en ve(?) :

dog R’
+ vg = — — Vo COS (W1).
d[ S R em

La solution de cette équation différentielle est de la forme :
!

v(f) =Ae T + vy cos (1 + @)

T!

avec, pour la solution particuliere, vy, et ¢ déduits de

’
Yem =— e o
. !
R 1+jor
e = R’ Yem

sm -_— R ——

R V1 +(w7)?

et : @ =T — arc tan (w7").

t
Le terme Ae 7' est transitoire. En régime établi, le circuit

integre si Q= % c’est-a-dire lorsque @7’ >> 1. En pra-

. . L 1
tique, il en sera ainsi dés que @ =10 —.
T

o Générateur différentiel
de courant

L'A.O. estidéal : i, =i_=0.

1 ¢ En régime linéaire u, = u_ et par suite Ryi =— Ry il,

. —Ry .
d’ou : = 2 oo
Ry
La loi des nceuds appliquée en S s’écrit :
L. Ry, ., . Ry te—ts Ue—u
i =itig=——2il =2 Hels
Ry R, R Ry
d’ou en regroupant les termes en i :
] Ry . (R 1
lg=——Ue— 5 Ue + 7 - | Us-
Ry RiR; RiRy Ry

Ce circuit se comporte en générateur de courant si 7 est
indépendant de R, c’est-a-dire, en définitive, si ig est indé-

!

pendant de ug. Ceci entraine la condition 1’22 - L ou
RiRy Ry
encore, de facon plus symétrique :
R _ Ry
Ri Ry

La condition précédente étant réalisée, 1’expression du cou-
rant ig s’écrit :
Ue — Ug

Ry

i =
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Amplificateur opérationnel CORR|GES

Le circuit est alors un générateur de courant commandé par la I 1 1

. s . , et H= .
tension différentielle (ue — ue). Lijco 4, .1 R 1
2 ° Pour étudier la stabilité du circuit, on éteint les f.e.m. des JCo l + jCw
générateurs de commande et on suppose qu’a I’instant initial
I’amplificateur opérationnel est en régime linéaire. H = ! i
Les tensions des entrées inverseuse et non inverseuse (sché- =7 3+jRCo+ RC
ma ci-dessous) s’établissent respectivement a : J xa)

ou encore H = —
_ R+R, ~ 1+ 3jx—x?
TR Rg R O x
thRgt 2 e |H|=————/le tracé est en Figure .
1-x2+x
. (R + R/IR, L v
e Upy=——=——uy=kyu
T RARIR R T

avec :

L=1+R<L+ ! >>1+R - =L, 0.8

n Ry R+R, R+R, Kk ’
donc ky < k_.
L’équation différentielle de la tension de sortie de 1'A.O. 0,6
s’écrit alors : "
7=+ ugo = o (ks — K Juso,
0,4
5 dus()
soit encore Td— + [1+ gtk — ky)]ugg = 0.
t
Le coefficient de ugo(¢) étant positif, la solution de cette 0,2
équation différentielle est bornée, donc le circuit est stable.
X
Uso 0 2 4 6 8 10
R Figure 1
+ * Lorsque x — 0, la fréquence tend vers zéro et les conden-

sateurs se comportent comme des interrupteurs ouverts ; il

n’y a donc pas de courants dans les résistances et v =0 .
Lorsque x — o<, la fréquence tend vers I’infini et les conden-
Us

U,
R,

sateurs se comportent comme des fils, z; = 0.
e Lorsque x — 1, soit @ — @q, v5 = 1,, sinon z; décroit
rapidement ; ce filtre est donc passe-bande.

N0
2 I :
3o = _ @, , Soit
v, 2
1+ 3/’ﬂ = w—z
q 5 o . W, @,
@ Oscillateur quasi-sinusoidal ,
pl1+3 L -9 |=; 2,
1 ¢ Le circuit est équivalent en circuit ouvert a : - o @ =e
Z1 Z =R+ 1 Toute multiplication par j@ correspond a une dérivation
- B jCw temporelle, soit :
avec
G L | v Zz=1; o+ 3 dn 1 Py _ 1 dy,
i +jCo g w df @} di? w, dr
%) ou encore
Donc z= —— 2, )
ZitL i P R A S G)
a2 T e T T
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@ Amplificateur opérationnel

4e°’A.0. estidéal : iy =i_=0 etil fonctionne un régime
linéaire : v, = v_.

- R -
Ainsi v = ! v, , d’ol en utilisant (1) :
Rl +R2
d2y, ( R2) dog 2
+wo|2-— | — +wyuv,=0
dr? N7 R ) @ 0%

*Si Ry < 2Ry, a)0<2 - %) > 0 ; le discriminant de
1

L . 2 Ry \? 2.
I’équation caractéristique vaut @o(2 — — | — 4@, soit

1

R R R .
A=w(2) =z (—2 —4) A<Ocar —2 < 2 ; les solutions
Ry \ R, Ry

sont de la forme vy(f) = [A cos Qr + B sin Qt]e~*
R . .
avec ot = a)()( - ﬁ) > ( ; I’exponentielle est décroissante
1

et uy(f) — 0 en oscillant.

*Si Ry =2Ry,
d2o, ) . ). . rer
2 + wy v = 0 : il s’agit de I’équation différentielle

d’un oscillateur harmonique ; le circuit réalise donc un
1

2nRC
L’énergie nécessaire a son fonctionnement provient des

alimentations (+ 15 V en général) continues de ’A.O.

oscillateur €lectrique sinusoidal de fréquence fj =

. . d L
*Si Ry > 2Ry, le coefficient du terme d—ys est négatif
t

donc I’exponentielle sera croissante et la sortie de I’A.O.
atteindra la valeur + Vg, (ou — Vg, rapidement, soit

dye

v, ==+ Vgyr, donc o(f) vérifiera (1) avec =0:

d2y dv 2 L
5+ 300 — + g v =0.|y| sera donc décrois-
dr dt

sante : I’A.O. repassera de nouveau en régime linéaire,
puis saturera de nouveau et ainsi de suite. C’est ce que ’on

observe sur I’oscillogramme.
. . X duy(?)
e Tracer un portrait de phase revient a tracer d— en
t

fonction de w(?) .

11 faut donc réaliser une dérivation de u(t) , puis « amener »
dg
dr

en XY.

et g sur chaque voie d’un oscilloscope et observer

Soit le circuit :

41

Le courant entrant en Y est tres faible puisque 1’impédance
d’entrée d’un oscilloscope est trés grande : ainsi,

vy = & v
v , T4
R +—
JC'®w
. JR'C'w .
tw=""— " _"u;s1 RCwxl
soit 1y = 7 orrgy 15 SE C'w ,

. dv
22=jR'C'® v et vy(f)=R'C' —~
dr
La figure ci-dessous donne le schéma du montage réalisable
L. L. dze .
expérimentalement : on visualise 0% mais v, et v
t

sont proportionnels donc I’allure est la méme.

oscilloscope
voie
I 1

RZB/ AP
10kQ| 100nF

B e
LS ”‘QQ 100nF
100nF

10kQ

¢ Les deux photos correspondent au montage de la figure.

— En a on voit une ellipse correspondant au cas Ry = 2R .
— En b la trajectoire de phase est fermée, le fonctionnement
est cyclique. Les segments de droite correspondent aux pas-
sages par les saturations + Vet — Vg 3 Ry > 2R .

R :Lecas Ry <2R; peut étre filmé : on voit I’ellipse dimi-
nuer lorsque ¢ augmente jusqu’a ce qu’elle soit réduite a un
point ; la trajectoire de phase tend vers son attracteur (0, 0) .

) ttude d’un fréquencemetre
(Centrale 2007)

A 19j,=0:1e méme courant i circule dans C' et R':

d(e’ —
R'C’ % + Vo=V, soit

v, vV _de Vo

= +
@&  rc & rc®
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2 e Pour 1 <0, e’ =+E estconstant et V{y est constant, donc
C'" se charge et lorsqu’il est chargé il n’y a plus de courant
dans la branche donc V(r) =V car Ug' =0 (I’énoncé pré-
cise bien que I’on suppose le régime permanent pour ¢ <0 ).
e La tension aux bornes de C' est continue pour ¢ = 0
notamment donc V,./(0%) = V.'(07) .

Or V./(00)=+EVy,

donc pour t=0"-E-V(0") =-Vy+E

d’ott V(0M) =Vy-2E ;enfin E > %

donc V(0H) < 0.

’

3ePour t >0, =—F, =0 ; en tenant compte de 2,

e
dt
I’équation (1) s’integre en :

V(f)=Vy-2Ee " lavec 7' =R'C’.

B ¢ ’A.0. fonctionne en comparateur simple avec :

V_=0, donc si:

ce()=V,>0,e'(t)=+E =V
ce)=V,<0,e()=-E=-Vgu

Donc le module de la question A est attaqué par une dis-
continuité Vg — — Ve ou — Vg = + Vigy

e Comme f<< R'1C’ , le signal e(f) a une période grande

devant le temps de charge du condensateur : entre chaque
basculement on atteint le régime permanent de charge com-
plete du condensateur.
* Pour une bascule + Vg — — Ve, avec A 3 nous pouvons
affirmer :
V(t) = V=2 Ve 1T

— Vsat = + Vaat
V." est continu lors de la bascule et vaut
V." (bascule) = — Vg — Vi, d’ott V(#) juste apres la bascu-
le: V=2V +Vo.Donc V(f)=Vy+2 Ve T .
On obtient finalement les chronogrammes :

\V( BTTTTY Vo Vo+2 Vi
+ Vit 1. 140 e'()
t

Vor— ] e(f)

¢ Pour une bascule

il (55 EmESE Y SN ——— Vo—2 Vet

€ 1 » Larétroaction se fait sur I’entrée + de ’A.O., il ne fonc-
tionne donc pas en régime linéaire. Par contre I'A.O. étant
idéalona i, =i_=0 etle méme courant circule dans R et
dans C.

2 e D’apres I’énoncé la charge de C est terminée a 7 =0
donc ir=0 et V,=ug=0.

De plus la fonction U(f) est périodique donc elle vaut Vj en
t=0" ;ainsi:
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Amplificateur opérationnel @

Vi0)=0, V. (0)=Vy>0 etdonc S(07) =—Vgy -

3¢A 1=0,U basculede Vy a —2 Vg + V, donc
V(0N ==2 Vg +Vy<O0.

D’autre part, u. =ug — S est continue donc comme
u(07) = 0 = (= Via)» ue(07) = Vi .

Supposons que 1'A.O. bascule, alors S(07) = + Vg, et
ur(0%) = V(01 =2 Vg > V_(0F) ce qui est cohérent.
Supposons que I’A.O. ne bascule pas : S(0") = — Vg,
ur(0%) = V,(0M) =0 > V(0™) , ce qui est incohérent avec
S=-Vst.

Ainsi ’A.O. bascule et V(1 =0") = 2V, .

4 0Si T<<RC, VH(1) = V,o(0") =2 Vgy.

Ainsi comme u, est continue,

U %) = u(t7) =2 Vgt = Vsar = Vsar -

SiI’A.O. ne bascule pas S(71) = Ve

et VH(t%) =2 Vg > V(%) =V} ce qui est cohérent : 1’A.O.
reste a saturation haute.

5e¢a.i,=0,donc szﬁ

dr R
+
soit 6l 1 LV+ = ﬁ D’apres la définition de ¢,
dr RC det
S(¢) est constant sur [0, #] .

dv+

- V .
Ainsi —— + —* =0 s’integreen V, =2 Vg e~ IRC
dt  RC

car Vo(0%) =2V, .
b.L’A.O. bascule lorsque V., atteint la valeur V_=V

soit t; = RC 111(&) .
Vo
* S(#17) = — Viy et la tension aux bornes de C est continue,
soit :
Vo= Vsar = Vat1*) = (= Vi)
Vit1h) = Vo -2 Vi

6 © a. C’est la méme équation différentielle ; avec un déca-

lage d’origine des temps et compte tenude Sb :
t=1)

Vi)=(Vo-2Vgoe RC .

b.Noncar V, <0 d’apresa (et Vo—2 Vg <0)et
V_=2 Vs + Vo> 0 donc ’A.O. reste en sortie & — V.




CORR|GES o Amplificateur opérationnel

7.

VO + 2 Vsat

D 1 ¢ La deuxiéme A.O. est attaqué par V(z) de la question
B 3 dont la forme est la méme que celle de U(f) a condition
que R'C' = 7.1l faut donc R'C’ << CR.

D’autre part il faut que la charge du condensateur C soit ter-
minée en O, T, 2T, etc. ; donc on doit avoir T > RC ;
finalement

R'C' < RC « %

2 o [l faut utiliser un voltmétre DC puisque <S> est la
composante continue de S(f) et que la fonction AC
« coupe » les parties continues des signaux.
3 o S(t) vaut — Vg sur [1;, T

+ Ve sur [0, #]

1
donc <§>= ?(Vsat 1+ (= Vaar) (T = 11))

d'od f=i<1 + <S>).

21 Visat
Apres étalonnage ce dispositif peut &tre utilis€é comme
fréquencemetre.
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Fonctions
de transfert

0000000000000 00000 LES OBIJECTIFS

* Notion de filtrage.
* Tracés de diagramme de Bode en gain et en phase.

* Réponse d’un filtre a un signal périodique
non sinusoidal.

« Caractere dérivateur ou intégrateur d’un filtre.

 Notion d’impédance complexe.
» Théorémes généraux en régime sinusoidal forcé.

EXEEEERENRERNRRNNEN LES OUTILS MATHEMATIQUES

- Equations algébriques complexes.
- Utilisation d’échelles logarithmiques pour les tracés.

* Principe de la décomposition d’un signal
périodique en série de Fourier.

® [a fonction de transfert d’un systeme linéaire en régime sinusoidal forcé est la fraction ration-

nelle : ]
N(jo)

H(jw) = 2m -
Hoo= =Dl

ou e et s, sontrespectivement les amplitudes complexes de 1’excitation e(f) et de la répon-
se s(f) du systeme dans les conditions de son utilisation.

® [a connaissance de la fonction de transfert permet de retrouver I’équation différentielle liant

s(¥) a e(r). 1l suffit pour cela d’écrire : D(jw)s = N(jw)e puis d’effectuer la transformation :
X jo— i.

dr

o [e systtme étudié a un régime libre stable si les solutions libres convergent vers 0.

Pratiquement, un systeme d’ordre 1 ou 2 est stable lorsque le polyndme D(j®@) a tous ses coef-

ficients de méme signe.

® Un filtre est un circuit congu pour transmettre, sélectivement et avec des caractéristiques
bien définies, les diverses composantes fréquentielles de son excitation e(?).

® Notons par @ la pulsation propre du filtre et par x = 2L 1a pulsation réduite. Les expres-
@o

sions générales des fonctions de transfert des filtres fondamentaux d’ordres 1 et 2 sont (avec K

réelet Q = ZL > ( facteur de qualité) :
o
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Fonctions de transfert

— passe-bas d’ordre 1 :

H(o =X
1+jx
— passe-haut d’ordre 1 : _
Hix) = K
1+jx
— passe-bas d’ordre 2 :
H () K

T 1+ 20jx+ G2
— passe-haut d’ordre 2 :

. K (jx)?

H(j) = — KU
1+20jx+ (jx)

— passe-bande d’ordre 2 :

K2ojx  _ K

H(jx) = = ;
B0 = et G2 1+jQ(x_l)
X

— coupe-bande d’ordre 2 :
K[+ (7]

H(jx) = .
Hx) 1 +20jx + (jx)?

® ] a bande passante (a — 3 dB) d’un filtre est la bande de fréquences a I’intérieur de laquelle :
H
| H()| 7
oll Hp,y estla valeur maximale de |H(jx)|.
® | e diagramme de Bode d’un filtre est 1’ensemble constitué par sa courbe de réponse en gain

Ggp etde sa courbe de réponse en phase ¢, toutes deux tracées en axes semi-logarithmiques
en fonction de la fréquence.

® Dans un domaine de fréquences ou la fonction de transfert peut se mettre sous la forme appro-

chée : Hjow) = L ou K est une constante réelle, le filtre se comporte comme un intégrateur :
[0
t
ug(t) = ug(0) + Kj e (x) dx.
0
® Dans un domaine de fréquences ot la fonction de transfert peut se mettre sous la forme appro-

chée: H(jw) =Kjw ou K estune constante réelle, le filtre se comporte comme un dérivateur :

du,
u(t) = K —=<.
s(0) %

® Toute fonction périodique non sinusoidale peut étre décomposée sous la forme d’une série de
sinus et de cosinus ; soit s() cette fonction et T sa période :

S = Z [a,, cos(n 2775 z‘) + by, sin(n 2775 t)} ou a, et b, sontdes coefficients — dits de Fourier
n=0

— du développement. Ils seront donnés dans les exercices.
® [a réponse d’un filtre linéaire a son attaque par s(¢) est donnée par la somme des réponses a

I’attaque du filtre par les s,(f) = a, cos(n %) + b, sin(n %), prises séparément.

Lutilisation du diagramme de Bode permet I’étude de chaque composante individuellement.
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Fonctions de transfert 6 ESSENTIEL

Dans de trés nombreux cas, I’étude des premieres composantes (n < 10), suffit a donner une
bonne forme approchée du signal de sortie.

11 peut étre utile de consulter les fonctions de transfert élémentaires stables, placées en Annexe,
en fin de partie.

Conseils et pieges a éviter

* Les fonctions de transfert se trouvent souvent simplement en écrivant la loi des nceuds en termes
de potentiels.

* Le diagramme de Bode n’existe que si les solutions de I’équation différentielle associée a la fonc-
tion de transfert sont stables (sinon I’étude expérimentale est impossible) : il faut pour cela que
(par exemple) la fonction de transfert d’un mystere d’ordre 2 soit telle que :

() = J(x)
e A+ jBx-Cx?

avec | A Bet Cde méme signe | , car I’équation différentielle associée est :

d3s ds 2 2 de
— +Bw, — +Awys=wyfle, —, ...
dr? 0 g 0 of dr )

dont les solutions sont stables si C, Bwg et Aw(z) sont de méme signe.

C
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o Action d'un filtre passe-haut

On étudie ’action du filtre représenté ci-dessous sur diffé-
rents signaux, en régime forcé.
R=2kQ et C=1uF

| —

i

1 ¢ Déterminer la fonction de transfert H(jw) de ce filtre.
Tracer le diagramme de Bode.

Ue R

2 ey, est une tension constante. Déterminer uy(f) en
régime établi.

3 o uy(t) = Up[1 + cos (2mft)]. Uy est une constante homo-
géne a une tension et f =20 kHz.

Déterminer ug(?).

Commenter le résultat.

4 o uy(f) = Uy cos® 2mft) avec 2mf=250s71.
Sachant que :

cosd x = % [cos (Bx) + 3 cos (x)],

écrire I’expression de uy(f) en régime établi.

Quelle est la sortie si du bruit se superpose au signal
d’entrée ?

5 ¢ u(f) est une fonction créneau de fréquence f telle que
2mf=250 s,
On ne cherchera que I’allure de la tension de sortie .

Pour tracer rapidement 1’allure du diagramme de gain
d’un filtre d’ordre 1, il suffit de tracer les deux asymp-
totes et de repérer la valeur du gain pour ®= ®y.
Un signal constant peut &tre considéré comme la
limite d’un signal périodique dont la fréquence serait
nulle.

Pour les questions 3) et 4), penser a la superposition
des réponses.

Pour la question 5), penser au régime transitoire.

Conseils

6 Réponse d’un filtre (R, C)
a un signal sinusoidal
avec un oscilloscope

On réalise le montage ﬁ
ci-contre : Il

1 ¢ Déterminer direc-
tement 1’équation dif- () T”e(t) R| | |w(t)

férentielle reliant g

N

a ve.

2 ¢ Déterminer la fonction de transfert :

H(jw) = (o) )
2e(j)

3 o La mesure de vy c’
se fait a ’aide d’un I
oscilloscope dont I’en-
trée est représentée u(t) R’ V(1)
par le circuit (C', R")
suivant.

Ceci correspond a la
position « AC » de I’entrée de 1I’oscilloscope.

a. Déterminer la fonction de transfert :

/oy = 202
2e(jo)
b. Tracer sur un méme graphique les diagrammes de Bode
(gain) correspondant & H et H' pour R' =1 MQ,
C'=0,1 uF,R =47kQ, C =0,1 uF, puis R =470 kQ,
C=10nF

Conclure.
2 . " i TR .
‘s Lintensité dans la maille est reliée a la tension aux
wv
= . dv
S bornes du condensateur par i = C T
t

La relation entre v, et w»g s’obtient en éliminant
ensuite v et i.

2) et 3) Le plus simple est d’utiliser la formule du pont
diviseur de tension et les associations de dipoles.

€ Action d'un filtre passe-bas

On étudie D'action du filtre représenté sur différents
signaux, en régime forcé.
R=2kQ et C=1uF
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U, C=

Us

1 » Déterminer la fonction de transfert H(jw) de ce filtre.
Tracer le diagramme de Bode.

2 ey, est une tension constante. Déterminer uy(f) en
régime établi.

3o u(t) = Ug[l + cos (2rnft)]. Uy est une constante
homogene a une tension et f'=20 kHz. Déterminer u(7).
Commenter le résultat.

4 ¢y, est une tension en créneaux de fréquence 10 kHz.
* Ecrire la forme approchée de H(jw) pour des fréquen-
ces supérieures a 10 kHz. En déduire I’opération mathé-
matique réalisée par le filtre.

* Tracer le graphe de uy(f) et calculer sa valeur maximale.

Ue
Uy

- U,

5 o Examiner le cas d’un créneau de fréquence treés inférieure
a la fréquence de coupure du filtre f; donner I’allure de .
Que se passe-t-il si le signal est bruité ?

Quelle valeur attribuer a H pour un signal constant ?
3) Penser a la superposition des réponses.

4) 11 faut se souvenir que la tension u, peut s’expri-
mer sous la forme d’une somme de signaux de fré-
quences multiples de f. La condition f>> f; est
donc vérifiée pour toutes les composantes. Quelle est
la valeur de la dérivée de uy(¢) ?

5) Penser au régime transitoire.

Conseils

0 Réponse d’un circuit (R, L)
a un signal sinusoidal

On réalise le montage suivant ot R = 100 Q et la résis-
tance mesurée en continu de la bobine est 7 =10 Q.
On mesure pour différentes fréquences les tensions effica-
ces V. et Vj ainsi que le déphasage ¢ entre vg et v,.
vevoie Yy

Lr / R

GBE / o :'T

Vccs

vyvoie Yo
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Fonctions de transfert

fréquence (Hz) 10 20 50 100 200

Ve (V) 7.9 7.9 8,0 8,3 8,9
Vs (V) 7.2 7,1 7,0 6,4 5.2
o) -3 -7 -15 | =30 | -47

fréquence (Hz) | 500 | 1000 | 2000 | 5000 | 10000

Ve (V) 9,6 9.8 9,9 10,0 10,0
Vs (V) 2,7 1,4 0,64 | 0,17 | 0,05
0 (°) -63 | =63 | =55 | =30 | -17

1 ¢ Pour quelle raison V, augmente-t-il quand la fréquen-
ce augmente alors que le réglage d’amplitude du généra-
teur reste inchangé ?

2 o Tracer les diagrammes de Bode (gain et phase) cor-
respondant aux mesures et a la courbe théorique donnant
la méme bande passante a — 3 dB. On donne L = 0,1 H,
valeur que I’on confirmera grice a la détermination de la
fréquence de coupure du filtre.

Les courbes expérimentales et théoriques sont trés diffé-
rentes I'une de 'autre a partir de 2 kHz. Proposer une
explication sachant que la bobine contient un noyau ferro-
magnétique.

Le générateur basse fréquence est-il un générateur de
tension idéal ?

L’étude théorique se fait simplement en utilisant la
formule du pont diviseur de tension. Il ne faut pas
oublier que la bande passante a — 3 dB prend comme
référence la valeur maximale du gain.

Conseils

6 Détermination des grandeurs
caractéristiques d’un filtre
D’aprés CCP PSI.

On s’intéresse a un filtre dont la fonction de transfert est :

w,

On se propose de déterminer les caractéristiques Fg, O et
¢ du filtre a partir des oscillogrammes obtenus en régi-
me périodique pour une tension d’entrée v, rectangu-
laire pour deux valeurs de fréquences.

On rappelle la décomposition en série de Fourier de ve(t)
dans le cas ol v¢(f) est périodique de période T avec :

— pour O$t<§:ye(t)=V0;




Fonctions de transfert

— pour <t<T:v()=0

T
2

ve(t) = Vo( % > 5

- sin(2k + 1) wlt))

27
avec @] = =—
T

Premiere expérience (oscillogramme 1)

—voies 1 et 2 en position DC ;

— base de temps : 50 Us par carreau ;

— sensibilités :
—voie 1 (en gras) : 0,5 V par carreau ;
—voie 2 : 2'V par carreau.

Dans cette expérience :

—la tension »g obtenue est quasi-sinusoidale ;

1 * Que peut-on dire de la composante continue de ve(?)
etde vg(f) dans chaque expérience. Donner leurs valeurs
et commenter.

2 * Premiere expérience : Interpréter physiquement le
commentaire de 1’expérience et I’oscillogramme de la ten-
sion de sortie puis déterminer les valeurs de fj, @ et celle
de Fo.

3 e Deuxieme expérience

a. Déterminer la fréquence de la tension d’entrée ; comment
se comporte le filtre pour les différents harmoniques de ce

signal ? Justifier alors I’allure de I’oscillogramme de la ten-
sion de sortie.

b. Déterminer la valeur de Q.

1) L oscilloscope est en mode DC, qu’est-ce que cela
signifie ? Relier valeur moyenne et composante
continue d’un signal.

2) Quels résultats ameénent a penser que la fréquence
centrale du filtre est celle de v (¢) ? Quelle est alors
la seule composante de . () transmise par le filtre
s’il est assez sélectif ? Utiliser alors la fonction de
transfert et le développement donné dans 1’énoncé.
3) Quel est le comportement d’un passe-bande dans
son asymptote HF ? Quel est alors le devenir de tou-
tes les composantes variables de v.(f) compte tenu
des valeurs de fy et de f(ve) ? Vérifier avec I’os-
cillogramme.

Conseils

— si on augmente la fréquence de w, par rapport a la
valeur correspondant a cet oscillogramme, on constate que
I’amplitude de »¢ diminue ;

— si, par rapport a cette méme fréquence, on diminue 1ége-
rement la fréquence de v, on constate que I’amplitude de

G Déphaseur pur d'ordre 1

vs diminue également.

Deuxieme expérience (oscillogramme 2)

—voies | et 2 en position DC ;
— base de temps : 5 s par carreau ;
— sensiblités :
—voie | (en gras) : 2V par carreau ;
—voie 2 : 0,2 V par carreau.
Quel est le type de filtre étudié ?

On s’intéresse au circuit ci-dessous pour lequel 1’AO est
idéal et fonctionne en régime linéaire :
Rl

RI

1 » Déterminer la fonction de transfert de ce filtre et tracer
le diagramme de Bode correspondant en amplitude et en

phase sous la forme Ggg log (x) et ¢(log(x)), ou
f

x=-— et foy=—
o 0T omre

2 e Le filtre est attaqué par un signal triangulaire de fré-
quence f, d’amplitude créte a créte de 1 V et de valeur
moyenne égale a 0,1 V, dont le graphe et la décomposition
en série de Fourier sont donnés ci-dessous :
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7,

0,6 +
041
0,2+
0

t
‘0’2'/ V \
—04-

-0,67

4 < cos[(2p + 1)2mfi]
ve()=0,1 - = Z p—)zf
T =0 2p+1)
On cherche a déterminer la réponse de ce filtre pour trois

fréquences du signal d’entrée :

f=tfoif=2p=20p,

20
On cherche pour cela la réponse du fondamental et des
premiers harmoniques afin de déterminer une reconstitu-
tion approchée du signal de sortie.
a. Indiquer le principe de cette reconstitution.

b. Donner dans un tableau les coefficients en amplitude et
les phases du fondamental et des 5 premiers harmoniques

f

non nuls des signaux de sortie en fonction de < pour
0
chacun des trois cas.

Construire un diagramme a trois dimensions (rang de
I’harmonique en x, phase en y et amplitude en z) regrou-
pant les résultats ci-dessus. Quel est 'intérét d’un tel
tracé ?

c. Déduire de ces résultats I’expression et le tracé des trois
fonctions wv¢(¢) pour les trois fréquences, sachant que

Jo=2kHz. Pouvait-on prévoir les résultats pour f= 2—(())

et =207,

1) I suffit de tracer ¢(log(x)) puisque le gain en dB
est égal a 0 pour toute fréquence. Bien préciser le
domaine de variations de la phase.

2) La méthode consiste a prendre chaque composan-
te du signal d’entrée et de la « passer » par le filtre,
donc ici de déterminer son déphasage, puis de les
sommer pour composer le signal de sortie. Prendre
une machine graphique pour tracer les différents
signaux de sortie.

Conseils
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ﬂ Etude d’un filtre passe-bande

D’aprés ENSI P.

+ D ) R C
i S
o c— R D us(t)
Rs
R,

177777

1 ¢ Calculer la fonction de transfert H(jw) = 42 4y mon-
ujy

tage et la mettre sous la forme :
JKx

HGy) = — K
HO = it o

avec x=-2 et a)O=L.

[ RC
2 e Tracer le diagramme de Bode du filtre en fonction de
log x.

Pour un amplificateur opérationnel idéal, les courants
d’entrée i, et i_ sont nuls.

De plus, en régime linéaire : €= v, — v_=0.

On écrira, lorsque cela sera possible, la loi des nceuds
en termes de potentiels ; ne pas oublier que 1’A.O.
débite un courant dépendant de I’extérieur, et que des
courants vont a la masse.

Conseils

e Filtre réjecteur de fréquence

On considere le filtre page suivante, ou Ry = 2R, et ol
I’amplificateur opérationnel est considéré comme parfait ;
il fonctionne, de plus, en régime linéaire.

Calculer la fonction de transfert :

H(jw) = 5 qu montage.
Ve

Donner allure de H(w) = |H(jw)| en fonction de @ en
échelles logarithmiques.




Fonctions de transfert

R,
1L

R,

i—} - Doo

R C
T

=

Ve [

C =— R

Pour un amplificateur opérationnel idéal, les courants
d’entrée i, et i sont nuls. De plus, en régime
linéaire, €= v, — v_=0.

On écrira, lorsque cela est possible, la loi des nceuds,
c’est-a-dire ni sur la sortie de I’A.O. ni sur la masse.
On posera x = RCw, grandeur sans dimension.

Conseils

9 Filtre de Butterworth

On considere le montage ci-dessous dans lequel 1’amplifi-
cateur opérationnel utilisé est supposé parfait.

R G
— |
R D
1+ D o
O LrE
C ==
R,

Us

177777
1 ¢ Calculer la fonction de transfert H(jw) = B qu montage.
Ue

2 » Comment choisir C, pour que H(jw) ait un module

4
(o]

Quelle est alors la valeur de @ en fonctionde R et Cy?
Quelle est la pulsation de coupure @, du montage ?

1
4 _—
égal 2 |H(jw)| =(1 +£> 29

Relire les indications données pour I’exercice 8.

Conseils

Poser x=RCw et kzg.
1

@ Dérivateur a amplificateur
opérationnel réel

R
C

— =

Ve
Vs

rmm

Doc. 1

1 e Calculer la fonction de transfert du document 1 si
I’amplificateur opérationnel est réel de gain en boucle
ouverte ( et de fréquence de coupure a gain nul f;.
Dans ce cas, la relation entre les tensions d’entrée et de
sortie s’écrit :

(1+ja),uo

" )l/s = Uo(zy —22)

pour un signal sinusoidal de pulsation @.

On fera les approximations liées aux valeurs numériques
R=10kQ, C=100nF, po=10° et fy=1 MHz.
Déterminer les grandeurs caractéristiques de la fonction de
transfert du montage.

Cette étude permet-elle d’interpréter la réponse ci-dessous
(doc.2)?

1..VS
05} '|\|u"‘“mmmnlllllllmn ”“mmm 1
temps (ms)
O ——+ ——+ e bt
5 0 15 20
05 me"ﬂ“llllﬂlu ||‘\I‘m"'m““|||\|||||||||m mmm

1+

Doc. 2. Réponse du montage dérivateur
a un signal triangulaire de fréquence 100 Hz.

2 ¢ On réalise le montage 2 (doc. 3).
Quelle valeur donner & R’ pour que le coefficient de qua-

lit¢ du montage soit de % (valeur correspondant au régime

critique).
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Ve
Vs

77777

Doc. 3

Quelle est I"allure de la réponse a un signal triangulaire de
fréquence 100 Hz ?

Ecrire la loi des nceuds au niveau de I’entrée inver-
seuse et utiliser la relation entre la tension différen-
tielle d’entrée et la tension de sortie. Effectuer ensui-
te les simplifications en comparant les valeurs numé-
riques des termes de méme degré en jo.

Le montage est un passe-bande. Ses grandeurs carac-
téristiques doivent étre connues. Ne pas hésiter a les
revoir le cas échéant.

Pour le deuxieme montage, il n’y a pas de calcul a
faire : par quoi suffit-il de remplacer les termes en
jCw dans la fonction de transfert du premier mon-
tage ?

Conseils

m Oscillateur quasi sinusoidal
de Colpitts

Le montage étudié ci-dessous comprend un amplificateur
opérationnel idéal monté en amplificateur non inverseur et
un filtre de Colpitts constitué d’une inductance L, de
deux capacités C; et C, et d’une résistance R. On pose

1 ¢ Examiner le comportement asymptotique du filtre.

Etablir sa fonction de transfert H(jow) = —2.

Uem
En déduire son ordre, son type et ses principales caracté-
ristiques. Tracer le diagramme de Bode du filtre (courbe
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de réponse en gain et courbe de réponse en phase) dans
I’hypotheése d’un facteur de qualité Q > 1.

2 e [dentifier le montage réalisé avec 1’amplificateur opé-
rationnel. En déduire la relation entre uy et us.

3 ¢ De la fonction de transfert du filtre et de la relation
précédente, déduire I’équation différentielle vérifiée par
ug(0).

A quelle condition le régime libre est-il stable ?

4 ey n’est jamais rigoureusement nulle en raison de
I’agitation thermique des électrons, des ondes électro-
magnétiques captées par le circuit et les dérives de I’A.O.

Posons R, = Ré—cz (1+x) avec |x| << 1.

1
A partir d’une valeur trés faible de ug a ¢t =0, décrire
I’évolution de u(f) si:
2a.x<0;
b.x > 0. Dans ce cas, quel est le phénomene (non pris en
compte dans le modele de I’amplificateur idéal) qui limite
I’amplitude des oscillations ?

Noter par Z I'impédance formée par L en parallele
sur C, capacité du condensateur équivalenta C; en
série avec (. La résistance R et I'impédance Z
forment un diviseur de tension et les deux capacités
C; et Cp en forment un second.

Appliquer deux fois la formule du diviseur de tension

Conseils

pour obtenir H(jw) = Usm

Uem

@ Modulation d’amplitude
et démodulation

En radio AM, le signal audio u,(f) module un signal de
plus haute fréquence appelé « porteuse ».

La porteuse est un signal sinusoidal up(7) de fréquence f, :
up =Up cos(myt) avec @, =2nf,.

Un systeme combine ces deux signaux et fournit le signal
modulé : u(t) = U[1 + ot uy(1)] cos (2T f,, 1).

1 o Tracer I’allure du graphe de u(r) si u,(f) estun signal

en créneaux de fréquence f, = %0 Jp avec ity max < 1.

2+ On suppose ici que le signal audio est sinusoidal,
d’amplitude U, telle que aU, < 1 et de fréquence
fa </Jp- Exprimer le signal modulé sous la forme d’une
somme de trois fonctions sinusoidales.

3 o Le récepteur capte deux émetteurs (1) et (2) de méme
amplitude et de fréquences de porteuses f,1 =200 kHz et




Fonctions de transfert

Jp2 =400 kHz. Le signal audio est dans les deux cas un
signal sinusoidal de fréquence 10 kHz.

On utilise pour sélectionner 1’émetteur (1) un filtre passe-
bande du second ordre, de fréquence de résonance f,; et
de largeur de bande passante a — 3 dB égale a 20 kHz.
Déterminer le gain du filtre pour la fréquence :

Jp2 =400 kHz. Conclure.

Que se passerait-il avec fi =220 kHz ?

4 ¢ Le signal modulé u(f) émis par (1) est ensuite traité
pour en extraire le signal audio. Une méthode consiste a le
multiplier par un signal sinusoidal u4(f) de méme fré-
quence que la porteuse :

ug=Uq cos 2 fiy t + @) 5 soit 1 ug =k uy(t) ug(?).
Exprimer le signal ug = k u1(f) uq(t) issu du multiplieur.
Avec quel(s) filtre(s) peut-on enfin isoler le signal audio
de facon a le rendre audible ?

signal
audio
multiplicateur|—
additionneur
porteuse antenne
émétrice

émettrice

filtre @
antenne Itipli i signal
: L multiplicateur filtres audio
réceptrice

La largeur de la bande passante est directement liée
au facteur de qualité¢ Q.

4) On exprimera uq(t) sous la forme d’une somme de
six fonctions sinusoidales.

Pour extraire une composante d’un signal complexe,
on peut utiliser des filtres qui coupent les fréquences
des signaux indésirables.

Conseils

) Etude d'un filtre grace
a un logiciel de calcul formel

On étudie a I’aide du logiciel de calcul MAPLE le circuit
ci-dessous dans lequel I’A.O. est supposé idéal et fonc-
tionne en régime linéaire.

Tous les calculs et tracés seront réalisés grice au logiciel.
Tout autre logiciel que MAPLE ou toute calculatrice pro-
grammable suffisamment puissante permet de résoudre cet
exercice. L’objectif est ici de se focaliser sur I’interpréta-
tion des résultats expérimentaux que simule le logiciel.
Tout filtre peut aussi étre traité avec cette méthode.

HnC
]
—H{ ] +
R R .
e Vi Cc—" R s
R
mm
On pose = —— ; n est un réel positif.
pose @ RC\n P

1 ¢ Fonction de transfert. Diagramme de BODE.
Résonance

1.1 — Expression de la fonction de transfert
Justifier les trois équations ci-dessous :

e+ v+ jnRCws

2+jRCo
Dans la feuille de travail MAPLE :
* Déclarer les trois équations (attention : dans le langage
MAPLE le complexe j s’écrit I) et résoudre le systéme
en utilisant la commande solve ; on exprimera v, vp et e
en fonction de s. Pour accéder a la solution, il faut ensuite
utiliser la commande assign :
> sol := solve({Eq} ; {vars}) ;
> assign(sol) ;
 Exprimer et simplifier la fonction de transfert du mon-

tage, H, en fonction de n, R, C, w, puis de x = o :

y

utiliser la commande subs pour substituer x®wg a .
* Montrer qu’elle peut se mettre sous la forme canonique

H,
H= S U et identifier Hy et Q ; quel est le

o 1+Lx—x2

* YA =

type de filtre étudié ? A quelle condition sur Q présente-
ra-t-il une résonance ? Pour vérifier la forme canonique de
la fonction de transfert, utiliser la commande match.

1.2 = Tracé du diagramme de Bode

On se limite dans cette question au cas ou n est compris
entre 0 et 1.

Dans la feuille de travail MAPLE :

* Définir GdB .

e Tracer, sur un méme graphe, le diagramme de BODE
Ggg = f(logjo(x)) pour différentes valeurs de n infé-
rieures a 1 : on pourra pour cela utiliser la commande seq.
Commenter ces courbes.
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1.3 — Résonance

Effectuer un restart. Dans la feuille de travail MAPLE :

¢ Redéfinir la fonction de transfert sous la forme H(x, n).
* Montrer en étudiant |H| en fonction de x 1’existence
d’une valeur limite n; de n telle que pour n; <n <1,
la tension s admet une résonance.

e Déterminer la valeur de x & la résonance en fonction de
n (quand elle existe). Attention, lors de 'utilisation de
variables quelconques, MAPLE considere qu’elles sont
complexes ; pour les rendre réelles, il faut utiliser la com-
mande assume (pour rendre x réel : assume(x, real).

e Tracer alors le gain et les asymptotes associées a la
valeur n = nj.

2 » Réponse a un échelon de tension

n est maintenant un réel positif quelconque.

Déduire de la fonction de transfert I’équation différentiel-
le qui relie s(f) a e(f) en régime quelconque. Choisir
e(t)=1V pour t>0, R=1000Q et C=1uF

Dans la feuille MAPLE :
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* Déclarer et résoudre 1’équation différentielle obtenue en
supposant que les deux condensateurs sont déchargés a
I’instant initial. Pour accéder a la solution, utiliser la fonc-
tion assign selon I’exemple suivant :

> sol := dsolve({ EqDiff, conditions_initiales}, {s(£)}) ;
> assign(sol) ;

e Tracer s(f) pour différentes valeurs de n. Caractériser le
comportement de s(f) pour n < ny, pour 1>n > ny,
pour n=1 et pour n > 1. Commenter les différentes
courbes.

1) Pour les trois premieres équations, utiliser les divi-
seurs de tensions et la loi des nceuds en termes de
potentiels.

2) Pour passer a I’équation différentielle, ne pas
oublier de repasser en variable de pulsation, ® ;
attention, ici @ est fonction de 7.

Pour les conseils d’utilisation de Maple, voir
I’énoncé au fur et a mesure.

Conseils




o Action d’un filtre passe-haut

1 » La relation entre ugy, et ugy s obtient par la division de
tension :

R 0
Us, = Ue, ———— d’ou :
jCw
O
H: 1 = Jah
T+ 149

1 -1
wy=——=500s".
o avec @ e S

Recherchons les comportements asymptotiques.
*Pour w— ©:H=1 donc: Gggy=0 et ¢=0.
D o

* Pour a)—>0:Ii=jQ donc : Ggpy=201log— (pzl.
o (o5 2

* Pour o=y : |I;I|=L soit Gigpy=—3dB et go:%.

2
On en déduit I’allure des courbes de gain et de phase (doc. 1).
Le filtre est bien un passe-haut :

e a trés haute fréquence (@ — ), le condensateur se com-
porte comme un court-circuit, d’oll ug — u ;

e a tres basse fréquence, le condensateur se comporte comme
un interrupteur ouvert, d’ott ug — 0.

log(a)
A

"
e

4

log(w)
o -
Doc. 1

2 » Une tension constante peut étre vue comme le cas limite
d’une tension périodique de fréquence nulle. Dans ce cas
H=0: lesignal d’entrée est éliminé en sortie.

En continu, la capacité se comporte comme une impédance
infinie.

Il n’y a aucun courant dans la résistance, donc la d.d.p. a ses
bornes est nulle.

Remarque : La fonction de transfert représente le rapport
entre ue et us —enrégime forcé. Il est clair que pendant le
régime transitoire, ug est non nulle.

3eu(t)= uel(t) + uez(t), avec :
uy(t) = Uy et uy(t) = Uy cos wt, avec —2- =807.
20
L’équation différentielle qui relie ug a u, étant linéaire, la
réponse en régime forcé a u(f) est égale a la somme des
réponses a Ue 1(t) et uez(t).
* e = Ug) = 0
* Pour Ue, :

H=——L - 100 et ¢=arctan—— =023 degré
80m

; 1
\/1 T 8ony?

donc : u52(t) =1,00 Uy cos (vt + ¢) = Uy cos wt.

Conclusion : Le filtre laisse pratiquement intacte la compo-
sante alternative du signal d’entrée, de fréquence tres supé-
rieure a f; et coupe totalement la composante continue.

Remarque : Un filtre passe-haut coupe la composante conti-
nue du signal d’ entrée.

4 ¢ Comme cos3 x = % (cos 3x + 3 cos x), le signal donné

(2

comporte deux pulsations @ = 2mnf = - et 3= ﬂ.

On superpose les réponses forcées aux deux composantes
sinusoidales du signal d’entrée :

0]
¢ Pour w=70:

1
|H| = ————= =045 et ¢ = arctan (2) = 1,1 rad.
V1422
RION

e Pour wm=——-+:
2

|H| = = 0,83 et ¢, = arctan (%) =0,59 rad.

Ue, = 3 cos (wTOt) = Us, = 0,34 Uy cos (wTot + (p1> 3

ey = % cos (3&2)0t) = Us, = 0,21 Uy cos (% v (p2>'
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Donc : 124 sortie et entrée

ug(t) = Uy (0,34 cos <wTOI + (pl) + 0,21 cos (3(‘2)0[ + goz)).

ug g 0.6 sortie
] 03
09
é 0f
0,6F
; 03¢
0,3F
~0,6
0F .
3 -09
—03 ' -10,2
3 0
—06F
: Doc. 4
~09E
w 5 ¢ Soit Me(l) une fonction créneau symétrique d’amplitude
0 0,3 0,6 0,9 1,2 L5 1.8 fol

égale a 1, et de pulsation @ = ﬂ, de fréquence f = 0.
Doc. 2. u,(t). 2 2n

{0sft<0,5=>ue=Uo

sortie et entrée 05<ft<1=u.=-"Up

Les divers harmoniques du signal qui composent le créneau
sont soit atténués, soit conservés : il est impossible de prévoir
simplement la sortie.
La tension de sortie peut, en revanche, s’obtenir en étudiant
le régime transitoire de 1’équation différentielle associée a la
fonction de transfert :

L % + U. = 1 due

~03F entrée - :
_ SOTTic wy dt @y dt

0,6 La tension aux bornes de la capacité C étant continue, toute
: discontinuité de u. est intégralement transmise a .

—09E ‘

A ces discontinuités se superposent des évolutions en e 7,

0TS0 00 TS 18

avec T= L, ce que 1’on observe sur le document 5.
Q0]

Doc. 3. uy(t) en régime forcé

sortie et entrée
La composante de fréquence inférieure a f; a donc été plus
atténuée que la composante de fréquence supérieure.
Sur les graphes (doc. 2 et 3), on constate une atténuation de
I’amplitude globale du signal, ainsi qu’une déformation de sortic
celui-ci. Il ne faudrait pas en conclure que le filtre a un effet 0,5¢
non linéaire, ce qui est en contradiction avec notre étude. En
fait, le signal d’entrée n’est pas sinusoidal, et les amplitudes 0§
de ses deux harmoniques sont traitées de facons différentes _0’5:'
par le filtre passe-haut. “1,0E
Si le signal d’entrée est bruité, le signal de sortie sera aussi i
bruité. En effet le bruit étant constitué de hautes fréquences LS 3
sera intégralement transmis avec un gain égal a 1, ce qui se _2,()?_
vérifie sur le document 4. _(MWWWW?“ME

Doc. 5
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CORR|GES 6 Fonctions de transfert

Q Réponse d’un filtre (R, C)
a un signal sinusoidal
avec un oscilloscope

1 * La relation entre la charge et I’intensité dans un conden-
. d .

sateur est i =L ou encore i=C 2.

dt dt

Attention a bien respecter le sens des fleches.

Ici, v=v.—vg et vg=Ri donc vs=Rcw.
t

D’ou la relation :
dovs | v _ dve
dt RC dr

2 * Aucune intensité ne sort du pont diviseur (C, R). On
peut donc appliquer la formule du pont diviseur, soit :
Vs _ R _ jRCw
Ve R4l 1+jRCa
jCw

On aurait pu aussi utiliser I’équation différentielle obtenue au 1).

En notation complexe di < jo, dou:
t

dvg  vg  doe . .
—+—=—"6& (1 +jRCw)ys = jRCwY,.
a Tre g O U HIRCOR SRCO

3 ¢ On a maintenant le montage suivant :

I J
C C

R ]Vs(t) R’ ]V’s(t)

o] (D)

Attention : » n’est plus donné par le résultat de la 2). Le pont
(C, R) esten effet « chargé » par (C’, R"). On peut, en revan-
che, appliquer la formule du pont diviseur entre z et vg soit :

¥ _ JRCw

ve 1+jRCw
a) Pour passer de v, a wvg en utilisant la formule du pont
diviseur, il faut tenir compte de I’'impédance totale R/C'R’ :

L_L+ 1 _1+jCoR+R)
Z R R, R(1+jR'C'w)
jC'w
Dot Vs Zel
Ve Zet——
jCw

v JRCaX1 +jR'C' w)

Ve JRC1+jR'C'w)+1+jC'aXR+R’)

- jRCaX1 + jR'C' )
L+joR(C+C")+R'C")—RR'CC' &#

’ !

et: & = & &
Ve Vg Ve
_ ( JR'C'w )( jRCaX1 + jR'C' w) )
1+jR'C'o)\1+jaR(C +C")+R'C")—RR'CC'
—RR'CC'

1+jaR(C +C")+R'C") - RR'CC' &*

b)
Of Gain dBX 10

T

-0, N R=47kQ
o C =100 nF
-0,
-0 470 kO

: — 100k

1,5 2,0 2,5 3,0 3,5 4,0 Fréq. Log

Diagramme de Bode : Gain en dB.

On remarque que si la résistance R est petite devant R' (cas
ol R=47kQ), les diagrammes de Bode de H etde H' sont
proches alors que ce n’est pas vrai dans le cas contraire.
Conclusion : 1 faut toujours vérifier que 1’'impédance de 1’os-
cilloscope est grande devant I’'impédance de sortie du mon-
tage étudié.

9 Action d'un filtre passe-bas

1 ¢ La relation entre uey, et ugy, s obtient par division de
tension :

1

jCo

Hsm=ﬂem71

R+—

JjCw
Gl He Ve Gp=—— = 500is
ST 1+j%’ 0= RC :

. . 0]
soit une fréquence fj = 2—0 = 80 Hz.
7

* Pour o >> a)o:li:ﬂ
jo
donc : G(dB):—ZOIOgﬂ et (p:—ﬁ.
jo 2
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*Pour 0 << wp:H=1 donc: Gggy=0 et ¢=0.

«Pour ®= |1;1|=% soit Ggpy=-3dB et (p=—%
A%

On en déduit I’allure des courbes (doc. I) de gain et de phase.

Le filtre est bien un passe-bas :

* 2 trés haute fréquence (w — %), le condensateur se com-
porte comme un court-circuit, d’ott ug — 0 ;

* a tres basse fréquence, le condensateur se comporte comme
un interrupteur ouvert, d’oll ug = ue.

Gap) 4 o log()
e ——
—20 dB/décade
®
o log(®)
m
4
Tr ,,,,,,,
2
Doc. 1

2 * Une tension constante peut étre vue comme le cas limite
d’une tension périodique de fréquence nulle. Dans ce cas
H =1: le signal d’entrée est transmis sans déformation :
Ug = Ue.

Remarque : La fonction de transfert représente le rapport
entre u. et ug en régime forcé. Il est clair que pendant le
régime transitoire, ug est différent de ue.

3 e u(t) = uel(t) + uen(t), avec :

u1(t) = Uy et up(t) = Ug cos wt, avec @ = 80 may.
L’équation différentielle qui relie ug a u, étant linéaire, la
réponse en régime forcé a u(f) est égale a la somme des
réponses établies a uel(t) et uez(t).

S Ue = Us = Up.

 Pour ey : |H| = ! =0,0040
V1 + 802

et: ¢ = — arctan (80m) = — 89,8 degrés ;

donc :

1452([) = Up[1 + 0,0040 cos (@t + @) = Up[1 — 0,0040 sin wr]
Retenons qu’un filtre passe-bas transmet sans déformation la

composante continue du signal d’entrée.

Conclusion : Le filtre laisse pratiquement intacte la compo-
sante continue du signal d’entrée et coupe presque totalement
la composante alternative, de fréquence tres supérieure a fj.

4 » La fréquence de la tension d’entrée est trés supérieure a
fo- Tous les termes de la décomposition de uy(f) en série de
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Fourier ont une fréquence largement supérieure a f;. Ainsi,
pour toutes les composantes sinusoidales du signal d’entrée :

H(jo)~22,
jw

La division par j@ étant équivalente a une intégration u(f)
est une fonction continue du temps, constituée d’une succes-
sion de fonctions affines de pentes + wg U.

Comme la valeur moyenne de u(#) est nulle, on a aussi :

Ug max = — Us min-
On en déduit :
wo Up = Ug max; Us min _ 4usTmax
2
soit P = % woT Up = 1,25.10°2 U,

5 e Comme dans I’exercice 1, on retrouve la réponse tran-
sitoire d’un circuit (R, C), le signal étant continu (doc. 3).
Plus la fréquence du signal d’entrée sera faible devant fj,
plus le signal de sortie sera proche de i, : en effet le fonda-
mental et les premiers harmoniques qui constituent 1’essentiel
du signal ne sont pas affectés par le filtre passe-bas.

Le bruit constitué de hautes fréquences, sera filtré en sortie,
ce que 1’on voit sur le document 4 : on a filtré les parasites.

Ue, Ug

L N

Doc. 2

Remarque : Sur ce graphe, I'amplitude de ug est surévaluée
pour des raisons de lisibilité.

12 sortie et entrée entrée

0,9
0,6
sortie

0,3

0

-03

-0,6

-09

[

0 0,3 0,6 0,9 1,2 1,5 1,8 Jot
Doc. 3




@ Fonctions de transfert

entrée

121 sortie et entrée

sortie

|
=}
%)
LA RUALELLL LR Lt

Frooccin b b b b b i i i,
0 0,3 0,6 0.9 1,2 1.5 1.8 fot
Doc. 4

0 Réponse d’un circuit (R, L)
a un signal sinusoidal

1 © Le générateur basse fréquence a une résistance de sortie
non nulle (en général de I’ordre 50 €2). Le réglage d’ampli-
tude permet de fixer I’amplitude de sa f.e.m. e(#) et non celle
de sa tension de sortie ve(f) = e(f) — Rgi(?).

L’impédance du circuit (R, L) augmente avec la fréquence.
Donc I'intensité dans le circuit est plus faible quand la fré-
quence augmente et la chute de tension due a la résistance de
sortie du G.B.F. diminue.

2 ¢ La formule du pont diviseur de tension peut étre appli-
quée pour calculer la relation entre v, et vg car le courant
allant vers I’oscilloscope est négligeable.

v _ R

D’ou: =—.
Ve R+1r+jLo

Ceci correspond a un filtre passe-bas du premier ordre.

Son gain est donné par :

R
Gap =20 1°g( m!)

2
=—1010g<1+<RLw ) >—2010g<1+£),
+r

et le déphasage entre vg et v, par:

@ = — arctan < L) )
R+r
L’étude expérimentale donne le fableau suivant :

fréquence (Hz) 10 20 50 100 200

o(°) -3 -7 -15 | =30 | —-47

Gap 08 | —09 | —12 | =22 | -47

fréquence (Hz) | 500 | 1000 | 2000 | 5000 | 10000

¢ (°) -63 -63 -55 -30 | -17

G 11| -17 | —24 | -36 | -46

La valeur théorique du gain a fréquence nulle :
—2010g<1 +£):—O,8dB

correspond effectivement a la valeur expérimentale.

D’apres la courbe expérimentale de gain, la fréquence de cou-
pure haute est de 160 Hz environ. Cette valeur permet de cal-
culer la valeur de L. En effet, la valeur théorique de la

fréquence de coupure haute a — 3 dB correspond a RLw =1,

R+7r

27Ef0
On en déduit les tracés des courbes suivantes.

d’ou : L=

= 0,11 H.

gain fréquence (Hz)
(dB) 10 100 1000 10 000
O T il
-5 [T
~10 W LA
_ théorique
5 =
_25 > S
~30 R
- courbe H
-40 expérimentale

- WALl

phase fréquence (Hz)
) 10 100 1000 10 000

0
= T

20 ] | expérimentale
-30 D
~40 :
-50 3
- 60 e
-70 cou{be HH ]
- 80 théorique AEEE N
pre{Emmuiii
- 100

4/

On remarque que les deux courbes de gain sont proches I’une
de I’autre jusqu’a 2 000 Hz, puis le gain expérimental devient
nettement plus petit que le gain théorique.
Les courbes de phase sont voisines jusqu’a 200 Hz alors
qu’ensuite la phase mesurée s’écarte nettement de la courbe
théorique et semble tendre vers 0.
La différence entre I’expérience et la théorie provient des pro-
priétés de la bobine.
Une bobine d’inductance 0,1 H contient un noyau ferro-
magnétique. Lorsque la fréquence augmente, il apparait des
courants (appelés courants de Foucault) a I'intérieur de ce
noyau conducteur. Ces courants dissipent de la puissance par
effet Joule, ce qui a pour effet d’augmenter la résistance r de
la bobine, que I’on peut définir par :
@dissipée =rl?

On considere en général que, pour tenir compte de cet effet, la
partie réelle de cette impédance augmente avec la fréquence :

Z=r(w) +jLo.
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9 Détermination des grandeurs
caractéristiques d’un filtre
D’aprés CCP PSI.

On reconnait la forme canonique d’un filtre passe-bande.

1 ¢ Dans chaque expérience I’oscilloscope est utilisé en
mode DC. On observe que le signal V,(f) aune composante
continue — qui est aussi sa valeur moyenne, donc

& —non nulle.

Pour la premiére expérience % =0,5 donc Vy=1V.

Pour la deuxieme % =2V donc V=4 V.

Par contre v¢(#) est a valeur moyenne nulle, donc sans com-
posante continue, dans chaque cas : le filtre coupe les compo-
santes de basses fréquences et notamment le continu.

2 » D’apres ’oscillogramme et le commentaire : v(f) esten
« phase » avec v¢(?), elle correspond a la valeur maximale,

Vs nax (@), de I"amplitude et elle est quasisinusoidale.

Nous sommes donc a la fréquence centrale du filtre :

Jfo =f(ve) ; ce filtre est suffisamment sélectif pour ne laisser
passer qu’une fréquence qui est ici celle du fondamental v,
de wv(?), amplifiée de Fj :

Vs
— = F, pour = ay.
elmax
On lit sur 'oscillogramme T = 250 ps soit f(v.) = 4 kHz
donc fy=4kHz et wo=25.103 rads 1.
Enfin vy =6V etlacomposante du fondamental a une

amplitude ve, = 2 . Vp,avec Vo=1V (cf. 1)
max
d’ou Fp=94.

3 e a. La tension d’entrée a une période T = 25 Us soit
f(ve) =40 kHz = 10 f; ; donc le fondamental et les harmo-
niques de v, vont se trouver dans 1’asymptote HF du filtre.

F
On aura alors F = L 0%
J@
intégrateur pour ces fréquences.
C’est bien ce que 1’on observe, v4(f) est triangulaire.

et le filtre est pseudo-

b. Sur une demi-période |Avg|=1,2V pour Av,=4V.

A
or 2% - Fo% T i p=o9s.
Ae . 0 2

Le tracé ci-apres donne GdB = f(log x) pour x € [- 1, + 1]

w 7 . .
avec x = — et les valeurs trouvées ci-dessus ; on voit
(2]

que le filtre est tres sélectif. Pour log x =1 donc f=10 fy
GdB et 'asymptote HF sont bien confondus ce qui justifie
a posteriori I'intégration de toutes les composantes de v,
dans la deuxieme expérience.
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GdB

20+

10-

0,5
log(x)

~ 101

_20]

G Déphaseur pur d'ordre 1

12 L’A.0. étant idéal et fonctionnant en régime linéaire :

Vo—Ve _ Vs Vo b _ Vet U
R’ R’ N 2
L
et vy=v_= chl Ve = 1 Ve
R+ — 1+ jRCw
jCw
D’ou v = 1-jRCw Ve , SOIt avec
1+jRCw
K= i et fo= I ,
fo 2nRC
1—jx
Vs = Ve
1+ jx

e GdB =0, Vx puisque |H(jw)| =1, Vx.

*Si vg= Vel @+ alors

¢@=—2arc tan x avec ¢ variantde 0 a —m quand x
varie de 0 a l’infini, puisque sin ¢ est négatif.

On trace uniquement ¢@(log x)

Document 1 : Diagramme de BODE en phase du filtre

-3 -2 -1 0 1 2 3
log(x)

[

0,5




CORR|GES 6 Fonctions de transfert

2 a. Chaque composante prise indépendamment est trans-
formée par le filtre en une composante de méme rang du
signal de sortie. Lorsque I’on somme ces composantes de sor-
tie on construit le signal (7).

b. Prenons un exemple pour chaque cas :

o f= g—o. Considérons I’harmonique de rang 3 :

3
frmar= it BB 215
20 fo
vy =— = ‘%ﬂ‘ﬁ) =~ 0,045 cos(2m.3f0).
T

En passant dans le filtre, cette composante conserve

Documents 2 : Spectres en phase et en fréquence

son amplitude et est déphasée de ¢3 = — 0,298 rad et
vg, = — 0,045 cos [2m.3ft — 0,298].

* f'= fo. Pour ’harmonique de rang 5 : f5 = 5f = 5fy et
fs
fo
e /=20 fy. Pour le fondamental f= 20 f, soit x = 20.
— 0,405 cos[2mft — 3,04].

=1 vgs =— 0,016 cos [2n5fr — 2,75].

UStondamental —

Les résultats sont rassemblés dans les tableaux ci-dessous
et visualisés par les tracés des spectres en fréquence
(Cy, rang, — ¢,) qui permettent de voir directement le
devenir de chaque composante du signal d’entrée. Les C,,
sont les modules des amplitudes de chaque composante.

* Amplitude et déphasage des premiers harmoniques du signal de sortie.

o8 0, Cy i 0, Cy L @, Cy
fo fo fo

0.05 -0.09 0.405 1 -1.57 0.405 20 -3.04 0.405
0.15 -0.29 0.045 3 -2.50 0.045 60 -3.11 0.045
0.25 -0.49 0.016 5 -2.75 0.016 100 -3.122 0.016
0.35 -0.67 0.008 7 -2.86 0.008 140 -3.127 0.008
0.45 -0.84 0.005 9 -292 0.005 180 -3.130 0.005
0.55 -1.01 0.003 11 -2.96 0.003 220 -3.132 0.003

Signal d’entrée triangulaire

Jo
de fréquence f=—
q f -

e Diagrammes 3D

Signal d’entrée triangulaire

de fréquence f=fj

Signal d’entrée triangulaire

de fréquence =20 f

c OR—
— =20y
_Jo
f_20
1[3 57 ?glﬂllrang :1 é:égz:?:lq.lrang
=0y
o ¥ %
y// |/,/ I//v/ v | ]
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c¢. Pour reconstruire totalement les signaux, il suffit de calcu-
5

ler et de tracer vy(f) = z vsp(t) + 0,1. En effet la compo-
p=0

sante continue V= + 0,1 V est transmise sans modification.
Les graphes sont données ci-dessous :

Documents 3

V(0

tl(S)

t(s)
0,03

Tracé de v¢(f) en fonction pour f= 20 fy
On remarque que :
—1Pour f= g—(()) le signal n’est pas modifié€ par rapport a

ve(?) : les principes harmloniques sont peu ou pas dépha-
sés par le filtre.
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—Pour f=20fy le signal est déphasé de — m par rapport a
ve(?), c’est-a-dire inversé, ce que nous voyons dans le tableau
ou le diagramme de phase : les harmoniques sont tous dépha-
sés d’environ — T.

@D Etude d'un filtre passe-bande

R
DARBC

1 » L’amplificateur opérationnel est parfait :

ip=i_=0.
11 est supposé fonctionner en régime linéaire : », = »v_. Les
résistances R et R, forment un diviseur de tension, donc :

1753

Ry
up = Up.
Rl +R2
Aunceud B :
UB—UA | iCoup +jCo(up—up) = 0. 1

Dans la derniére branche, se trouve un autre diviseur de
tension :

R JRCw Jx
Uz = 1 up= . up= — Up,
R+ 1+jRCw 1+jx
jCo
ol x=RCo=-2.
@0

Dans 1’équation (1), on remplace alors u4 et ug par leurs
expressions en fonction de u; et uj:

1+ jx R +Ry

—— (1 +2j0)uy — jxuy = ———=uy
Jx Ry
(.L+3+jX>uz=Mu,
Jx Ry
R +R 1
dou: H(jx) = 21752 ==
Ry 3+j<x——)
X

qui s’écrit bien sous la forme demandée :
JjKx

H(jx)=————"F——

() 1+ 2jkx + (jx)?
avecK=M et k=é.
R 2




CORR|GES B Fonctions de transfert

2 © On considere la premiere expression de la fonction de
transfert :

H(jx) = —= 1

3+j(x——

X
1
B 1\2]"2
Ona Hx)=K|9+|x—— .
X
H(x) est maximum pour x = 1, c’est-a-dire pour :

1L
RC’

W= W

Si w— 0, Hw) — 0.

Si @w— %, Hw) — 0.

Le montage constitue un filtre passe-bande.

On détermine les bornes de la bande passante qui lui est asso-
ciée :

Comme Hpy = pour @ = g, les fréquences de

T @ X

Max = H(x), soit

coupure vérifient : 5
\

1\2
et 9><2=9+<x——),
X
c’est-a-dire x2+3x—1=0.
+3+13

Des quatre racines x = 5

, 0N ne conserve que les

racines positives :

_ 13
x1=M, soit x| =ﬂ=0,3.

34413

Xy =

, soit =2 -33.
()

G(dB)
£ 10

tracé réalisé
avec K=3

r—20
1072

PAL6u B
2
1.2
[ICEE—— S =
; 4
04

0.0

0.4
0.8
1.2

1072 107! 1 10 10?

Soit ¢ I’argument de H(jw), il vient :

T

Si x—>0,¢—>+§.
Si x—>00,(p—>—§.

Si x=1,¢9=0.

Si x=x1,x—l=—3 et (p=+£.
X 4

Si x=x2,x—l=3 et (p=—£.
X 4

Le passe-bande obtenu est un filtre a large bande puisque son
facteur de qualité est :

g=-L-=1

l=—<1.
2k 3

9 Filtre réjecteur de fréquence

Pour calculer H(j ), on se place aux nceuds @ et © for-
més des entrées de D’amplificateur opérationnel.
L’amplificateur étant parfait, iy =i_=0.
e Auncud @ :
Vp—Ue 2.0
1 R
+ — _—
jCao 1+jRCw

=0

= jJRCaXz4 - 2) + (1 + JRCW)* 2, = 0.
= (1 - x% +3jX)zy = jxve, avec x=RCw.

e Auncud O :
V_— Ve + V_— Vg 0
R, Ry
R
é(1+—3>_—fzye=%
Ry R

Soit, avec R =2R; : 3v_— ve =2u.
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L’amplificateur fonctionne en régime linéaire, c’est-a-dire
vy =v_. Donc:
3jx
— Ve~ e =22
1-x243x © ¢ 7°
(2 = Dye =2(1 - x% + 3jx)
-1
2(1 — x% + 3jx)

|2~ 1]

do ; H(jx) =

et: H(x) = To
2[(1 -2+ 9;47

Si x—>O,H(x)—>%.

Si x—)OO,H(x)%%.

Si x=1,H(x)=0.

L’allure de H(x) est donnée par la courbe suivante.

|

,Ol + # + 1
0.5 |Hla |H |4 = f(log x) )

1.0
15
2.0
25
3.0
35
4.0

x=1072 x=1

x=1 |H|=0
(log|H|=—0)

x=10%

La pulsation @g = % est totalement éliminée par le filtre.

1 _ %
2nRC 21

On a un filtre réjecteur de la fréquence fj =

0 Filtre de Butterworth

R 4 G
|7
R
B =F [> o

Ue

Us
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1 On écrit la loi des nceuds en notation complexe aux
neeuds A et B.

e Aunceud A :
UA—Ue  UA—UB .
+ + (Upg—ug)jCrw=0.
= = (ua —us)jCo
e Aunceud B :
—= +upjCiw=0.

De plus, le régime étant supposé linéaire, on a :
Up=U_=Ug,
ot [ UAQ +jRCr0) = ug + uy(1 + jRCr)
us(1 +jRC @) = uy

ou encore, en posant x =RC o et k=

ol

up2 + jkx) = ue + ug(l + jkx)
ug(l+jx)=uy.
ug(1 + 702 + jko) = (1 + jkous = ue.
1
1—hkx? +2jx

Le filtre étudié est un passe-bas d’ordre 2.

H(jx) =

S ||:
[¢] w

1
2 e |H(jx)| = (1 — kx2)? + 4x%) 2.

1
[HGx)| = (1 + K2x* + 4x2 - 2kx?) 2.

Pour obtenir le résultat demandé, il faut annuler le terme en

2, ce qui revient a choisir k =2, c’est-a-dire Cp =2C].

_1L _1
Alors : |H(jx)| = (1 + k2x%) 2=(1 +4x%) 2

a\_L

. [0 1
S |Ho)|=(1+—] 2 et wy= =,
|H(j o) ( 4> 0 RO

@0
H(jow)| = 1, cette valeur étant obtenue pour

Au maximum,

w=0.
La pulsation de coupure du montage @, est telle que :
. H 1
H(ja)| = 2% = —,
|—(] C)| \/2 \E
1
soit : (1 +4R*Clal) 2 =V,i§.

Dob 4R4Clo¢=1 et o= .

Un filtre passe-bas de Butterworth est un filtre passe-bas dont
la propriété caractéristique est d’avoir une courbe de réponse
en gain la plus proche possible (pour un ordre donné) de son
asymptote horizontale en basse fréquence.

@ Dérivateur a amplificateur
opérationnel réel

1 ¢ La loi des nceuds a I’entrée « — » donne :

. Vg— VU_
JCo(ze — v-) + ST =0.




@ Fonctions de transfert

Donc, avec v, =0:

H(jo) = - [fo
1 +L+(£+L)'w— RC&?
Ho \Ho 2mfy 2nfy
B JRCw
|49 _RC&
21T.f0 ZTEf()

Ceci correspond a un filtre passe-bande de deuxieme ordre
dont les éléments caractéristiques sont le gain maximal, la
fréquence de résonance et le coefficient de qualité.

La pulsation de résonance est donnée par :

soit wr=\/M, fr=\/f_0 et 0 =\2nfoRC.
RC 2nRC

AN.: f,=12,6 kHz et O =25.

Le gain maximal est obtenu a la fréquence de résonance :
Gmax = 20 log 2nRCfy) = 76 dB.

Ce montage présente une résonance aigué a environ 13 kHz.
Ceci explique la réponse du montage a un signal triangulaire.
Il'y a en effet une trop grande amplification des harmoniques
de fréquence voisine de 13 kHz.

Cette réponse peut €tre aussi interprétée a 1’aide du régime
transitoire pseudo-périodique amorti du filtre résonnant :
Pour un filtre résonnant, le temps caractéristique de décrois-
sance est lié a la fréquence de résonance et au facteur de qua-
20_0
wo o
de 25, 1a fréquence de résonance de 13 kHz. Le temps carac-
téristique est de 0,6 ms, non négligeable devant la période du
signal : le régime transitoire est bien visible.

lité par 7= Le coefficient de qualité du filtre est

Gus P t.ransfe/rt du
60 transfert de b flltr:rz:fert du
I'A.O. réel filtre a
40 A.O.idéal
pente de 20 dB 4 ente de
par décade | P 20dB
20 ' ¢
' par décade
0 27 3 i : :
10 10 10 10 10 10
0 fr=13kHz
-40

Diagramme de Bode du montage dérivateur.

2 ¢ On remplace le condensateur C par R’ en série avec C.

11 suffit donc de remplacer par :

1 _1+JjRCw

R + — = - , dans I’expression de la
jCaw jCo
fonction de transfert du montage :
H(jo) =
B JRCw
1+L+<M+R'C+ 1 >jw_ R +R")Ca? -
Ho Ho 2mfy 2nfy
Cette expression se simplifie si R >> R', ug >>1 et
fo >> & 5
Hjw)~- JRCo h
1+ (R/C + 1—)1‘(»— =
2mtfy 2nfo

La fréquence de résonance du filtre n’est pas modifiée. Son
facteur de qualité est :

, 1 RC
NG S
R'C+—— ¥ 27fo
21T.f0

0'=L donne R'=i(2\/ RC —L):zsog.
2 c\Nars,  2nf

Dans ce cas, le régime transitoire est réduit au maximum, le

temps caractéristique est de 1I’ordre de wL = 10 us, négli-
0

geable pour un signal de fréquence 100 Hz. Le signal de sor-
tie est alors pratiquement la dérivée du signal d’entrée, soit un
signal créneau.

En effet le fondamental et les premiers harmoniques ont une
fréquence inférieure a 1 kHz, faible devant 13 kHz. Donc
toutes les composantes « importantes » du signal d’entrée
sont dans I’asymptote basse fréquence du filtre ou
H(jw)=-jRCw, ce qui correspond & une dérivation de tou-
tes les composantes.

m Oscillateur quasi sinusoidal
de Colpitts

1 ¢ Entre le nceud A; et la masse se trouve une impédance
Z résultant de la mise en parallele de I'inductance L et de la
1 1

capacité C(L =—+ —) donc 1 L +jCw. La
C Cq Cy Z jLo

résistance R et 'impédance Z forment un diviseur de tension :

Ulm VA 1 1

= = R
dem R+Z 1+ 1+R<L+jCa)>
JLo

IN
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De méme, les deux condensateurs forment un diviseur de
tension :

1

Usm - cha) — Cl — L
Ci+Cy Cy .

Ulm _1 + _1
jCio  jC0

En multipliant membre a membre les deux relations précé-
dentes, on obtient la fonction de transfert du filtre :

H(j@) == =

en notant K=C£< 1, oc=—

2 VL

R C
et 0=RCwr=——= —=.
0 ¢ Loc \/L

Le filtre est un passe-bande d’ordre deux, dont la pulsation
centrale est @¢, I’amplification maximale K et le facteur de
qualité Q.

* On note que :

—larésistance R permet de controler le facteur de qualité Q
sans modification de la pulsation centrale @¢ et de I’ampli-
fication maximale K ;

—les tensions u, et ug sont en phase pour @= @c.

* On détermine les valeurs asymptotiques du gain G et du
déphasage ¢ en basse fréquence :

Ggg = 20 log <5> +20log (ﬂ)
0 oc

et OBF = T s
2
puis en haute fréquence :

G = 20 log <5> ~20 log <£>
0 oc

et =——,
PHF )

On pose x = O et x= log(x). Le point de concours des
wc

asymptotes de gain, dans les axes de Bode, esten A(X =0,

G =20 log g) et le maximum de la courbe de gain est en

SX =0, G =201log K).

Le diagramme de Bode est donné ci-apres, dans 1’hypothese

0> 1.
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G (dB)

X = log (x)

.

P

.
.
, N
, N

7 N

N

— 20 dB/déc

20 dB/déc

¢ (rad)
,,,,,,, s

2

X =log(x)
0
Il
2

2 e L’amplificateur non inverseur établit entre les tensions
ug(t) et ug(r) = ue(t) la relation :
Usm _ Yem _ Ri+Ry

Usm  Ugm Ry

obtenue en utilisant le diviseur de tension réalisé avec R;
et Ry.

3 o La relation entre U et U s’écrit

Ugm _ Usm Usm _ Ri+Ry K
Uem  Usm Uem Ry . < [ wC)
1+ _———
jo P
L(j_w)
_ R] +R2 Q wc

d’ou, en remarquant que Ugy = e
; ;0\ 2
1 [jo jo
’ ’ !
Ugm + E “— |Usm + |~ — | Usm

Wc
Ri+R) [jo
0 R oc
cezqui donne, en notation réelle et apres multiplication par
ac

2.1 ’
dus . % (1—Km>%+w%u;=0.

a? 0 R; dr

On reconnait une équation différentielle d’ordre 2, linéaire, a
coefficients constants et avec un second membre nul.

Le régime libre est stable s’il converge vers 0, soit si le coef-

ficient du second terme est positif.




CORR|GES 6 Fonctions de transfert

(&8
C
Avec la notation proposée, nous obtenons une équation diffé-
rentielle de la forme :
d%u; L L dug
dr? QCl dr
a) On est dans la situation d’un régime juste stable. |x| étant
tres petit devant 1, il vient :

, ug(0) —t 20C
ugy(t) = eXp — CoSs (@.f + avec 7= 5
HG) cos ¢ p z (ot + @) ch|x|

4 * La condition de stabilité s’écrit encore Ry < Rj —=

+o2ul=0.

La valeur initiale étant elle-méme trés petite, ug reste quasi
nulle : on n’observe rien.

b) On est dans la situation d’un régime juste instable.
x étant tres petit devant 1, il vient :

S( ) exp L cos (wct + @) avec 7= %

S ¢ T WX

On observe donc des oscillations quasi sinusoidales de pulsa-
tion @q, dont I’amplitude croit exponentiellement.

En fait, des que ug atteint la tension de saturation de I’A.O.,
le montage retrouve un comportement stable : de facon non
linéaire, I’amplitude reste limitée. On a alors réalisé un géné-
rateur d’oscillations quasi sinusoidales d’amplitude voisine
de Viy et de pulsation proche de @y .

ug(t) =

AL
limitation de I'amplitude

par les non linéarités de I'A.O.

phase de croissance
exponentielle de
I'amplitude
d'oscillation

AWAVAVAM\MMH M
VUUUUUUUV

=Y

(B Modulation d’amplitude
et démodulation

1 ® u,(r) représente « ’amplitude variable » d’une sinusoide
de pulsation @,.

Au,
"l"“'l'l'l'l'l'l'l'l'l'm“H““'l'l'l'l' :
1
2. 4= T+ oy co8 (0] e ().
() = U cos (a)
+ 200 o5 1@y + il + 2L cos (@ -

3 e Pour un filtre passe-bande d’ordre 2, la largeur Af de
la bande passante a —3 dB est :

_Jfo
Af=+£L,
y 0

On en déduit Q = 10.

Remarque : On ne peut pas accroitre la sélectivité du filtre,
car celui-ci doit laisser passer de facon satisfaisante les trois

composantes de uy dont les fréquences sont : 190 kHz,
200 kHz er 210 kHz.
* Pour fp =400 kHz =2 fp :

IH| = ! = 0,067 ou Ggpy=— 24 dB,

e
1+100<2——>
2

Les signaux correspondant au signal u, sont assez fortement
atténués par rapport au signal u; : la détection est donc
convenablement sélective, un seul canal est conservé.

* Pour fip =220 kHz = 1,1 f,; :

=-7dB.

1
H| = ———ovou=xc
1 2

\/1+100( -—>

L1

Les composantes du signal u; sont faiblement atténuées par
rapport au signal u;. Le récepteur ne peut sélectionner le
signal u; : dans la bande des fréquences utilisables, on ne
peut placer qu’un nombre limité de fréquences porteuses.

=O,46 ou G(dB)

4oy = k[U cos (@) + ——= [(a + @)1].

+ % cos [(a)p - wa)t]} cos (a)pt + 0)
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Pour étudier I’action d’un filtre sur ug, il faut le décomposer
en fonctions sinusoidales :

ug(t) = kTU cos Qayt + @) + kTU cos (¢)

ka

+ % cos [2ay, + @)t + @] + w cos [@y! — ¢

+ % cos [2ay, - @)t + ¢l + w cos [yt + ¢]
Avec un filtre passe-bas dont la fréquence de coupure est
supérieure & f, et tres inférieure & f, on ne garde que le
terme constant et les deux termes de pulsation @, .

Par exemple, avec un passe-bas d’ordre 1 de fréquence de
coupure égale a 20 kHz, on obtient a la sortie de ce filtre :

Mé(l) = % CcosS ((p) + M cos [(l)at— (0]

+ M cos [yt + ¢l.

Soit :
() ~ kTU cos (@) [1 + @ U, cos (ay0)].

On élimine enfin la composante constante avec un filtre
passe-haut de tres faible fréquence de coupure (quelques
hertz). A la sortie de ce filtre, on obtient finalement :

ug(t) = % cos () a U, cos (wyt).

On retrouve bien un signal de sortie proportionnel au signal
audio, en U, cos (w,t) : la démodulation de 1’amplitude du
signal radio a été réalisée.

Remargue : En fait, ce dispositif simple fonctionne mal car il
n’est pas possible d obtenir directement un signal —uq(t)
rigoureusement synchrone de uy(t). La phase ¢ évolue len-
tement, ce qui fait varier aléatoirement le niveau du signal
issu des filtres (phénomeéne de fading).

On y remédie en asservissant la fréquence de uq(t) par une
boucle a verrouillage de phase. Mais ceci est une autre histoire.

@) ftude d'un filtre grace
a un logiciel de calcul formel

1 ¢ 1. Fonction de transfert ; diagramme de Bode ;

résonance.

> restart:

Entrons et résolvons le systeme d’équations algébriques

complexes :

> Eql:=s/3-v=0:

> Eq2:=va-v¥*(1+I*R*C*omega)=0:

> Eq3:=—va*(2+n*I*R*C*omega)+e+v+n*[*R*C*omega
*s=():

> Eq:={Eql,Eq2,Eq3}:

> sol:=solve(Eq,{v, va,e}):

> assign(sol);
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Les solutions sont maintenant explicitées et utilisables
directement par leur assignation ; on peut calculer la fonc-
tion de transfert :

> H1:=simplify(s/e):

Faisons apparaitre la variable réduite x :

> H:=subs(omega=x/(sqrt(n)*R*C),H1);

H:=- 7 3
—1-22 42 Inx + x2
\’/'l
match(H=HO/(1+(I/Q)*x-x"2),x,’S’);S;
true
1 V"E
=— — ,Hy=3

On reconnait la fonction de transfert d’un passe-bas

d’ordre 2. Le facteur de qualité peut &tre d’une part positif

ou négatif suivant que 7 est plus grand ou plus petit que 1

et d’autre part supérieur ou inférieur a % et donc présenter
v

ou non une résonance. C’est ce dernier point que nous

allons étudier d’abord en considérant n < 1, donc Q

positif.

2. Diagramme de Bode :

> GdB:=20*log10(abs(H)):

> graph:=seq(subs(n=0.225%1,x=10"y,GdB),i=1..4):

> plot({graph},y=-1..0.5,-15..25,color=blue);

Les courbes présentent une résonance pour n = 0.675 et
n=0.9 (ce qui correspond bien a des valeurs de Q supé-
rieures a 0.707, voir ci-dessous). Attention les courbes ci-
dessus sont toutes tracées en fonction de x, mais il ne faut
pas oublier, s’il I’on rétablit la pulsation, que @, est fonc-
tion de n.

3. Détermination de la pulsation de résonance :

> restart:assume(x>0);assume(n>0);

> H:=(x,n)->abs(3/(1+(1/(-1/2*nA(1/2)/(-1+n)))*x-x/2)):
Apres avoir redéfini la fonction de transfert on cherche a
quelle condition il existe un maximum en x (donc en fré-
quence) de cette fonction :




CORR|GES 6 Fonctions de transfert

> racines:=solve(diff(H(x,n),x)=0,x);
Vo (C5n~ + 2+ 2n~2)n~

. )
B V- (=5n~ +2 + 2n~>)n~

.

Seule la valeur strictement positive de x est acceptable,
puisqu’elle seule peut définir une fréquence positive asso-
ciée a un maximum de GdB. Il faut cependant que le
terme sous la racine soit positif :
> valeursn:=evalf([solve(-n*(-5*n+2+2*n"2)>0,n)]);

racines =0,

valeursn := | RealRange(— oo, Open(0)),

RealRange(Open( % ), Open(Z))}

On ne garde que les valeurs de n comprises entre zéro et

un donc I’intervalle ouvert ]0.5 ; 1[. On a donc résonance

pour tout n compris entre 0 et 1 donc pour tout Q supé-

ST |

rieur a 7

La pulsation de résonance vaut : (1/n)*(-n*(-5*n+2+2*

n*2))A(1/2). Ainsi pour n = 09 , x = 0.99 et pour

n=0.675, x =0.83.

Tracons alors le gain et les asymptotes pour la valeur cri-

tique n=0.5:

> Asympt:=-40*log10(x)+20*log10(3):

> plot1l:=plot(subs(n=0.5,x=10"y,Asympt),y=0..0.5,color
=black):

> plot2:=plot(subs(n=0.5,x=10"y,20*log10(3/abs
(-1-2*1*%x/0.57(1/2)+2*1*%0.57(1/2)*x+x"2))),
y=-0.5..0.5,color=blue):

> plot3:=plot(20*log10(3),y=-0.5..0,color=black):

> with(plots):display([plot1,plot2,plot3]);

La courbe est ici tres proche de ces asymptotes.

2 » Réponse a un échelon de tension
> restart:Q:=n->-1/2*n”(1/2)/(-1+n);omega0:=n->1/(R*
C#sqrt(n)) ;

1 \n
=n—>—- —
© 2 —1+n
=n—- —
0 RC\n

Une fois définies les deux fonctions de n présentes dans

la fonction de transfert, on écrit 1’équation différentielle

associée :

> Eq:=s(t)+1/(omega0(n)*Q(n))*diff(s(t),t)+1/(omegal
(n)"2)*diff(s(t),t$2)=3*e(t);

Eq :=s()-2RC(-1+ n)(% s(t))

+R2C2 n(g—; s(t)) = 3e(?)

On assigne a R, Cleurs valeurs et on résoud 1’équation dif-
férentielle :

> R:=1000:C:=le-6:e:=t—1:

> sol:=dsolve({Eq,s(0)=0,D(s)(0)=0},{s(t)}):

> assign(sol):

> n:=1:plot(s(t),t=0..0.05,thickness=1,color=blue);

61

[O%) W

—_—

0" " " 000 002 003 004 005

n est égal a 1, le régime est quasisinusoidal : en effet le

d(s)

terme en 4 est nul et I’équation différentielle est celle

d’un oscillateur harmonique non amorti.
> n:=0.45:plot(s(t),t=0..0.01,thickness=1,color=blue);
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Fonctions de transfert o CORRlGES

3+ Le régime est toujours stable, mais le régime permanent
[ est cette fois atteint de maniere pseudo périodique, ce qui
5 5: est a mettre en parallele avec I’existence d’un résonance
1 (voir premiere partie).
i Pour une valeur de n supérieure a 1 :
21 > n:=1.2:plot(s(t),t=0..0.01,thickness=1,color=blue);
1,51 1
: 15]
17 i
i 10]
0,51 i
[ 5
0" " 0002 0004 0006 0008 001
t
O —F—————————+—— S+
] 0,002 0,004 ; 0,01
n est inférieur a 0.5. Le régime est stable, apériodique et ]
tend vers le régime permanent s(f) =3 V quel que soit . -9
Pour des valeurs de n comprises entre 0.5 et 1 :
> n:=0.675:plot(s(t),t=0..0.02,thickness=1,color=blue);

Lorsque n > 1, la solution diverge et le montage est insta-
ble : I’A.O. finira donc toujours par saturer, d’autant plus
vite que n est différent de 1 :

> n:=2:plot(s(t),t=0..0.003,thickness=1,color=blue);

0" 0002 0004 0006 0008 001 001
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Electromagnétisme

1 = Distributions, champ et potentiel électrostatiques ..................... 413
2 = Le champ magnétique permanent ... 438
3 = Dipoéles électrique et magnétique ..., 462

4 . Force de Lorentz
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Distributions, champ et
potentiel électrostatiques

 Choisir un modele de description des distributions
de charges.

* Maitriser I’étude des symétries et invariances d’une
distribution de charges.
- Calcul de E, V.

 Notions d’électricité vues dans le cycle secondaire.

EEEENENEENERNNRERRLY LES OUTILS MATHEMATIQUES

 Construction du symétrique d’un vecteur.
» Opérations de symétrie.
 Dérivation — Intégration.

« Charge électrique

* La charge d’une particule est une grandeur réelle, positive ou négative, qui caractérise son com-
portement vis-a-vis de I’interaction électromagnétique.

* L’unité de charge du Systéme International est le coulomb (symbole : C).

* Les charges observées sont toujours des multiples entiers de la charge élémentaire e , égale a
1,6.107'° C. La charge d’un €lectron est —e et celle d’un proton est +e .

* Pour un systeme fermé, c’est-a-dire qui n’échange pas de matiere avec I’extérieur, la charge élec-
trique reste constante.

« Champ électrostatique

« L’¢lectrostatique étudie les interactions électriques entre des distributions de charges immobiles (ou
en mouvement infiniment lent).

* Une particule de charge g et de position M en présence d’une distribution % est soumise a une

force F telle que : - o
F=qEM),

E (M) est le champ électrostatique (ou champ électrique) créé par % au point M.

* En un point, les champs électrostatiques créés par plusieurs distributions se superposent. Cette pro-
priété, appelée principe de superposition, est a la base des calculs de champ.

« Champ créé par une distribution de charges

e Loi de Coulomb
* Le champ électrostatique créé en M par une particule de charge ¢, située en P, a pour expression :

- 1 q e
E = PM
0 dne, PM?

avec €,,, vecteur unitaire orienté de P vers M.
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Distributions, champ et potentiel électrostatiques

» La constante &, est appelée permittivité électrique du vide.

=9.10° m.F! (valeur a retenir).

& = 8,84.107"2 F.m™'(farad par metre) et
4 g,

® Principe du calcul

On décompose le systeme en particules ponctuelles, ou en éléments infinitésimaux de position don-
née. On somme ensuite les vecteurs champs électrostatiques créés par chacun de ces éléments.

e Ensemble de charges ponctuelles
N charges ¢; situées aux points P; créenten M un champ :
N g E',JIM

- 1
EM)=
(M) 4n£0§‘ P.M?

e Distribution volumique
Lorsque la charge électrique est répartie de fagon continue dans un volume, on définit une densité
volumique de charge électrique p .
 La charge dg contenue dans un élément de volume d7,, situé au voisinage du point P, est :
dg = p(P)d7p.
e Le champ créé par une distribution % chargée en volume est, par superposition :

P m&d
M= e, Py T

e

e Distribution surfacique

Lorsque la charge €lectrique est répartie de facon continue sur une surface, on définit une densité sur-
facique de charge électrique o .

* La charge dg contenue sur une surface élémentaire d’aire dS, , située au voisinage du point P ,
est dg = o(P)dSp .
* Le champ créé par une distribution % chargée en surface est, par superposition :

- oP)e
FMy=— ﬂ " Ceu g, |
4me, PM?
9D
e Distribution linéique

Lorsque la charge électrique est répartie de facon continue sur un fil, on définit une densité linéique
de charge électrique A .

e La charge dg contenue sur un trongon élémentaire de longueur d¢ , situé au voisinage du point P,
est dg = A(P)d{p.
* Le champ créé par un fil chargé est, par superposition :

- AP) 7
E(M)= ! J ()e”MdEP.

4me, PM?
fil

«Symétries du champ

* Une isométrie (rotation, translation ou symétrie) qui laisse invariant le systetme de charges laisse
également invariant le champ électrique. Le champ électrique, qui a les mémes symétries que le sys-
teme qui le crée, a les propriétés d’un vecteur polaire ou vecteur « vrai ».

o Au point M et M’ symétriques par rapport & un plan-miroir I7 d’une distribution de charges 9 ,
les champs électrostatiques E M) et E (M") sont symétriques 1’un de I’autre.
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Distributions, champ et potentiel électrostatiques

Sur un plan de symétrie ou plan-miroir 7 d’une distribution % le champ électrostatique créé est
parallele au plan I7.

E

5 M
EM’) EM),
M M

dq dq
T dq dq
11
Symétrie plane

e Au point M’ symétrique de M [par rapport a un plan-antimiroir /7* d’une distribution de char-
ges D, le champ électrostatique E (M') est I’opposé du symétrique du champ E (M) crééen M
par la dlstrlbutlon.

Sur un plan d’antisymétrie ou plan-antimiroir /7* d’une distribution de charges % , le champ électro-
statique créé est perpendiculaire au plan I7% .

AN / .
E E |
R S M M

dq - 8q dq - 8q
IT* IT*

Antisymétrie plane

« L’analyse des symétries doit précéder tout calcul de champ ; elle peut permettre de prévoir la direc-
tion du champ ainsi que les coordonnées adaptées au systeme.

«Théoreme de Gauss

¢ Le flux sortant du champ E créé par une distribution de charges a5
% atravers une surface fermée S est égal a la charge de 9 située
a l'intérieur de S divisée par & :

95

ﬁext
@:ﬁﬁ F.aS= 2 avec dS=7., dS.

&o
S Qext
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Distributions, champ et potentiel électrostatiques

* En I’absence de charges, le flux du champ électrostatique est conservatif : le flux est le méme a tra-
vers toutes les sections d’'un méme tube de champ.

« Discontinuité du champ

A la traversée d’une surface chargée, le champ électrostatique subit une discontinuité normale a la
—_ —_ O'
surface traversée : E,— E, =—7), .
0

«Détermination d’'un champ a l'aide du théoreme de Gauss

* Le théoréeme de Gauss constitue un outil de calcul rapide du champ électrostatique créé par une dis-
tribution de charges possédant une symétrie élevée : apres détermination de la forme du champ, a I’ai-
de de considérations de symétries et d’invariances, I’application du théoréme de Gauss a une surface
fermée, de géométrie adaptée aux symétries du probleme, permet de déterminer la norme du champ,
en tout point de cette surface.

« Potentiel électrostatique

e Circulation du champ électrostatique

« A tout champ électrostatique E (M) , il est possible d’associer une fonction scalaire V(M) appelée
potentiel électrostatique et telle que E =—gradV .

* Le potentiel est défini a une constante additive pres.

* La circulation du champ électrostatique entre deux points A et B ne dépend pas du trajet (I") qui
les relie :

B B A
JE.F:J-@V.F:Jdv=V(A)—V(B).
A A B

e La circulation de E sur un contour (courbe fermée) est nulle.

* Le champ électrostatique est normal aux surfaces équipotentielles ; les lignes de champ sont orien-
tées dans le sens des potentiels décroissants.

* Le potentiel électrostatique ne posseéde pas d’extremum en dehors des charges.

e Détermination du potentiel
« Le potentiel créé en M par une charge ponctuelle ¢ située en P est (en posant V=0 a l’infini) :

vy=—— 4
4me, PM

« Le potentiel créé par un ensemble de charges d’extension finie peut se calculer, en posant V=0 a
I'infini, a partir de la relation précédente par superposition : somme ou intégrale selon le type de sys-
téme chargé, ou par intégration de E =—gradV .

« Energie potentielle

« L’énergie potentielle d’interaction, entre une particule de charge ¢, de position M et un champ
électrostatique E(M) associé au potentiel V(M) , est €p=qV .
* L’énergie potentielle d’interaction de deux charges ¢, et g, situéesen M, et M, est:
_ 1l qq
Pin - :
© dme, MM,

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problémes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.




Distributions, champ et potentiel électrostatiques

«Analogie avec le champ de gravitation

* Une particule de masse m placée en M , en présence d’'une distribution de masses 9% , subit une
force d’origine gravitionnelle : F = m%G(M), o G(M) est le champ de gravitation créé en M par la
distribution % .
e Le champ de gravitation @(M), créé en M par une particule de masse m située en P, a pour
expression :
G M) =— Gmepy,
PM?

avec €py le vecteur unitaire orienté de P vers M .

Théoreme de Gauss :

e Le flux sortant du champ de gravitation % créé par une distribution de masses % a travers une sur-
face fermée S est égal a la masse située a I'intérieur de S multipliée par —4nG :

q>=j%( @.ﬁ:ﬁ @71, dS = — ARG M,,.
S S

« A I’extérieur d’un astre & symétrie de révolution, le champ de gravitation G est le méme que celui
créé par un point matériel placé au centre de 1’astre et dont la masse est celle de 1’astre.

* Bien que les phénomenes soient différents, il y a une analogie formelle entre le champ électrosta-
tique et le champ de gravitation. Nous pourrons appliquer les résultats issus de 1’électrostatique au
cas de la gravitation, en respectant les correspondances du tableau :

électrostatique gravitation
champ E champ g (= ¢ pour le champ terrestre)
charge ¢ masse m

densité volumique de charge p | masse volumique p

1
4me,

constante K = constante — G

Conseils et pieges a éviter

« Pour trouver I’orientation d’un champ en un point M, toujours étudier les plans de symétrie ou
d’antisymétrie passant par ce point M.

* Le théoréme de Gauss n’est facilement applicable que si I’on connait les symétries, orientations,
invariances du champ E .

* On a toujours : B

—_— — B -  —
V(B)—V(A)zfgradv.sz—f E dM
A

A
B

ou j E dM = V(A) - V(B)
A

* Le potentiel est toujours continu (sauf sur un fil ou une charge ponctuelle, ot il n’est pas défini) :
ne pas oublier les constantes d’intégration, dans le calcul de V' a partir de E.
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€D ttude des invariances
et symétries

Etudier les invariances et symétries des distributions sui-
vantes, ainsi que leurs conséquences sur la direction du
champ électrostatique E':

1 ¢ a) Plan uniformément chargé,
b) Cylindre uniformément chargé,
¢) Sphere uniformément chargée.

2 * Deux charges: + gen (—a,0,0)et—gen (+a,0,0).

3 » Bi-couche chargée avec — p pour — a < z < 0 et
+p pour0 <z<a.

FAIRE DES SCHEMAS CLAIRS ou figurent les
vecteurs de base, le champ E et le point M. Souvent
une projection dans un plan est plus explicite et plus
facile a représenter qu’un schéma en perspective,
pensez-y !

1) Adopter le systeme de coordonnées le mieux adap-
té a la distribution pour étudier les invariances et
nommer plans de symétries (coordonnées cartésien-
nes pour un plan ou une couche plane, coordonnées
cylindriques pour les distributions présentant une
invariance par rotation autour d’un axe, coordonnées
sphériques pour une sphere).

2) Un seul plan de symétrie ne suffit pas pour conclu-
re quant a la direction du champ E.

3) Il faut que le point ou la direction de E est cher-
chée appartienne aux plans de symétrie pour conclu-
re: exemple z=0 est bien ici un plan d’antisymétrie
mais on ne peut en conclure que E est selon Oz
quen z=0!!

Conseils

6 Passage d'une densité volumique
a une densité surfacique

On considere 2 spheres identiques, de rayon R, de centres
respectifs O, et O, distants de a (0,0, = a), et chargées
respectivement avec des densités volumiques uniformes
mais opposées : —p et +p.

1 * Quelles sont les symétries et invariances de cette dis-
tribution ? En déduire quelques propriétés de E.

2 » A quelle condition sur @ et R cette distribution peut
rendre compte de la modélisation suivante : une sphere de
centre O (milieude 0,0,), derayon R portant une répar-
tition surfacique de charges o ?

Montrer que 0= 0, cos 6; déterminer oy .

3 ¢ Reprendre la méme étude avec deux cylindres iden-
tiques de rayon R uniformément chargés avec — p et
+ p, dont les axes sont paralleles et distants de a.

— Le mieux est de travailler en systeme de coordon-
nées sphériques de centre O et d’axe Oz (inva-
riance par rotation de ¢ autour de Oz).

— Quelle est la dimension a priori petite devant les
autres qui permet d’envisager une répartition surfa-
cique ?

— Pour déterminer o , on utilisera I’invariance par
rotation autour de z et on déterminera d’une part le
volume d7 délimité entre les 2 spheres par d@ (entre
0 et 6+ d0) et la surface dS délimitée sur la sphe-
re de centre O par le méme dé. On écrira que les
charges portées par ces deux éléments sont iden-
tiques.

—Dans le cas des deux cylindres, le mieux sera de tra-
vailler en systéme de coordonnées cylindriques d’axe
Oz, axe des cylindres.

Conseils
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Distributions, champ et potentiel électrostatiques

9 Détermination du champ a partir d'une carte d’équipotentielles (oral)

Clw® © 0 0 0 -~0
2V 89V

oC

\
\\73V
\

réseau d’ équipotentielles
échelle : ——— =1cm

Le schéma représente les lignes équipotentielles d’un
champ électrique créé par un ensemble de fils rectilignes,
tres longs et perpendiculaires au plan du schéma.
Déterminer une valeur approchée du vecteur champ élec-
trique aux points A, B et C.

Laligne V=0 volt (non représentée) a-t-elle une signifi-
cation particuliere ?

Dans quel plan, E est-il contenu en tout point du
schéma ?

Conseils

Quelle est la relation entre champ et potentiel ?
Rappeler la définition du gradient d’un champ scalaire.

Comment calcule-t-on numériquement une valeur
approchée de la dérivée d’une fonction ?

Quelle est I’orientation d’une ligne de champ ?

a lonisation de I'atome
d’hydrogene (oral)

1 ¢ Calculer I’ordre de grandeur du champ électrique qu’il
faut appliquer a un atome d’hydrogeéne pour I’ioniser.
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2 o Comparer a un champ macroscopique dans I’air, par
exemple le champ disruptif de I’air : Eg = 3,6.10° V.m~L.

L’énoncé ne précise pas de données numériques. Il
faut faire appel a la culture scientifique de base :
ordre de grandeur du rayon atomique, charge €lé-
mentaire.

Conseils

On ne demande qu’un ordre de grandeur. On se
contente donc d’écrire que 1’ionisation ne peut avoir
lieu que si le champ perturbateur est comparable au
champ qui assure la cohésion de I’atome.

@ interaction entre un anneau
et une charge (oral)

Un disque évidé porte une
charge surfacique o> 0.

1 ¢ Retrouver le champ élec-
trique créé par un disque non
évidé en tout point M(z) de
I’axe Oz. En déduire celui
créé par le disque évidé.

=0




2 * On suppose que 1’on place une particule de masse m et
de charge ¢ > 0 en un point de ’axe Oz ala cote z,
Quelle vitesse minimale », faut-il lui donner pour qu’elle
atteigne le centre du disque ? (On néglige I’action de la
pesanteur.)

1) De I’analyse des symétries on en déduit que le
champ est porté par 'axe Oz : il faudra donc som-
mer les composantes selon Oz seulement.

De I’analyse des invariances on en déduit que toutes
les charges situées sur la couronne de rayon r = OP,
de largeur dr, P étant un point de I’anneau, contribuent
également au champ total. On sommera donc les com-
posantes utiles de ces distributions élémentaires.

Pour simplifier les calculs on peut exprimer la distan-
ce OP en fonction de ¢, angle entre MP et MO.
Le calcul de I’anneau est le méme que le calcul du
disque, seule change la borne en zéro.

2) Des qu’il s’agit de vitesse penser au théoréeme de
I’énergie cinétique ou a la conservation de I’énergie.
L’expression de I’énergie potentielle d’une charge ¢
dans un potentiel V est ¢V.

Conseils

e Champ de pesanteur au sommet
d’'une montagne

1 Le champ de gravitation et le champ électrostatique
sont formellement identiques. Rappeler les grandeurs ana-
logues.

2 ¢ Calculer le champ électrique créé au sommet d’un
cone de révolution de hauteur / , de demi-angle d’ouver-
ture ¢ et uniformément chargé en volume avec une den-
sité uniforme p .

3 © On représente une montagne comme un cone de révo-
lution de hauteur /4 , de demi-angle d’ouverture « et de
masse volumique uniforme p .

Soit gy=— g,¢. le champ de pesanteur  I’altitude du som-
met O, loin de la montagne, et g, =— g,¢, le champ de
pesanteur au sommet de la montagne.

Distributions, champ et potentiel électrostatiques

Calculer Ag=g,-g -

Faire I’application numérique.

Données : p=3,0.10° kg.m™

G=6,7.10"" N.m.kg?, h=1km et a=30°.

Pour le calcul du champ, il faut utiliser un résultat
connu (ou facilement retrouvable) : le champ créé par
un disque d’épaisseur dz chargé en un point de son axe.
Une étude de la symétrie permet de limiter le calcul
de E (ou du champ de pesanteur) a celui d’une seule
composante.

Pour le calcul de §1 , il faut considérer le systeme
étudié comme la superposition de deux systemes
connus.

Conseils

0 Analyse d’'un champ
électrostatique (oral)

a) créé par des charges ponctuelles

A/
lh

)
((@)))

5]

1«

\\\

Le schéma représente les lignes de champ créées par cinq
charges ponctuelles numérotées de 1 a 5 de la gauche vers
la droite.

Le champ est nul aux points A, B, C etD .

Les lignes en traits épais issues de ces points sont égale-
ment des lignes de champ.

1 ¢ Déterminer les signes des cinq charges.
2 » Trouvez et justifiez la position des points de champ nul.
3 o Mettre des fleches sur les lignes non fléchées.

4 ¢ Analyser la symétrie du schéma. Quelles relations
peut-on en déduire entre ¢, , ¢,, g4 et gs?

5 ¢ En appliquant le théoréme de Gauss, déterminer la
relation liant ¢, et ¢; .
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b) créé par une distribution filiforme

s, champ et potentiel électrostatiques
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Le schéma représente les lignes du champ électrostatique
créé par des fils trés longs, uniformément chargés, perpen-
diculaires au plan de la figure.

1 ¢ Ou sont les plans de symétrie de la distribution ?

2 » Quel est le signe de la densité linéique de charge de
chacun d’entre eux ?

3 © Quel est le signe de la densité linéique de charge totale ?

4 » Lanorme du champ en A estde 100 V.m™ . Calculer
une valeur approchée du champ en B .

5 ¢ Que peut-on dire du champ au voisinage de point C ?

Les réponses a cet exercice sont entierement qualita-
tives, ce qui n’est pas synonyme de non rigoureux !
Comment les lignes de champ sont-elles orientées au
voisinage d’une charge ponctuelle ?

Si une ligne de champ relie deux charges, sans passer
par un point singulier de champ nul, que peut-on dire
du signe des deux charges?

Conseils
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En un méme point le champ peut-il y avoir deux
orientations différentes ?

Le champ électrique diverge a partir des charges
positives et converge vers les charges négatives.
Quelles isométries laissent le champ électrique inva-
riant? On rappelle que dans une zone sans charge le
flux de E ala méme valeur a travers toute section
d’un tube de champ, donc la ou les lignes se resser-
rent, le champ est plus intense.

8 Champ créé par un fil infiniment
long uniformément chargé
(INCONTOURNABLE)

Un fil a la forme d’un cylindre de révolution tres long (on
dira infiniment long) de rayon « ; il est chargé électri-
quement avec une densité volumique uniforme p .




1 Analyser les symétries du systéme. Que peut-on en
déduire pour la direction du champ électrique E (M) en un
point M quelconque de I’espace ? Quel est le systeéme de
coordonnées le mieux adapté ? De quelle coordonnée
E (M) dépend-il ?

2 » Donner ’expression du vecteur champ électrique E
en un point quelconque de 1’espace.

3 » Définir et calculer une densité linéique de charge A
pour ce fil. Exprimer E en fonction de A.

Que devient I’expression de E lorsqu’on fait tendre a
vers z€ro en maintenant A constant ?

4 ¢ Calculer le potentiel électrique V' en un point quel-
conque.

5 e Reprendre toutes ces questions pour un fil qui n’est
chargé qu’en surface, avec une densité surfacique unifor-
me O.

Pour calculer un champ électrique en un point M en
utilisant le théoreme de Gauss, il faut connaitre la
direction du champ en tout point et les grandeurs spa-
tiales dont il dépend. Il faut ensuite trouver, si elle
existe, une surface X _passant par le point M , telle
que le flux du champ E a travers X s’exprime sim-
plement par @ = aire X E(M) . On détermine enfin
E(M) en égalant cette expression du flux a celle qui
est fournie par le théoreme de Gauss.

On fera attention a bien distinguer I’intérieur du fil et
I’extérieur.

Lorsqu’il n’y a pas de répartition surfacique de char-
ges, le champ E est une fonction continue des coor-
données de 1’espace.

Le potentiel V' est-il toujours une fonction continue
des coordonnées de I’espace ?

Conseils

9 Charges uniformément réparties
entre deux plans paralléles

(INCONTOURNABLE)
Entre deux plans paralleles (infiniment étendus) de cotes
e e o
z=— 5 etz= 5 se trouve une charge répartie avec une

densité volumique uniforme et égalea p .

1 ¢ Quelle est la direction du champ électrique E?
De quelle(s) coordonnée(s) dépend-il ?

2 ¢ Quel est I’effet sur E d’un changementde z en —z?

3 ¢ En appliquant le théoreme de Gauss a une surface
judicieusement choisie, déterminer le champ FE en tout
point de I’espace.

Distributions, champ et potentiel électrostatiques

4 ¢ Calculer le potentiel V' en tout point de ’espace.

5 o Définir la densité surfacique o associée a ce systeme.
Exprimer E en fonctionde o.

6 © On fait tendre I’épaisseur e vers z€ro en maintenant
constante la densité surfacique o .

A
Que devient I’expression de E ?

7 » Retrouver I’expression de E obtenue en 3 par la
superposition de plans élémentaires, d’épaisseur dz, en
exploitant le résultat obtenu en 6.

ZA

SR

(ST

Quelles isométries laisseng le systéme invariant ? Que
peut-on en déduire pour E ?

On rappelle le principe du calcul de champ en un
point M par le théoreme de Gauss :

« trouver une surface fermée 2 passant par M , telle
que le flux de E soit une fonction simple de E(M) ;
o égaler les deux expressions du flux : celle qui
dépend de E(M) , et celle qui dépend de la charge
contenue dans .

¢ Si le champ E reste fini, le potentiel V' est une
fonction continue des coordonnées d’espace.

» Quelle est la charge surfacique élémentaire do
d’un plan d’épaisseur élémentaire dz ?

Conseils

@ Champ créé par une sphere
chargée en volume
(INCONTOURNABLE)

Une sphere de rayon a et de centre O est chargée élec-
triquement avec une densit¢ volumique p(r) qui ne
dépend que de la distance r au centre. On note Q la char-
ge totale de la sphere.

1 * Quel est le systeme de coordonnées le mieux adapté ?
Analyser les symétries du systeme. Que peut-on en dédui-
re pour la direction du champ €lectrique E ? De quelle
coordonnée E dépend-il ?

2 » Donner ’expression du vecteur champ électrique E
en un point quelconque de I’espace. On notera Q(r) la
charge contenue dans la sphere de rayon r .
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3 e La densité de charge p est uniforme. Expliciter E (M)
et le potentiel V(M) pour tout point M .

4 » Reprendre la méme question si la sphere est chargée
uniquement en surface, avec une densité surfacique o
uniforme.

Sur quelles surfaces le champ E a-t-il une norme
uniforme ? C’est avec de telles surfaces qu’il faut
appliquer le théoreme de Gauss.

On fera attention a bien distinguer les points situés a
I’intérieur de la sphere et ceux qui sont situés a I’ex-
térieur. N

Le champ E et le potentiel V sont-ils des fonctions
continues des coordonnées ?

Conseils

m Analogie gravitationnelle :
champ de pesanteur
dans une cavité sphérique

1 © On considere une sphere chargée de rayon R, de den-
sité¢ volumique de charge uniforme p . Rappeler I’expres-
sion du champ électrique en tout point M situé a I’inté-
rieur de la sphere a une distance r (r < R) du centre.

2 » Déterminer le champ de gravitation a I’intérieur de la
Terre, assimilée a une sphere de masse volumique p uni-
forme de centre O .

3 ¢ On imagine une cavité sphérique de rayon R’, et de
centre C situé a une distance & du centre de la Terre.
Déterminer le champ de gravitation en un point M de la
cavité.

Le champ étant a symétrie sphérique, il se calcule
simplement en appliquant le théoréme de Gauss.
Quelle est la charge Q(r) contenue a I’intérieur
d’une sphere de rayon r ?

Pour trouver les grandeurs analogues entre les
champs de gravitation et électrostatique, écrire cote a
cote les lois de Newton et de Coulomb.

La solution simple repose sur le principe de superpo-
sition. Il faut trouver deux distributions sphériques
dont la combinaison est identique au systeme étudié.
A noter : Garder I’ expression intrinséque des champs
au moyen des vecteurs-position.

Conseils

@ Modélisation d'un noyau

Du point de vue du potentiel et du champ électrique qu’ils
créent, les noyaux de certains atomes 1égers peuvent étre
modélisés par une distribution volumique de charge d
I'intérieur d’une sphere de centre O et de rayon a. On
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désigne par ¥ = OP, le vecteur position d’un point P
quelconque de I’espace. Pour r < g, la charge volumique
p(P) qui représente le noyau varie en fonction de r suivant

la loi:
2
pem(i-7)

ol p, estune constante positive.
1 ¢ Exprimer la charge totale Q du noyau.

2 ¢ Calculer le champ électrique E,(P) en tout point P
extérieur a la sphere (r > a).

3 ¢ Calculer le champ électrique E (P) en tout point P inté-
rieur a la sphere (r < a).

4 « Exprimer le potentiel V. (P) crée par le noyau lorsque
r>a.

5 e Exprimer le potentiel V,,(P) crée par le noyau lorsque
r<a.

1) La distribution est a symétrie sphérique.
Néanmoins elle est non uniforme, il faut donc calcu-
ler une intégrale pour obtenir la charge totale. Les
invariances permettent de poser une intégrale simple
et non multiple.

2) A D’extérieur d’une distribution 2 symétrie sphé-
rique, MEME NON UNIFORME, la distribution se
comporte comme une charge ponctuelle.

3) Dans le cas du champ intérieur on peut appliquer
le théoreme de Gauss. Pour calculer la charge inté-
rieure on peut reprendre le résultat de la question 1
pour une sphere de rayon 7.

4) 5) Enfin le calcul du potentiel s’obtient par intégra-
tion du champ en prenant V=0 al’infini puisque la dis-
tribution est finie et en assurant sa continuité en r =R.

Conseils

@ Interaction proton - électron
(Modéle de Thomson de I'atome
d’hydrogene)

Le centre d’une sphere de rayon R, chargée uniformément
en volume, portant une charge Q (Q > 0), est placé a
I’origine d’un repere R =(0; ;, f, l_c'). 1l régne partout dans
I’espace un champ EO =E, ¢, (E, > 0) uniforme.

1 ¢ Déterminer le champ E en un point quelconque de
I’axe Ox. Donner I’allure de E = f(x).

2 ¢ Une particule chargée de charge — ¢, ¢ > 0 et de
masse m est libre de se déplacer selon Ox. Montrer qu’il
existe deux positions d’équilibre sur I’axe Ox, a condition
que E, vérifie une certaine inégalité que 1’on donnera.

Déterminer le point A correspondant a une position stable.




3 o La particule étant en A, on I’écarte de a. Donner une
estimation de a,,, la valeur maximale de a telle que la
particule ait des oscillations sinusoidales autour de A.
Quelle est alors leur pulsation ?

4 » Application numérique pour I’hydrogene: R = 53 pm.

Bien considérer les cas: x <—-Ret x>+ R (oule
champ créé par la sphere devient celui d’une charge
ponctuelle), et —R < x <+ R ou le champ créé par
la sphere varie linairement en x. Revoir en détail
I’exercice 10 incontournable.

Pour trouver une position d’équilibre on peut raison-
ner sur I’extremum de I’énergie potentielle ou, ce qui
revient au méme, la nullité de la résultante des forces.
Une position d’équilibre stable correspond a un mini-
mum d’énergie potentielle.

Conseils

@ Champ, potentiel et capacité
d’un condensateur plan
(INCONTOURNABLE)

Soient deux plaques de surface S, dans le vide, chargées
uniformément avec des densités + ¢ et — o, planes et
paralleles distantes de e, formant un condensateur. On
considére que les plaques se comportent comme des
plaques infinies.

- T plaque (B)
z

plaque (A)

1 » Montrer que le champ électrique est uniforme dans les
trois zones de I’espace: z <-e/2,—e/2 <z <+e/2, et
z >+ e/2 en tout point de 1’espace.

2 ¢ En raisonnant sur I’expression du champ créé¢ par un
plan infini uniformément chargé trouver 1’expression du
champ entre les plaques et a I’extérieur.

3 » Pouvait-on arriver au méme résultat en appliquant le
théoreme de Gauss au champ électrostatique créé par I’en-
semble des deux plaques sans hypothése supplémentaire ?

4 » Donner I’expression de V(z) en prenant V(B) =0 et
V(A)=U.

Distributions, champ et potentiel électrostatiques

5 ¢ Quelle est I’expression de la capacité de ce condensa-
teur, c’est a dire le rapport C =Q/U avec Q = oS pour
la surface S des plaques ?

1) Une étude des symétries et invariances permet de
montrer que E est selon z et ne dépend que de z. A
partir de 1a on applique le théoreme de Gauss a des
surfaces situées en dehors des plaques.

2) Appliquer le théoreme de superposition en veillant
a bien orienter les deux champs créés par les deux
plaques. Distinguer les cas z > |e/2| et z < |e/2].
3)Bien se demander si les flux sortant des bases
«horizontales» de la surface de Gauss s’ajoutent ou
se retranchent, sont égaux ou pas. Remarquer que le
plan z=0 est un plan d’antisymétrie de la distribu-
tion donc E(z) =- E(-z) ici.

4) Chercher la primitive du champ pour trouver V(z).
Ne pas oublier les constantes d’intégration. Ou bien
exploiter la circulation entre A ou B et un point
quelconque entre les armatures.

5)Soit Q la charge portée par I’armature positive,
Q0 =CU or Q et U s’expriment facilement en fonc-
tion de E. Apres simplification il ne reste dans 1’ex-
pression de la capacité que les caractéristiques élec-
trique et géométrique du condensateur.

Conseils

@ Energie d’une liaison ionique

L’énergie potentielle du systeme (Na*,Cl") a pour expres-
sion E(r) = —q*/4neyr + Ag/4me,r?.

1 * A quoi correspond le 2¢ terme ? Quel est le signe de A?
Montrer qu’il est nécessaire a l’existence de positions
d’équilibre du systeme.

2 ¢ On donne r=241pm al’équilibre. Calculer E; 1’¢-
nergie de dissociation de la liaison entre ces deux ions.
Exprimer le résultat en eV puis en kJ/mol.

3 o Comment ces résultats peuvent étre changés pour le
cristal NaCl?

1) L’exposant suggere une interaction tres forte et de
tres courte distance. D’autre part pour qu’existe une
position d’équilibre il faut compenser la force d’at-
traction qui dérive du 1¢ terme par une force de
répulsion, ce qui implique A > 0.

2) A I’équilibre (stable) I’énergie potentielle est mini-
male. Dissocier la liaison revient a éloigner infini-
ment les deux ions. L’énergie a fournir est donc la
différence d’énergie des états lié et non lié.

Conseils
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o Etude des invariances et symétries

T1ea)Planz=0
La distribution est invariante par | translat_ipn selon x ou y donc
le champ ne dépend que de z : E(M) = E(z).

T+t (M, e,, e,)

TtM, e, e,)
M (x;, yis 2) :

M (x;, yi» 2))

ou

Tout point M appartient a deux plans de symétrie (M, E;, e)
et (M, 2;, E;) donc le champ appartient en M, a I’intersection
de ces deux plans : il est donc selon e.. Or M est choisi quel-
conque donc, en tout point, le champ est selon ?z :

EM)=E(@)e.. = =
Le(: p)lan g )= (z) est plan de T Ee l Eo
symétrie des charges, S

donc E(z) = - E(2). | By 1Ec
b) Cylindre de rayon R

Il'y a invariance par rotation autour de Oz et par translatlon le
long de Oz donc le champ ne dépend que de r : E M) = E ().
Tout point M appartient & deux plans de symétrie (M, i, ify)
et (M, 1., i,) donc le champ, appartenant a leur intersection,
est porté par i,. M étant quelcon_gue on peut conclure que le
champ est en tout point radial : E(M) = E(r) e

z -
Z
r M
ug
R
0] bk

¢) Boule de rayon R
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Il y a invariance par rotatlon d’ angle 6 ou ¢ : le champ ne
dépend que de r, donc E M) = E (r).

Tout pomt M appartlent a deux plans de symétrie
(M, i, itg) et (M, uq,, i) donc le champ E appartient a leur
1ntersect10n 11 est donc porté par i, . Le champ est radial :
E (M) = E(r) i,.

2e Il y a invariance par
& M

*.0 rotation d’angle ¢

0 autour de I"axe des x,

0 \ / donc E(M) = E(r, 6).

rqg 5 -q \qo X On peut étudier le

probleme dans le plan

(xOz), puis déduire le champ par rotation autour de cet axe et
E(M) E.(r,0)e, + Eq(r, G)ee
Le plan x = 0, médiateur des deux charges, est plan d’anti-

symétrie : en tout point de ce plan (6 =gz %) le champ lui

est perpendiculaire, il est donc parallele a I’axe des x, et
E(n—0)=-symE(6).

M/

— T :
E(V!E ---/A--::L-A/----M
0 & e
g \
+q y -q

Les plans y =0 (et z=0) sont plans de symétrie puisqu’ils
contiennent la distribution donc le champ appartient a ce
plan : on retrouve I’une des conclusions de 1’étude des inva-
riances : E = E e +Eqgey.

3 ¢ La distribution de charge est invariante par translation
suivant x et y donc : E(M) = E(z).

— z
Mlez
. =
Y £ +a
-p
y X
+p —a
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Tout plan (M, ¢,, ¢.) est plan de symétrie ainsi que tout plan
M, E;, ?Z), la distribution étant infinie da_I}s les deux direc-
tions x et y. On en déduit que le champ E, appartenant aux
plans de symétrie, est selon ¢. en tout point de 1’espace,
donc : EM) = E(z) ..

Le plan z = 0 est un plan d’antisymétrie donc

E(-z) = opp (symE(z)), ce qui se traduit par E(- z) = E(z).

(influence des charges < 0 prépondérantes car plus proches)
I E( 2)

+p

I Ecs

(influence des charges > 0 prépondérantes car plus proches)

6 Passage d’une densité volumique
a une densité surfacique

1 La répartition de charges est invariante par rotation
autour de I’axe Oz. En travaillant dans le systéme de coor-
données sphériques M(r, 6, @) ,ona E(M)=E(r, 0).
Travaillons dans le plan @ =0, c’est-a-dire le plan (xOz) ; soit
un point M dans ce plan. Le plan (M, Ox, Oz) est un plan de
symétrie des charges, donc E(M) est dans ce plan. Il en est
de méme quel que soit le plan ¢ = cte, donc :

EWM)=E,(r, 0)ii, + E¢(r, 0)ily. Le champ n’a pas de compo-

sante sur Up.

2 ° Remarquons que + p — p =0 : la densité volumique de
charges est nulle dans I’espace commun aux 2 spheres.

Pour avoir une répartition surfacique de charge, il faut étre en
présence d’une répartition volumique (« grande ») sur une
épaisseur « faible » : la translation a des deux spheres doit
donc étre petite devant R : a <<R.

das
N = a cosf
dé i
R si:n
% 0 ] alg
A A
0 o/ o=2r

S
&= .

Déterminons le volume d7 situé entre les 2 spheres, vu sous
un angle d@ ,entre 6 et 6 + d6 (¢ variant de 0 a 2m) :
dr=dS 2nR sin 0

avec dS=hR d6O et h=acos 6

soit dz=2maR? sin O cos O dO

La charge dg située dans cet élément de volume est :

dg =2mpaR? sin 6 cos 6 d6

>

de

<
1]
N
N

any

Déterminons sur une sphere de rayon R la surface dX inter-
ceptée (surface hachurée du document) par d@, entre 6 et
6 +dO (¢variantde 0 a 2m) :
dX =R d6 27R sin § = 21R? sin 6 d6.
La charge dg située sur cet élément de surface dX s’écrit
(avec une densité surfacique de charges o) :
dg = 0dX = 2noR? sin 6 d6.
L’identification des deux expressions de dg donne :
o= 0ycos 6 avec oy = pa.
Remarque : o, existe et est non nul si p tend vers I'infini
quand a tend vers zéro :
oy = lim (pa).

a—0

p e
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La répartition de charge est invariante par translation suivant
z donc E(M) = E(x, y) = E(r, 0).
Un plan z = cste est un plan de symétrie des charges donc
é appartient a ce plan :
EM) = E(x, )i, + E,(x, y),

= E,(r,0)il, + Eo(r, 0)ily
Le champ n’a pas de composantes suivant i, .

y

dS

>» X
y
RdO
R dX=RdOd,
de

LA e

& >

z X
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Pour avoir une répartition surfacique il faut que a <<R.
Travaillons en coordonnées cylindriques d’axe Oz : le volu-
me situé entre les deux cylindres, entre 2 plans de cotes z et
z +dz vu sous I’angle d@ est:

dr=dSdz avec dS=hRdO et h=acos 6

d’ott dz=Racos 8 dz et dg=pRa cos 6 dz

Sur le cylindre de rayon R la surface élémentaire interceptée
par les mémes plans est :

dX=Rd6 dz et dg=0R dO dz

ce qui conduita o= g, cos 8 avec O, = pa.

9 Détermination du champ a partir
d’une carte d’équipotentielles

Le plan du schéma est un plan de symétrie pour les charges.

I;e chaﬂ E est donc contenu dans ce plan. E est donné par
E=—gradV.

gradV est défini par dV = grad V. d¢, dV étant la variation é1é-
mentaire de V' liée a un déplacement élémentaire de.

Il en résulte (cf. cours) que le vecteur E en M est détermi-
né par :

e direction : normale aux équipotentielles ;

« sens : dirigé vers les potentiels décroissants ;

-

dv
e norme : 1 E ll= 0’ mesurée le long d’une ligne de champ.

On peut déterminer une valeur approchée, au point M , de
cette dérivée par :

AV _ V(M) -V(My)!
AL MM,

M, et M, étant deux points de
potentiels connus, appartenant
4 la méme ligne de champ que | V(M)
M et encadrant M . VM) M wh
* Point A : On trace la norma-
le aux équipotentielles passant
par A . Cette droite coupe les
deux équipotentielles les plus
prochesen A, et A,.
A=AA=6mm.AV=97-85=7V.

1By =AY < 12kv.m .
AC

Il E(M) =

s

—>M|
E

E(A) dirigé vers A,

ePoint B : A(=1,5mm,AV=7V,

Il EB) I = 4,7 kV.m" .
e Point C : A =3mm,AV=9V,

Il E(C) Il =3kV.m .
La ligne V = 0 volt n’a aucune signification particuliere ;
c’est la différence de potentiel entre deux points et non sa
valeur en un point qui a un sens.
De plus, les fils étant supposés infiniment longs, il est impos-
sible de poser V =0 a I’infini.
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G lonisation de I'atome
d’hydrogéne (exo d’oral)

1 ¢ La distance moyenne entre le noyau et 1’électron est de
Pordre de a =~ 10719 m.

L’électron est soumis au champ du noyau de charge
e =1,6.10"° C et au champ créé par une source extérieure
Eappliqué 0

Au niveau de 1’électron, le champ créé par le noyau est de
I’ordre de :

€

Ey= >=9.10°.1,6.107° /10 =10" V.m™" .

dneya
On peut admettre que ’ionisation a lieu si le champ extérieur
est comparable au champ créé par le noyau, soit
E 10" V.m™',

appliqué =

2 ° Le champ disruptif de I’air 3,6.10°V.m~! est le champ
maximal qui puisse exister dans 1’air, sinon 1’air est ionisé et
une décharge se produit.

11 faut donc appliquer a I’hydrogéne un champ tres important.

6 Interaction entre un anneau
et une charge (oral)

1 ¢« Analyse des symétries

Tout plan passant par I’axe (Oz) est plan de symétrie pour
les charges. On peut donc écrire, en un point de I'axe,
EM)=Ece, .

Le systeme étant invariant par rotation autour de (Oz) , les
coordonnées polaires s’imposent pour repérer la position
d’un point P du disque.

On utilisera aussi ’angle ¢ tel que tan@ = L (z,,>0).
M

+ Calcul de E par intégration
L’élément de disque qui entou-
re le point P, repéré par ses
coordonnées polaires (r, ), a
une aire dS et une charge :
dg=0dS.

Cet élément crée en M un
champ :

dE = dEZ. + dEZ, .
Comme le champ total est
parallele a EZ, on ne calcule
que cette composante :

dE, = 1 odS C(2)S(p.
© 4mney, PM

PM= M. dS=rdedr; r=z,tan ¢;
cos @

par invariance on peut étendre dS a 2mr dr : tous les élé-
ments du disque de rayon r contribuent également a dE.,.

d .
Qo dr= 2P o dg=omzp S0E gy
cos” ¢ cos® @
Ce qui donne :
dE. = osin ¢do
: 26,
z .
et: E= dE. = M
: 2¢,
disque 0=0

L’intégration est immédiate, et on obtient :

—_ o N
E=—->((-cosae, (z > 0).
2¢g, "
Dans le cas du disque évidé il faut sommer de
R, R,
oy =atan — a o, = atan —.
M Zu

On obtient E = -2 (cos o — cos a,)e,
2¢,

_ Ozy 1 1 z
26g \VR3+z3 R +z} )~

2 ¢ e systeme est conservatif : on peut appliquer soit le

théoreme de 1’énergie cinétique, soit la conservation de

I’énergie mécanique pour arriver rapidement au résultat.

En(z) = % Mo + qV(z)

avec V(z,) potentiel créé par I’anneau en z,.

Si v, est la vitesse minimale, la particule arrive avec une
vitesse nulle en z = 0.

Son énergie vaut alors

E,(0) = ¢V(0)

On en déduit que v, = \/ 2] (V(0) = V(zy))
m

Or V(O)—V(z@:ﬁoﬁ.d_é: fO'OEdz=c

Calculons la circulation C de E de 0 a z,.

Kl % zdz B zdz
260 (R} +zH)2 (R} +zH)

= f AR + 2~ (R + )2
2& N0
vs O [ 2 [ el
d’ou C= g {[\/R% + 22]0 - [\/R% + 22]0 }

o -
=E<¢R%+z%—JR%+z%+R2—R1>
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@ Champ de pesanteur au sommet

Distributions, champ et potentiel électrostatiques n CORR|GES

d’'une montagne

1 * Entre ces deux champs on a les correspondances suivan-

tes :
électrostatique gravitation
= champ <
S (=g pour le champ terrestre)
charge ¢ masse m

densité volumique

masse volumique p

de charge p

constante K = constante — G

4me,

2 ° On considere la tranche d’épaisseur infinitésimale dz et
de cote z et d’aire S(z) . Sa densité surfacique est :
charge S(z)dz
do= —g = & = de

surface S(z)

Le champ créé en un point de son axe par un disque de den-
sité surfacique uniforme o est dirigé selon 1’axe et a pour
norme (cf. le cours et I’exercice 5) :

E= i(1 —cosa).
2¢g,

Le champ créé en O par la tranche dz est donc :

dE = dE?,, avec dE= p—dz(l—cosa) .
2¢,
L’angle o est ici identique pour toutes les tranches. 11 suffit
donc d’intégrer dz , et on obtient :

E(O) = %(1 —cosq).

3 © On peut considérer le systéme comme une superposition
de distributions fictives de masses (cf. schéma ci-dessous).
D’apres le résultat précédent et I’analogie entre les champs
électrostatique et de gravitation :

g=2nGph(l-cosa).
Etdonc g, =g, +¢ ,dou:

Ag=2nGph(l-cosa).
Numériquement, on obtient Ag = 1,1.10° m.s?.
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Méme si la forme de la montagne est irréaliste, on a 1a encore un
ordre de grandeur correct. Cette variation de g est mesurable.

z
Op&:

0 Analyse d’'un champ
électrostatique

a) créé par des charges ponctuelles

1 © Le champ est convergent au voisinage d’une charge néga-
tive et divergent au voisinage d’une charge positive. Une
ligne de champ qui ne passe pas par un point de champ nul ne
peut donc pas relier deux charges de méme signe. On déduit
ainsi de 1’analyse du schéma :

>0, >0, ¢3<0, ¢,>0 et gs>0.

2 o Les charges ¢, et g, étant de méme signe, il y a néces-
sairement un point ou le champ est nul sur le segment qui les
relie. I en va de méme pour ¢, et gs: les points C et D sont
respectivement ces deux points de champ nul : en ces points
se croisent deux lignes de champ ce qui n’est possible que si
le champ y est nul.

C’est ce méme raisonnement qui permet de dire qu’en A et
B le champ est aussi nul.

3 o Sur le cercle, les quatre quarts sont orientés : de C vers
A,de D en A,de C vers B,de D vers B. A l'intérieur du
cercle : de A vers O, de B vers O. A 'extérieur du cercle :
de A vers A',de B vers B'.

4 » Le plan passant par la charge centrale et qui est normal a
I’axe qui porte les charges est plan de symétrie. On en déduit

que ¢gs = q; et q4 = g5 .

5 ¢ On considere la courbe fermée formée par les quatre
lignes de champ qui relient les points de champnul A, B, C
et D . Cette courbe engendre une surface fermée X par rota-
tion autour de I’axe qui porte les charges. Sur X', le champ
est en tout point soit nul, soit tangent. Le flux de E atravers




@ Distributions, champ et potentiel électrostatiques

2 est donc nul. D’apres le théoreme de Gauss, la charge tota-
le enfermée dans X est nulle. On en déduit :
¢ + g3 + g, =0 ouencore 2¢,=—q;3 .

Remarques

Si la relation était 2 q, > — qs, alors des lignes de champ
issues de g, (et de q,) partiraient vers I infini.

Dans le cas 2, ¢, < — q3 , alors des lignes de champ issues de
qs viendraient de Iinfini ou des deux autres charges.

b) créé par une distribution filiforme

1 ¢ Le plan du schéma est plan de symétrie, ainsi que le plan
qui contient les trois fils. Le systeme est également invariant
par translation parallelement a la direction des fils.

2 » D’apres le sens des lignes de champ, ou en considérant
que le flux de E a travers un cylindre qui entoure le fil de
gauche est positif. On en conclut, d’apres le théoreme de
Gauss, que ce fil est chargé positivement.

De méme, on voit que le fil du milieu est chargé négative-
ment, et le fil de droite positivement.

3 © On considere un parallélépipéde dont la base est consti-
tuée par le plan du schéma, et de hauteur (parallele aux fils)
égalea h.Le fluxde E a travers les deux bases est nul (£
est parallele au schéma) et, d’apres Iorientation des lignes de
champ aux points considérés, le flux de E a travers les qua-
tre autres faces est positif. D’apres le théoreme de Gauss, on
peut en conclure que la somme des charges situées a 1’intérieur
du parallélépipede est positive. La charge totale des fils est
positive (les lignes de champ divergent loin des fils).

4 ¢ Les deux lignes de champ qui encadrent A (et B) ainsi que
celles obtenues par translation de / vers « le haut » qui enca-
drent A’ (et B') permettent de définir un tube de champ avec
deux sections rectangulaires d’aires S, = he, et Sp = hep.
Dans cette zone il n’y a aucune charge (les charges sont loca-
lisées sur les fils), donc le flux de E a travers ces deux sec-
tions a la méme valeur. Si les largeurs e, et ey sont prises
orthogonales au champ, et si on suppose que le champ est
quasi uniforme sur chaque section :

E(A) he, = E(B) heg .
On mesure sur le schéma : ¢, = 6 mm et ez= 11 mm . Donc
E(B)=55V.m™.

5 e Les tubes de champ deviennent trés larges au voisinage
du point C ;le champ y est donc tres faible, en comparaison
du champ dans les autres zones.

Remarque : Il existe, prés du point C, un point de champ nul :
la somme vectorielle des champs créés par les trois fils est
nulle.

9 Champ créé par un fil infiniment
long uniformément chargé
1 Le systtme de coordonnées adapté est un systeme de

coordonnées cylindriques (r, 6, z) dont 'axe (Oz) se
confond avec I’axe du fil.

Tout plan contenant I'axe
(Oz) est plan de symétrie ; E <£
est donc contenu dans le plan
€ ,e).
Le fil étant infini, tout plan
normal a (Oz) est _{:galement 5,
plan de symétrie : E est donc
contenu dans le plan @, ,ep.
E est _(jonc orienté comme ¢, : M, |5
E(M)=E( 6,2)¢,. —
Le systeme est invariant par z,
rotation autour de I’axe (Oz) .
E est donc indépendant de 6.
Le systeme est invariant par
translation parallele a I’axe J
(Oz) . E est donc indépendant
de z. .
En conclusion, E (M) = E(r) a .

2 * La norme de E est invariante sur une surface cylindrique
2, ,de rayon r etde hauteur & quelconque, passant par le
point M . En lui ajoutant les bases 2, et X;, on fabrique une
surface fermée X. Le flux de E 2 travers X s’exprime tres
simplement en fonction de E(r) . -
e Le flux de E atravers les bases 2, et 2; est Llul, car E
est parallele a ces surfaces. Le calcul du flux de E a travers
2 se limite donc a la surface 2 .
»Lanormale a %, , orientée vers ’extérieur de X, se confond
avec e,.E alaméme valeur E(r) en tout point de la surfa-
ce X, dont I'aire est égale a 2 w r h. On peut donc écrire :
O=2nrhEQ).
L’autre expression du flux @, obtenue par le théoreme de
Gauss, est différente selon que le point M est a I’intérieur ou
a I’extérieur du cylindre chargé :
e si r<a (point a I’intérieur), la charge contenue a I’intérieur
de Test Q=pmrih:

prr?h

D= =2nrhE(r);

&

ds N _._ pr = 8
ou E—z—er pour r<a;
€
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esi r>a (point extérieur, comme sur la figure), la charge
contenue a I'intérieur de X est Q=pna’h.

2
o=L" N o hEG

&
N 2
don E =24 €. pour r>a.
2¢gyr
e e charge
5 e Par définition : A= ——=—.
longueur

Une longueur / de fil occupe un volume V=7 a?h et contient
une charge Q=pna*h,etdonc l=pma.

- Ar
Dou: E= >—e, sl r<a
2ra’g,
= A
et E= e. sl r>a
2meyr

Lorsque a tend vers zéro a A constant, le champ a I’exté-
rieur garde la méme expression. Le champ au niveau de la
surface tend vers I’infini.

Remarques

e Le cas limite du fil infiniment fin (filiforme) correspond a
une densité volumique infinie et a un champ infini au niveau
du fil.

 Pour ce cas limite, on peut calculer directement le champ en
écrivant que la charge contenue a lintérieur de X est égale
a Ah.

4 ¢ Connaissant E(r) , on peut déterminer V(r) par intégra-

tion :
E=—grad V=——c¢,.
dr
V' est donc une primitive de — E(r) :
Ar? .
=——>—+C sir<a
4ma” g,
A roo.
et V=- In— sir>a,
2rey 1
en prenant un potentiel nul pour r = ry.
. A a 1
V' étant continue, C =— In———|.
2mey| o 2

Remarque : L’ expression de V montre bien qu’il est impos-
sible de choisir la constante d’intégration par la condition
V =0 pour r infini, car il y a des charges a linfini.

On peut choisir 7y, =a pour « simplifier » I’expression de V.

5 e« Les symétries sont identiques, ainsi que I’expression du

flux en fonction de E(r).

*Si r<a (point a 'intérieur), la charge contenue a I'inté-

rieur de X est nulle : oL
D=0=2nrhE®r);dou E=0.

* Si r>a (point extérieur), la charge contenue a I'intérieur

de XY est Q=02nah.
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2 -
o=228 o hEG): don B=27 |
& &r

Une longueur £ de fil contient une charge Q = c2nah , donc :

charge
- U8 _Gona.
longueur
- N .
On retrouve donc E = e. sir>a.
2meyr

Le potentiel garde la méme expression a I’extérieur, et il est
uniforme (champ nul) a I'intérieur :

A ro.
V=- In— si r>a
2ne, 1
A a .
et V== In— si r<a.
2ne, 1

La encore on peut choisir 7, =a sil’on veut.

o Charges uniformément réparties
entre deux plans paralléles

1 © Tout plan parallele a I'axe Oz et passant par M est plan
de symétrie pour les charges. £ est donc parallele a ¢, .

Le systeme est invariant par toute translation parallele a e,
oua E'y . On en conclut que E =E(z) ¢, .

2eleplan z=0 estplan de sy_.métrie. Si M et M’ sont
deux points de cotes z et —z, E (M’) est symétrique de E
(M) , soit E(—z)=—E(z). E(z) estdonc une fonction impai-
re et on limite les calculs au cas z>0.

3FE est uniforme sur toute surface orthogonale 2 e, . On
choisit donc comme surface de Gauss X un cylindre de base
orthogonale & &, , passant par le pgint M de cote z etle
point M’ de cote —z.Lefluxde E a travers | la partie de X
qui est parallele 2 e, est nul, et les flux de E a travers les
deux bases sont égaux a S E(z) .

-Eé,

* Premicre expression du flux :
D=2FE(z) S (pour z>0).
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«Cas z> £
2

le cylindre découpe dans la zone chargée une « rondelle »
d’aire S et d’épaisseur e . La charge interne a X est donc
0 = p S e . La deuxieme expression du flux est donc :
o= 25¢.
€9
En égalant les deux expressions de @, on obtient :

= 2o e - e ., . e
E=p—ez S1z> — et E=—p—eZ Siz<——.
2 2 2

2¢, &
«CasO0<z< & :
2

le cylindre est entierement plongé dans la zone chargée. Il
découpe dans celle-ci une « rondelle » d’aire S et d’épais-
seur 2z (si z>0).

La charge interne a S estdoncQ=2pSz.

La deuxieme expression du flux est donc :

®=2P5% (our z50).
&
En égalant les deux expressions de @, on obtient :
E=Pz.
&

Les valeurs de E(z) pour z <0 se déduisent de :
E(-z)=-E(2).

Conclusion :

E= _ﬂgz si z< £, (le champ est bien dirigé

& 2 selon — ¢, pour
e
- o . e e > P J———
E=ﬁe sl _E<Z<_; U=z 2
& puisque z y est négatif)

= e .

E =p—e, si z> &

2¢g 2

4 ¢ Le potentiel s’obtient par intégration de E(2) :
E =—gradV , donc E(z)= 4z 3
z

V(z) est une primitive de — E(z) . On obtient :

-V=ﬁz+C1 si z< —E;
2 2

€

pz? e e
oV=—"—+C, si ——<z< —;

2¢, 2 2
'V=—ﬁZ+C3 si z> &

2¢, 2

La fonction V(z) étant continue :

2
C1=C2+p_e et C3=C1.
8¢,

On peut faire le choix de C, =0 pour « simplifier ».

charge
surface

un volume V =S e, et renferme une charge 0 =pSe.On
en déduit o= p e . Le champ s’exprime alors par :

. Une rondelle d’aire S a

5 o Par définition : 0 =

= (o2 . e
cE=——-0rc¢, S1 z<——}
2¢, 2
= VA . @ e
sE=—2¢, Sl — 7 <z< —;
g e 2 2
= o . e
o [ = ?Z S1 2> —,
2¢, 2

6 ° Le champ a I’extérieur qui ne dépend que de o reste
inchangé lorsque e tend vers zéro. A la limite (¢ = 0) le
champ subit, a la traversée du plan z =0, une discontinuité

d’amplitude <

&
AE(z)
e
2¢,
L,
_£€ e z
2 A 2
-0
2¢g,
7 e
z
ef2
xZ] pdz
x M(z)
—e/2
2 pdz
Le plan de cote z; crée un champ b en z > z;, un champ
&
_pd enz <z, donc
28
pour z > £
2
e/2
Eo=[ +PL_p_o

Len 28 26 28&
pour ~fa<ct
2 2

Eg=[ 2% +f/2_p_dz=£_ﬂ
4

—e2 E 2¢, & - eg
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@
pour —— >z
2

e/2
E(z) = _pdz__pe__ o

—e2 2§, 2¢&, 2¢,

@ Champ créé par une sphere
chargée en volume

1 e Le systtme de coordonnées adapté est un systeme de
coordonnées sphériques (', 6, @) .

Tout plan contenant le centre O est plan de symétrie ; en M
le plan de la feuille ?e(M R _?,., 59) est plan de szmétrie ; ainsi
que le plan (M, e, Z¢) ;. E estdoncradial : EMM)=Ee,.

M .
.
o R

€q

Le systéme est invariant par rotation autour de tout axe pas-
sant par O . E est donc indépendant de 6 etde ¢.
Le champ électrique est donc de la forme E = E(r) €, .

2e

E

p)

E(r) est uniforme sur la sphere X de rayon r passant par le
point M .
La normale a X', orientée vers I’extérieur de X', se confond
avec e, .
L'aire de X est égalead mr?.
Le flux de E atravers X s’exprime donc tres simplement en
fonction de E(r) :

DP=47nrrE®r).
L’autre expression du flux @, obtenue par le théoreme de
Gauss, est différente selon que le point M est a I’intérieur
ou a I’extérieur de la sphere chargée :
e si r<a (point a I’intérieur), la charge contenue a I’intérieur
de X est Q(r):

o) - D)

o==—r, dot E=—=¢;
& 4meyr
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*si r>a (point extérieur, comme sur le schéma), la charge
contenue a l'intérieur de X est la charge totale Q :

o-£ ao F-—2 2.

& 4meyr

A Pextérieur d’une distribution 2 symétrie sphérique, le

champ électrique est équivalent au champ créé par une char-
ge ponctuelle située au centre de la distribution.

3 ¢ Si la densité volumique de charge est uniforme, Q(r) est
proportionnelle au volume de la sphere de rayon r, soit :

3
or)= Qr—3 pour r<a.
a

. = r
On obtient donc E = %Z"r pour r<a etune expres-
T 80 a
sion inchangée E = LZ{ pour r>a.
dmeyr®
TEyT

Le potentiel s’obtient par intégration du champ :

E=—grji.V,donc E(r)=—(jl—v.
,,

Si r>a avec V— 0 pour r — oo, la constante d’intégration

2
estnulle et V= 0 r<<a et VZ—Q—’3+C.
dmeyr 8meya
Le champ restant fini (et continu), V(r) est continue en a ,
3
dou C= 0 .
8neya
A
3 Q
2 4mega V(r)
Q
drega
Q
dmega?y  EW)
a r

Champ et potentiel créés par une sphere
uniformément chargée en volume

4 ¢ Le potentiel et le champ ont méme expression a 1’exté-
rieur (r > a) . En revanche, Q(r) est toujours nul a I’inté-
rieur ; d’ou :

« B(r)=—2

—_—= V=
4meyr?

4meyr

si r>a;

cE(r)=0cet V= 2 0 (uniforme) si r<a .

11380(1

Le champ est discontinu mais fini. Le potentiel reste donc
continu.




@ Distributions, champ et potentiel électrostatiques

On remarque que la discontinuité du champ :

E(a")-E(a’)=

5 estégale a 9 avec o égalala
41'58011 £ ’

densité surfacique de charge.

m Analogie gravitationnelle :
champ de pesanteur
dans une cavité sphérique

1 © Le principe de la solution est le suivant :
Par analyse des symétries E = E(r) e, .
Soit X la sphere de rayon 7, avec r<R.

) 4
2 contient la charge Q(r) = p X volume = gn rp.

On applique le théoreme de Gauss a X :
o)

&

Anr’ E(r)=

Dot le résultat : E = ;)_r ‘€. pour r<R.
&

2 ¢ Le champ électrostatique et le champ gravitationnel sont
formellement analogues. Le champ de gravitation en un point

—

intérieur est G =%9(r)e. , avec :

‘Q(r)=—4TEG§rE',. ou @(M)=—4nG§07.

G est la constante de gravitation universelle qui correspond

N

dans I’analogie.

4me,
3 ¢ On affecte I’indice 1 au systeme étudié, I’indice 2 a la
Terre sans cavité et I'indice 3 a une sphere pleine de masse
volumique p occupant I’espace de la cavité. On peut consi-
dérer que (2) est la superposition de (1) et (3) :

2 ) 3

La superposition des distributions implique 1’addition des
champs : . . .

G (M) =G (M) + G 5(M) .
D’apres la question 2) :

G (M) = —4nG§07 et Gy(M) =-4nG§c7.
On obtient donc, en remarquant que OM —CM =0C :
< (M) = —4nG§ ocC.

Le champ de gravitation est donc uniforme dans une cavité
sphérique, quel que soit son rayon.

@ Modélisation d'un noyau
1 ¢ La charge dg com-

prise entre deux spheres S=4nr?
de rayon r et r+ dr
c’est-a-dire dans le
volume d7 = 4nr? dr P

s’exprime facilement,
la densité y étant uni-
forme et égale a p(r).

dg=pdr=pxdnr>dr

La charge totale s’obtient donc en sommant toutes les contri-
butions :

a ) a 2 )
0 =f0p(r) 4nr dr=Lp0 (1 - ¥)4Tcr dr

3 3 8na’
A (a_ _ a_> _ [t

PO\ TS 15

2 ¢ En tout point extérieur a la sphere E= _Q u,
Ameyr?
3 Yo’ 5 Yo o

or —Q - _PoBTa__ 2pa Ny . < L)

dngr?  15.4ngr? 15gr? 15¢,r3

3 e Le champ est radial et ne
dépend que de r : on peut
appliquer le théoréme de
Gauss en une sphere de rayon
r pour surface de Gauss.

En un point M de la surface

de Gauss, on a bien ‘

E.dS = E.dS et E uniforme e
sur toute la surface =

alors j%( E.dS = 4nr? E(r).

@ine €5t la charge comprise dans la sphere de rayon r
soit, en reprenant le calcul fait en 1., en intégrant de 0 a r :

pO 4TC (5’,3 _ i‘s)

Gint = 15 a2
po4n <5r3 - %) X
donc E()= — 4~ Po (L _ r_)
15.4mg,r? & \3  5a°

- 24
Ny (L_r_)y
& \3  Sa®

- - 2 o
On vérifie la continuit¢ de E enr=a: E(r=a) = Pod -
15¢,
2003
AdeV(r)=- f Edr+cte= % avec V(eo) = 0.
15¢yr

Ou encore en prenant la référence de potentiel V(eo) =0
2p0a3
15gr

alors V. (r) =— J Edr=
L
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3
S'Vim(”)=—fEdr+cte=—J& (L_’_>dr+cte
& \3  5a°

) 4
Vo n=-2 (’— - ’—) + cte.
& \ 6 204’

La constante est obtenue par continuité soit

2 4 >
V@)=Vt =~ 0 (£ ) o 20
&

6  20a? 15¢,
2
soit cte = 2 <i+ l_L)= Pod
& \15 6 20/ 4g
3 2
11 vient : Vi, (r) = — Po (r_ __r )+ Pod
& \ 6 204> 4g,

P <_ LR a_2>
g\ 6 20a> 4/
a
On aurait pu aussi calculer V() = Vo (r=a) =- f Edr.
L

(B Interaction proton - électron
(Modele de Thomson de I'atome
d’hydrogéne)

1 © Déterminons le champ E  créé par la sphere uniformé-

ment chargée ; E, est radial et ne dépend que de r :

El =E\(r) i,.

Pour r > R tout se passe comme si la charge totale de la

0
&F

sphere était en O, soit : E(r) = n

- pour r > R.

Pour r <R, I’application du théoréme de Gauss donne :

3
E((r) 4nr2 =0 # soit E,(r)= —2— r pour r<R.

4ngR
On pourra se reporter a I’exercice 10 (incontournable) pour
un calcul plus detallle
Sachant que E= EO + El, cela donne sur I’axe Ox :

x<-R -R<x<0 0<x<R x>R

Ey|  E, Eq i, Ey i, Eq i,
- 0 - 0o - or - 0 -
-5 Uy XUy Uy Uy

E dmgx® | 4dmgR? 4mgyR? 4meyx?

o |[Bom s ot | (Bt (o s
Ey— MEo+ | Eo+ | Eo+ N
E, (0 amee?) V0T amg R )\ dme ) |\ gmga?)”

E(x)
Y
EO + 47[80R2
Ey
\ R
ANYB +R X
\E 0
0" 4re k2
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2 e La particule — ¢ est_'soumise a la force — gE dont la
résultante est nulle si

E, <

E = 0. Ceci n’est possible que si

Q pour que les deux points A et B existent. Il
4me,R?

existe donc deux positions d’équilibre si E, < Q .
4me,R?

Pour étudier la stabilité déterminons 1’énergie potentielle de
la particule, E, = — ¢V :
X<-R:V=-Epx-—2 _gr-_2

4meyx 4meyR
exemple V=0 en x=-R.

en prenant par

2

_R<x<0:V=-Ep- -2 _pr+_—2 e
81e R 8me R

prenant a nouveau V=0 en x=-R.

L’allure de V(x) est la suivante :

V()

e
!

\

=
[ G S

=

o

=

En effet, étudions les concavités pour x en A et B:

x<—R:d—V=—E0+ g s Xy =— g
dx Ameyx? AngE,
2
[ETE 0 pour x <0 donc la concavité est
dx? dmg »°
vers le haut en particulier en x,.
3
_R<x<0: W __p__0O ., __56ER
dx 4mg,R3 0
2
av == Q0 < 0 Vx, donc la concavité est vers le bas.
dx? 4neyR3
Sachant que E, =~ ¢V, la position d’équilibre stable est en B
3
avec xp=— %.

3 ¢ Le mouvement de la particule est donné par les solutions
de I’équation différentielle :

2
md—x=—qE=—q(E0+ O )

dr? 4mgR?
Posons y = x — xz, cela donne :
s =B T T
=—qglE, + dL B
e T TN 4ngyR? Y 4dngyR3
=— 4q_Q3 y (y =0 estla position d’équilibre)
nER
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Le mouvement sera bien un mouvement sinusoidal si la par-
ticule reste dans le domaine —R <x <+ R. A est toujours
4dngRE,

0
a, estau maximum égal a R si E,=0.
Cherchons la pulsation @, du mouvement :

entre —R et 0,donc a, =R -

5= 4990 et wy= L
41t€0mR3 47580mR3
-19)2 (] 12
4°AN.: wo:[ (1,610-"%)*.910 ]
910731.(53)3.107%

Cette modélisation rend compte du comportement de I’électron
de I’atome d’hydrogene dans le modele de Thomson ot la char-
ge du proton est uniformément répartie sur le volume de I’atome.

m Champ, potentiel et capacité
d’un condensateur plan

1 » Commengons par étudier les symétries et invariances :
les plaques se comportant comme des plaques infinies, le sys-
teme de charge est invariant par translation suivant x et y,
donc le champ ne dépend que de_'z :
EM) = E(2).
Soit un point M de I’espace, tout plan perpendiculaire aux
plaques et passant par M est un plan de symétrie des char-
ges,donc E est suivant L_[z :
EM)= E@) 7.

Le plan z=0 estun plan d’antisymétrie des charges donc
E(-2)=+E(Q).
Prenons les 3 surfaces de Gauss ci-dessous : il n’y a aucune
charge a I'intérieur de ces surfaces donc :
[Bzy) - E(zp)] dS =

&
soit E(z) = E(z,).
Le champ électrique est uniforme dans les 3 zones, mais n’a
pas nécessairement la méme valeur.

z

[ N A,

D
0 ds
22 ............

2 * Rappelons qu’un plan infini uniformément chargé crée

o
un champ — :
g 2

O' —
= u,
2¢y
plan infini
charge 0> 0
ON
2gy

Superposons les différents champs :

composante plaque plaque ensemble
du champ chargée chargée des
suivant i, o +0 2 plaques
> £ -9 a |+ %0 0
28 28
<+ 9 |+ %R 9
2 2 2¢, 2¢ &
< £ _Ch 0| - HCh 0, 0
2 2¢&, 2¢&,

On retrouve bien des champs uniformes dans les 3 zones.

3 eLeplan z=0 est plan d’antisymétrie donc

E@) =+E(2)

Considérons une surface de Gauss qui traverse les deux
plaques

Eg) I T ds,
-0
— + O

Ec;

ds,

j%(E(ro_S , o8 =o=ﬂ5(z).d“sl
& &
+JIE(Z).£2

=+E@)S-E(2)S

=0!
On ne peut que vérifier
E(z) = E(- 2).
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Considérons une surface de Gauss « a cheval » sur une des
plaques

ds, ﬂEaz)
---d12p
ext
_o' 5 t
m =4
TE(zo
---{z
l ds)
ﬂﬁ.&':— O B S+EqS
&

La encore on ne peut obtenir que E — Ej.

En posant comme hypothese supplémentaire que le champ est

o
nul en dehors du condensateur, on retrouve alors E = —
&

entre les plaques.

A°F=— gradV =>dV=—E.dl =—E dz

dott V=="2% 4 cste.
&

V(£)=o = oste 2% = V=2 (i-z).
2 2¢, & \2

5°C=2 or Q=0S
- 0

S R e

don C= &S
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@ Energie d’une liaison ionique

1 ¢ Le 2° terme est un terme de répulsion entre les deux nua-
ges électroniques de méme signe des deux ions (non interpé-
nétrabilité des atomes), A est donc > 0.
La position d’équilibre (stable) est celle du minimum d’éner-
gie potentielle.

) dE -
Elle est donc solution de d—rp =0 : on voit bien que sans
le 2° terme cette dérivée ne s’annulerait pas.

2 ° ﬂ = 0 & q—2 — 91‘]
dr dngyr?  dmgyr'®
2
-9 [1 _ M} -0
Ameyr? rs
donc & équilibre 29 = L
)
2
alors Ep(eq)=_ /A Aq 5
dngry  AnEreg
=L [1 Mg 08¢
4n80req rgq 47t€0req
Quand les deux ions sont infiniment éloignés I’un de 1’autre
Ep r— oo 0

L’énergie de dissociation est I’énergie qu’il faut fournir pour
¢loigner indéfiniment les deux ions d’ou :

0,884
E=0-E, =2
d peq) 41‘580req
—19
soiteney O88XLO1077 o o150 5956y
241.10- 12

soit en kJ.mol~! x 1,610~ x 6,02 10% = 506 kJ.mol~'. La
liaison ionique étant la plus forte on a le bon ordre de gran-
deur.




Le champ magnétique
permanent

* Maitriser I’étude des symétries et invariances d’une
distribution de courants.

- Utiliser, a bon escient, la loi de Biot et Savart ou le
théoréme d’Ampere.

« Etude du champ magnétique vu dans le secondaire.

EEEENENEENERNNRERELY LES OUTILS MATHEMATIQUES

 Construction du symétrique d’un vecteur.
» Opérations de symétrie.

* Produit vectoriel.

 Dérivation — Intégration.

« Loi de Biot et Savart

La contribution au champ magnétique en M d’un élément de courant / d€ situé en P est donné,

en régime permanent, par la loi de Biot et Savart :
S 1depy -~  PM
dB(M) = Ho #ezm (epy = Ll vecteur unitaire dirigé de P
an PM vers M ).

Le coefficient u, vaut exactement i, =4 110”7 H.m™! (H désigne dl
le henry, unité d’inductance). epm
L’unité de champ magnétique est le tesla (symbole : T).

e Les 3 vecteurs d €. , gpM, dB forment donc un triddre direct. dB(M)

e Le champ magnétique terrestre est de 1’ordre de 107 T. M

«Symétries du champ magnétostatique

e Une transformation, qui laisse invariant le systéme de courants, laisse également invariant le
champ magnétique.

e Un plan [7 qui est plan de symétrie pour les courants est plan d’antisymétrie pour le champ B:
— au point M’ symétrique de M par rapport au plan I7, le champ magnétique B (M’) est opposé
au symétrique du champ B (M) ;

— le champ magnétique B est perpendiculaire a I7 en chacun de ses points.
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Le champ magnétique permanent ESSENTIEL

\\\ w M/ﬁ(M) L-M
B(M’)
I1 I1

e Un plan IT* qui est plan d’antisymétrie pour les courants est plan de symétrie pour le champ B:
—au point M’ symétrique de M par rapport au plan /7* , le champ magnétique B (M’) estégal au
symétrique du champ B (M) ;

— le champ magnétique B est contenu dans IT* en chacun de ses points.

B

B(M’;;\ /M‘ BM) M

(.~

I7* Ik

o Ces propriétés se résument en affirmant que le champ magnétique est un objet tridimensionnel qui
a les propriétés de symétrie d’un vecteur axial ou pseudo-vecteur .

Comme en électrostatique, 1’analyse des symétries doit précéder tout calcul de champ ; elle peut per-
mettre de prévoir la direction du champ ainsi que les coordonnées adaptées au systeme.

« Flux magnétique tube de champ

o Le flux du champ magnétique a travers une
surface fermée est toujours nul.

o Le flux du champ magnétique garde la méme 2¢ section

valeur a travers toutes les sections d’un méme (52
tube de champ ; le champ magnétique est a flux
conservatif.
17 section
. ()]
q SPITES
e Le champ magnétique en un point de 1’axe P
(Oz) d’une spire circulaire (centre O |,
rayon R) a pour expression : R = Bon
o M z

B(M)=B(O)sin’ &
avec §(O)= 'uLIZ"Z .
2R
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Le champ magnétique permanent

e Soit un solénoide infiniment long, d’axe (Oz) , comportant n spires régulierement réparties par
unité de longueur, chacune étant parcourue par un courant d’intensité [ :

— le champ magnétique sur I’axe (et a I'intérieur) vaut :
B=pynle.;
— le champ magnétique a I’extérieur de ce solénoide est nul.

- -

B = 0 al'extérieur

/ U / 1 / 1 / 1
/ / Ny /
/ / B, /
1 1 —_— 1
j j j i
! = ! ! B 2
. B . . e,
' ' ' '
\ \ \_) \
\
\

. .. . .« s N e ) = . 7z N e nd
Solénoide infini portant n spires par unité de longueur : a l'intérieur B est uniformeet égal a B = yynl e,

«Théoreme d’Ampére

e Soit un champ magnétostatique créé par une distribution de courants ; la circulation de ce champ

sur une courbe fermée (ou contour) I est égale a la somme des courants enlacés par I multipliée
par K :

(g,. = E. d€ﬂ= Ho 2 Ienlacés .
r

Le signe des courants enlacés est déterminé relativement a 1’orientation du contour I” en utilisant,
par exemple, la « régle du tire-bouchon » .

Ainsi dans la situation suivante :

soit B le champ magnétique créé par I’ensemble des courants Iy, I, ..., Is et .

B.d€ = uyl, - I,- 31,).
r
o Contrairement au cas du champ électrostatique, les lignes de champ magnétique sont, en général,
des courbes fermées qui tournent autour des courants qui créent le champ.

o Dans le cas particulier idéalisé de distributions infinies (solénoides, nappes planes, les lignes de B
ne se referment qu’a I’infini.
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Le champ magnétique permanent

« Application au calcul d'un champ magnétique

o Préalablement a I’application du théoreme d’Ampere, il faut étudier les symétries et les invarian-
ces de la distribution pour trouver un contour tel que le champ B lui soit tangent ou perpendiculai-
re et de norme constante.

o En particulier, le théoreme d’Ampere permet d’établir I’expression du champ dans les cas fonda-
mentaux suivants :

e = 1.
— fil rectiligne infiniment long parcouru par un courant [ : B = Kol ey -

2nr

— solénoide de section quelconque infiniment long, avec n spires par unité de longueur :

— - =

B =y,nle, entout point intérieur ; B =0 en tout point extérieur.

Conseils et pieges a éviter

. Z_{ est toujours a flux conservatif alors que E ne l’est que dans les régions vides de charges.

* E dérive d’un potentiel scalaire donc sa circulation sur un contour fermé est toujours nulle. La
circulation de B n’est nulle que si aucun courant ne traverse le contour.

* Les plans de symétrie des charges transforment E' en son symétrique ; les plans de symétrie des
courants transforment B en ’opposé de son symétrique.

* Les plans d’antisymétrie des charges transforment E' en I’opposé de son symétrique ; les plans
d’antisymétrie des courants transforment B en son symétrique.
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o Orientation du champ
magnétique
Pour chacun des schémas suivants donner 1’orientation du

champ magnétique aux points M;. Les courants sont tous
de méme intensité ; les fils sont rectilignes et infinis.

a) b)
Mo
M, )
1@ Q-1
. ‘
M, M,
¢) d)
: M, :
+Ms y M
5 M 5
Q- @A} R CIEEEEE RS ®--
! 1 !
M;
e) f)
.M2
. M, M, M,
M,

Il est toujours plus astucieux de trouver un plan de
symétrie de la distribution — lorsqu’il existe — car
alors la direction est déterminée sans équivoque. Le
champ B appartenant aux plan d’antisymétrie, trou-
ver un plan d’antisymétrie laisse une infinité de pos-
sibilités pour I’orientation de B dans ce plan. Il faut
alors trouver un deuxieme plan d’antisymétrie pour
fixer sans plus d’équivoque la direction du champ.
Une fois la direction trouvée, il reste a déterminer le
sens de B . On peut alors faire appel a la regle des 3
doigts, du tire-bouchon ou a la loi de Biot et Savart.
On peut aussi se souvenir que le champ magnétique
« s’enroule » autour des courants rectilignes infinis
dans le sens direct si le courant est « sortant », dans
le sens horaire sinon.

Conseils

e Lignes de champ magnétique
créées par des fils rectilignes
infinis

Pour chacun des schémas suivants donner 1’allure

approximative des lignes du champ magnétique. Par

convention le courant sortant est positif. Tous les courants
ont méme intensité.

a) b)
® ® ® &

¢) d
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En tout point de I’espace se superposent les champs
que créeraient chacun des fils pris isolément (théo-
reme de superposition).

Pres d’un fil, le champ créé par ce fil est trés intense
comparé aux autres : on peut donc ignorer la contri-
bution des autres champs au champ résultant. Loin
des fils, la distribution est équivalente a un seul fil
traversé par la somme des courants de tous les fils.
Entre ces deux domaines, le champ en un point donne
la direction de la ligne de champ. Par ailleurs les
lignes de champ obéissent aux mémes symétries que
le champ bien évidemment.

Conseils

6 Analyse d'un champ

Les quatre schémas représentent des lignes de champ ; on
sait, de plus, que ces champs sont paralleles au plan des
schémas et qu’ils sont invariants par translation perpendi-
culaire a ces schémas. Deux d’entre eux ne peuvent étre
des lignes de champ magnétique ; lesquels et pourquoi ?
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d)

Quelle propriété vérifie le flux du champ magnétique
a travers une surface fermée ?

11 suffit de trouver une surface pour laquelle cette pro-
priété n’est pas vérifiée pour que le champ ne soit pas
un champ magnétique.

Quelles surfaces choisir, sachant que le champ est
parallele au schéma et invariant par translation per-
pendiculaire au schéma ?

Conseils

G Analyse d'un champ magnétique

Le schéma représente les lignes du champ magnétique
créé par trois fils infiniment longs, perpendiculaires au
plan du schéma, parcourus par les courants [, , I, et I5.
Par convention, un courant dirigé vers le lecteur est positif.

1 ¢ Déterminer sans aucun calcul le signe de 1, , I,, 4
et celui de lasomme [, + 1, + I3.

2 ¢ Quelle est la valeur du champ Ben Aeten A?
3 ¢ I, =1A. Calculer une valeur approchée de I, etde I5.

4 ¢ On sait que le champ en M vaut 0,01 T. Estimer le
champ magnétique au point P .




Le champ magnétique permanent

1) Le sens du champ B est indiqué par les fleches.
On connait donc le signe de la circulation de B sur
les lignes de champ qui sont des courbes fermées, a
I’exception de celles qui aboutissent a un point de
champ nul.

2) Deux lignes de champ peuvent-elles se croiser ?
La position des points de champ nul permet d’écrire
une équation vectorielle, soit deux équations. Il faut
pour cela connaitre ’expression du champ créé par
un fil infini.

4) B est a flux conservatif. Considérer alors un tube
de champ qui se referme sur deux sections passant
par P et M . Mesurer sur la figure la « largeur » des
sections en P et M , et en déduire le champen P .

Conseils

@ sphere recouverte de spires (oral)

Une sphere de rayon R est recouverte d’un nombre élevé
N de spires parcourues dans le méme sens par un courant
d’intensité 7. Calculer le champ magnétique créé par cette
distribution de courants au centre O de la sphere dans les
deux cas suivants :

1 ¢ Les spires sont jointives ; 2

2 Les plans des N
spires sont équidistants
(spires non jointives)
suivant (Oz).

=

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problémes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI

La photocopie non autorisée est un délit.



Dans les deux cas il s’agit de sommer les champs des
spires. Dans les deux cas, les spires se répartissent sur
une demi-circonférence de longueur mR : quand on
fait varier 8 de O a m on décrit bien I’ensemble
des spires, depuis celle de rayon nul au « pole Nord »
a celle de rayon nul au « pdle Sud » en passant par
celle de rayon R al’équateur.

Ce qui change c’est le nombre de spires par unité de
longueur (et leur épaisseur bien évidemment): dans le
I"casily a N spires jointives réparties sur une lon-
gueur TR , dans le 2° cas ce sont les projections des
spires sur ’axe Oz qui sont en quelque sorte jointi-
ves.

Le champ d’une spire est en sin’6 donc il faut
considérer le nombre de spires contenues entre 6 et
0+ d@, car elles contribuent également au champ
total en O . Leur nombre est proportionnel a d@ de
maniere immédiate dans le 1°" cas, dans le 2° cas il
s’exprime en dz , qu’on exprimera en fonction de
d@ . Il ne reste plus alors qu’a intégrer de =0 a
O=m.

Conseils

6 Disque de Rowland (oral)

Henry Rowland, physicien américain, a réalisé en 1876
une expérience qui a montré que le déplacement de char-
ges électriques constituait bien un courant électrique sus-
ceptible de créer un champ magnétique.

Le principe, tres simplifié, de I’expérience est expliqué ci-
dessous.

1 ¢ Un condensateur est constitué de deux disques métal-
liques de rayon R , tres proches I'un de I’autre. Si on
impose une différence de potentiel U entre ces disques,
des charges électriques surfaciques apparaissent sur les
faces métalliques en regard. La charge sur le disque posi-
tif est uniformément répartie, avec une densité surfacique

o=¢g—.
e

— <
e

™
]

U
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Le champ magnétique permanent

Le disque positif, de centre O , est mis en rotation autour de
I’axe (Oz) . Calculer le champ magnétique en un point M
de I’axe (Oz) . En quel point ce champ est-il maximal ? On
repérera M par 'angle o .

2¢0U=100kV, R=10cm, ¢=0,5 mm, et la vitesse
de rotation est de 6 000 tours par minute.

Calculer la valeur maximale du champ magnétique.
Comparer cette valeur a celle du champ magnétique ter-
restre.

1l faut partir de I'expression (a connaitre) du champ
B sur I’axe d’une spire circulaire parcourue par un
courant /. .

Les différentes étapes du calcul de B sont :

o déterminer le courant élémentaire d/ associé a la
« spire » de rayon 7 et de largeur dr;

o déterminer le champ dB associé a cette spire €lé-
mentaire ;

» calculer le champ total B(z) en intégrant dB .
Pour le calcul de I’intégrale, il est plus simple d utili-
ser comme variable I’angle 6 sous lequel on voit la
« spire » de rayon r ; @ varie entre 0 et «.

Conseils

0 Champ magnétique créé
par une sphere chargée
en rotation (oral)

On considere une sphere isolante, de rayon R et de cen-
tre O, creuse, portant une charge Q uniformément répar-
tie sur sa surface. Elle tourne autour d’un axe Oz avec
une vitesse angulaire @ constante qui ne perturbe pas la
répartition des charges.

1 ¢ Déterminer le champ créé en O .

2 o Déterminer le champ créé loin de la sphere.

1) Les charges en mouvement créent des courants
¢lectriques. Il suffit de trouver le « découpage » en
élément de surface se comportant comme des spires
et on est ramené au calcul de 1’exercice 5 (répartition
de spires jointives ou non sur une sphere).

Pour évaluer I'intensité du courant qui circule dans
ces « spires », on peut chercher la quantité d’électri-
cité qui s’est déplacée pendant un tour pour calculer
celle qui circule par unité de temps.

2) L’analyse est la méme, seul change 1’angle sous
lequel est vu une spire. Comme on est tres loin de la
sphere on peut approximer le sinus de 1’angle a sa
tangente, ce qui facilite le calcul.

Conseils




Le champ magnétique permanent

e Bobines de Gaugain-Helmholtz
(INCONTOURNABLE)

1« Rappeler I’expression du champ créé en un point de
son axe par une bobine de N spires circulaires de rayon
R parcourue par un courant / ; on consideére que toutes
les spires ont méme rayon et qu’elles se trouvent toutes
dans le plan z=0.

On notera B, le champ au centre de la bobine et on expri-
mera la fonction f(u) telle que B(z) = By f(u) , avec
u=—.

R

2 » Deux bobines identiques (rayon R , N spires) et per-
pendiculaires a I’axe (Oz) sont centrées en deux points O,

et O, de cotes % et —g. Elles sont parcourues par le

méme courant I, dans le méme sens.

On note B(z) = B(z) &, le champ magnétique en un point
de I’axe.

a) Représenter sur un méme graphe les champs B,(z) et
B,(z) créés par chaque bobine, ainsi que le champ B total.
On distinguera le cas ou les bobines sont proches et celui
ou elles sont éloignées.

b) Quelle est la parité de la fonction B(z) ?

3 o [l existe une valeur de d pour laquelle la dérivée
seconde B”"(z) s’annuleen O .

a) Représenter graphiquement B,(z) , B5(z) et B(z) dans
cette situation.

b) Que peut-on dire de la variation du champ B au voisi-
nage de O ? Quel est I’'intérét de cette configuration ?

¢) Calculer la valeur de d pour cette configuration appe-
lée « bobines de Helmholtz ».

d) Par un calcul numérique, définir 'intervalle de z pour
lequel B(z) = B(0) a 1% pres en valeur relative.

Il est préférable de connaitre le résultat demandé a la
question 1). On pourra commencer par tracer, avec
une calculatrice graphique, la courbe représentant

Conseils

B . e
— en fonction de % , pour différentes valeurs
0
de d.

Quel est le signe de la dérivée d’une courbe « en clo-
che » ? Possede-t-elle des points d’inflexion ?

Si le champ B est uniforme le long d’une ligne de
champ, alors les lignes de champ voisines sont paral-
Ieles ; pourquoi ?

Si la dérivée seconde en 0 d’une fonction paire est
nulle, quel est I’ordre de la plus faible puissance dans
le développement de Taylor ?

O Champ créé
par un « solénoide plat » (oral)

z

)

Un « solénoide plat » est obtenu en juxtaposant N spires
parcourues par [ de o= a o=@, .

1 ¢ Poser I'intégrale qui permet de calculer le champ créé
en M.

2 ¢ Que dire de cette intégrale en z=0,en z tendant vers
I’infini ?

1) Les spires étant jointives, celles qui sont comprises
entre 7 et r+ dr contribuent également au champ
en M . On connait le champ créé en M par une spire,
il faut donc déterminer combien de spires sont com-
prises entre 7 et r+dr.

2) En z=0 on est au plus proche des courants, I’in-
tégrale doit donc €tre maximale ; a I’infini on doit
retrouver le champ d’un dipdle (voir au chapitre sui-
vant) en un point de 1’axe de ce dipdle.

Conseils

@ Champ magnétique produit
par une bobine torique
(INCONTOURNABLE)

Un tore est engendré par la rotation d’une surface plane S
autour d’un axe (Oz). Une bobine de N spires parcou-
rues par un courant [/ est enroulée régulicrement sur le
tore. Elles sont suffisamment serrées pour étre assimilées
a une nappe surfacique continue.

1 « Etudier les symétries de B.

2 » Exprimer le champ B enun point M repéré par ses
coordonnées cylindriques (1, 8, 2) .
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3 e Comparer avec le champ produit par un solénoide infi-
niment long.

z

L’étude des symétries doit nous donner la forme des
lignes de champ. On rappelle qu’elle porte sur la
détermination des plans de symétrie ou d’antisymé-
trie, ainsi que sur les translations et rotations qui lais-
sent le systéme invariant. .
Etant donné la symétrie du probleme, le calcul de B
se fait en appliquant le théoréeme d’Ampere avec un
contour I constitué d’une ligne de champ.

Conseils

(D Champ créé par un solénoide de
vingt spires

Vingt spires circulaires, de méme axe (Oz) , de méme
rayon R =35 mm et espacées de 5 mm, sont parcourues par

Le champ magnétique permanent

le méme courant /=1 A . Le schéma représente les lignes
de champ du champ magnétique créé par ce systeme, dans
un plan contenant (Oz) .

Dans la zone ou les lignes de champ sont quasiment des
droites paralleles, elles sont espacées de 1 mm.

1 ¢ Quelles sont les symétries du systeme ?

2 ¢ a) Dans le cas d’un solénoide infiniment long, retrou-
ver I"expression du champ créé sur I’axe.
b) Calculer B(N) sur I’axe du solénoide fini.

3 ¢ Calculer une valeur approchée du champ en A, eten
analysant la figure, déterminer une valeur approchée du
champ magnétique en C eten D .

1) Attention, le solénoide n’est pas infiniment long.
2) a) C’est du cours, INCONTOURNABLE.

b) C’est du classique.

3) A quel systéme simple peut-on assimiler le syste-
me de spires pour déterminer le champen A ?

On admettra qu’en un point A " proche de A , mais
en dehors de I’axe, B(A") = B(A) .

Quelle est la propriété des différentes sections d’un
méme tube de champ ?

Une ligne du champ engendre un tube de champ par
rotation autour de I’axe Oz en raison de I’invariance
par rotation de la distribution.

Conseils

DO BBBO® DD De

| —
échelle : 1 cm
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Le champ magnétique permanent

(B Circulation du champ
magnétique créé par une spire
sur son axe

Soit une spire d’axe Oz, de centre O , de rayon R par-
courue par un courant d’intensité 7 .

1 ¢ Calculer E(M) en un point M de ’axe Oz .

2 ¢ a) Calculer la circulation du champ magnétique le long
de I’axe (Oz) (de — oo a + o0) .
b) Interpréter le résultat obtenu.

3 e Calculer de méme la circulation du champ magnétique
le long de I’axe (Ox) (de — oo & + o) d’un solénoide circu-
laire de rayon R , de longueur € et comportant N spires
jointives parcourues chacune par un courant d’intensité /.

1) Ce calcul doit étre connu ; il fait partie des
INCONTOURNABLES.

2) permet de « retrouver » le théoreme d’Ampere.
La question 3) en présente une application.

Conseils

@ Champ au voisinage de l'axe
d’une spire (INCONTOURNABLE)

Soit une spire de rayon R, d’axe Oz parcourue par un
courant d’intensité /. On connait le champ créé par cette
spire en tout point de son axe Oz :

BM) =f(2) avec f(z) = % sin® 6.

(voir exercice précédent)

Dans cet exercice, on cherche a connaitre le champ en un
point voisin de I’axe Oz .

1 ¢ Justifier que ’on cherche un champ de la forme
B.(r,z)e, + B.(r, 2)e..

2 o Exprimer le flux de B a travers une surface cylin-
drique élémentaire fermée de rayon r , hauteur dz (r et
dz étant du méme ordre de grandeur). En déduire le déve-
loppement limité au 1* ordre de B,(r, z) en considérant
que B.(r,z)=B(M), M étant sur ’axe.

On précisera pourquoi r et la hauteur du cylindre doivent
étre petits (ce calcul n’est valable qu’au voisinage de
I’axe !).

3 o Trouver alors le développement limité au second ordre
de B.(r,z) enposant B.(r, z) = B.(0, z) + B(z)r?l.
Expliciter f(z) en prenant le contour suivant :

dz
Ll —
”T r+dr

z

4 * En déduire le champ B en un point P de coordon-
nées (r, 6, z)avec r << R, connaissant B en M de
coordonnées (0, 0, z) .

1) L’ étude habituelle des symétries et des invariances
permet de répondre a la premiere question.

2) r étant petit, comme la hauteur du cylindre, il n’est
pas besoin d’intégrer sur les différentes surfaces pour
exprimer le flux. Se souvenir que le flux de B a tra-
vers n’importe quelle surface fermée est nul.

3) En appliquant le théoréme d’Ampere sur un
contour élémentaire ad hoc, le calcul de la circulation
de B, développé au second ordre en r , permet d’ex-
pliciter f(z) .

4) On remarquera que B(P) s’exprime uniquement
en fonction de B sur I’axe.

Conseils
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m Courant angulaire (oral)

Montrer que le champ magnétique créé par un circuit fili-
forme « angulaire » parcouru par un courant d’intensité /
au point M de I’axe (Ox) bissecteur est donné par :
- I -
Bovy = 2ol tan(ﬂ)ez
2mx 2

dans le cas x > 0 (point M). Qu’obtient-on dans le cas
x <0 (point M") ?

Yy
1
M’ 0] L M
/ ) AN - X
@Zz \\\‘\
@ Flux du champ d’une spire
a travers un solénoide
On considere le systéme suivant :
4 o] y—~—00q "
] o ] )/ z
o0
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Une spire d’axe Oz de centre A rayon R est parcourue
par un courant /.

Un solénoide de rayon r est suffisamment long pour pou-
voir le considérer comme infini quand z tend vers I'infi-
ni. Il comporte n spires par unité de longueur.

De I’extrémité du solénoide on voit la spire sous I’angle o
Le rayon r du solénoide est petit devant R , rayon de la
spire.

Calculer le flux du champ magnétique créé par la spire a
travers le solénoide.

. Mol . .
Le champ d’une spire est i sin® 6. Il faut relier

Conseils

le nombre de spires ndz a dé.

@ Champ magnétique créé
par I’électron de I'atome d’H

Dans un modele « planétaire » simple de 1’atome d’hydro-
gene, 1’électron tourne autour du proton sur une trajec-
toire circulaire bien définie.

1 » Calculer la vitesse de rotation de 1’électron si la dis-
tance proton — électron est =53 pm .

2 ¢ Calculer le champ magnétique alors ressenti par le
proton. Le comparer a un champ macroscopique.

1) Appliquer par exemple le principe fondamental de
la dynamique projeté sur e, .

2) L’électron dans son mouvement de rotation se
comporte comme une boucle de courant.

Conseils




o Orientation du champ

magnétique
1ea) b)
/ \ B(M))
B(M))
B(M,) e
©)
B(M,)
B(M3) [
ol (Or—t J -t
0, 0, B(M))

Tracer les arcs de cercles _gie centre Ql et O, en M,.En
déduire les directions de B, et B, . B(M,) estla somme de
ces deux vecteurs.

d)

La, de méme B(M,) = B,(M,) + B,(M,).
e)

B(M»)

B(M)

Le plan du fil est un plan de symétrie donc B lui est perpen-
diculaire. Le champ s’enroule dans le sens direct autour du
fil, vu le sens du courant.

f)

B(My) Bouy) By

Le plan de la feuille contient la distribution, c’est donc un
plan de symétrie. Le champ est en tout point perpendiculaire
a ce plan.

Autour du fil 1, le champ du fil 1 s’enroule dans le sens
direct : il est donc sortant en M, et rentrant en M, . Autour
du fil 2 c’est le contraire puisque le sens du courant est oppo-
s€ : le champ du fil 2 est rentrant en M, et sortant en M,.
En M, le champ du fil I est plus intense, en M, c’est le
champ du fil 2. D’ou les sens de B en M, et M,.

6 Lignes de champ magnétique
créées par des fils rectilignes
infinis

a)

Les lignes de champ sont symétriques par rapport au plan T,
qui contient les deux fils et par rapport au plan w, médiateur
des deux fils. Prés des fils le champ s’enroule dans le sens
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direct. Loin des deux fils on retrouve des lignes de champ cir-
culaires qui s’enrouleraient dans le sens direct autour d’un
courant sortant + 2/ situéen O .

Le champ estnulen O .

b)

T

La encore, les lignes de champ sont symétriques par rapport
au plan qui contient les deux fils et par rapport au plan T,
médiateur des deux fils.

7, est toujours un plan de symétrie mais 7, est maintenant
un plan d’antisymétrie. D’ou la forme et I’orientation trés dif-
férentes par rapport a a).

Le champ est maximalen O .

©)

T

Les lignes de champ sont symétriques par rapport aux plans
m,, M,, T; ou la figure est invariante, comme la distribution
par rotation d’angle é_‘lt .

Le champ estnulen O .

Loin des fils les lignes sont des cercles que créeraient le
champ d’un fil parcouru par 3/ situé en O .

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problemes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.
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d)

AL
D)

N

Les lignes de champ sont symétriques par rapport au plan
médiateur de la distribution.

Le champ n’est plus nul en O a cause du fil parcouru par
«—1I».Lechampestnulen A et A’ ol se croisent plusieurs
lignes de champ.

Loin des fils les lignes sont des cercles que créerait le champ
d’un fil parcouru par / situé au barycentre de la distribution.

9 Analyse d’'un champ

Le flux du champ magnétique a travers toute surface fermée
est nul. Le champ étant, par hypothese, contenu dans le plan
du schéma et invariant par translation perpendiculaire au
schéma, on choisit des surfaces dont les bases sont paralleles
au schéma et les surfaces latérales sont engendrées par trans-
lation perpendiculaire au schéma (des bases). On peut alors
raisonner sur un contour I dans le plan.

Si toutes les lignes de champ qui traversent I” sont sortantes
(respectivement entrantes), alors le flux a travers X est posi-
tif (respectivement négatif) :

Dans le cas d’'un champ magnétique, il ne peut exister de
courbe telle que toutes les lignes qui la traversent soient
toutes entrantes et toutes sortantes :

Schéma b) : Pour une courbe qui entoure le point dont sont
issues les lignes de champ, celles-ci sont toutes sortantes.
Schéma d) : Pour une courbe qui entoure un des trois points
sources représentés par un rond noir, ou pour une courbe qui
entoure les trois sources a grande distance, les lignes de
champ sont toutes sortantes ou toutes entrantes.




@ Le champ magnétique permanent

Conclusion : Les schémas b) et d) ne peuvent en aucun cas
représenter un champ magnétique.

On peut vérifier que, pour toute courbe fermée tracée sur le
schéma a) ou sur le schéma c¢), il y a des lignes entrantes et
des lignes sortantes. Cela ne prouve pas que ce sont des
champs magnétiques, mais on ne peut pas éliminer, a priori,
cette hypothese.

Comme le systéme est invariant par translation dans la direc-
tion des fils, les deux lignes de champ qui encadrent M et P
permettent de construire un tube de champ a section rectan-
gulaire de hauteur constante / :

e

-

P ep

Si on admet que le champ est approximativement uniforme
au niveau des sections du tube de champ, la conservation du
flux s’écrit :
. e
B(M) ey; h = B(P) ep h , soit B(P) = B(M) L .
p
On mesure e, et ep sur le schéma, et on en déduit :

B(M)
B(P)~ 22
(P) :

Comme B(M)=0,01T alors B(P)=0,003T.

6 Analyse d’'un champ magnétique

1 ¢ L’axe normal au schéma
est orienté positivement vers
le lecteur, ce qui définit
I’orientation d’une courbe
fermée (ou contour) selon la
regle du tire-bouchon.

* Les lignes de champ voisi-
nes du fil (1) sont orientées
dans le sens positif :

sens positif
de rotation

axe normal
a la figure

©

B.d€ est positif et la circulation € = B.d€ est positive.

ligne de champ
D’aprés le théoréme d’Ampere, € =y, 1, et donc I; est
positif.
* Pour la méme raison, /, est négatif et /5 est positif.
 On applique le méme raisonnement a une ligne de champ
qui entoure les trois fils. Ces lignes de champ sont orientées
dans le sens positif. La circulation, positive, est égale a :
Ho L+ 1, + 1),
La somme [, + I, + I5 est positive.

2 ° Le champ ayant une orientation déterminée en tout point,
deux lignes de champ ne peuvent en général se croiser. Le
vecteur nul n’ayant pas d’orientation définie, plusieurs lignes
de champ peuvent aboutir en un point de champ nul.

Les points A et A’ sont des points de champ nul.

3 o Le champ créé par un fil rectiligne infini est :

= IS I . I
p=£o €g Ou encore BY=—'uLs1n9=—‘u0—g et
2nr ’ 2nr 2nr
1 Ix
B, = Hol osg= Ko e
2nr 2nr
On note x,,x,, X3, 7,71, et VA
r; les valeurs de x etde r
correspondant au point A B
lorsque 1’origine est prise
q £ P M(x. y)
sur le fil 1, sur le fil 2 et sur .
le fil 3. L'ordonnée y de A J 0
est commune aux trois origi- & X
nes.
Le champ estnulen A .
I, I, I
Donc BX=——‘u0y[—;+—§+—gj=0
2r\y 1B 5
xy  xl,  xl
et: By:l"l—0 —12' +—222 +—323 =0.
2n | 5 I 13
Ces deux €équations ont pour solutions :
2 2
Xy —X yoX —X
L=-1,52 23 et [;=-],3 1 -2
By =4 B 5=
Sur la carte du champ, on mesure :
x; =18 mm, x,=—6 mm, x; =— 30 mm,
ry=24mm,r,=165mm, r;=335mm.
Avec ces valeurs :
2 2
I Xy —X yoX— X
%gzl,% et S1"2-206.
B 25 =% B =4

Comme /,=-1A, et compte tenu de la marge d’erreur sur les
mesures de distances, [;= 1 A et [ =2A.

Une erreur de 1 mm sur une des distances entraine une erreur
de I’ordre de 10 % sur les intensités.

6 Sphére recouverte de spires

1 © Spires jointes

L’ensemble des plans contenant (Oz) sont des plans d’antisy-
métrie des courants, donc B(O) est porté par (Oz).

Le nombre de spires par unité de longueur est donné par

n= N .Doncentre 6 et 8+d6 ilya i><Rdt9=
TR TR

N & spires de rayon R sin 6 qui contribuent pour
T
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B = ,uo g AL £ x sin @ ¢, au champ total.
2(R sin 6) T

On en déduit :

5(0)=J HoNT sm20d6 e,
2nR

0

n

J oNI <1—00520>d0= Uy Nl

2nR 2 4nR
0
UNIT _,
donc B(O) e..
4R

2 e Spires équidistantes (non jointives)

Le nombre de spires situées entre deux plans de cotes z et

z+dz estdonné par n'dz = idz , SOit n’=i .
2R 2R

cos = = = —sin dO= iy
R R

donc dz=-Rsin 6d6; il y a donc n’dz=%dz , Soit

% sin 6d@ spires de rayons R sin 0 entre 6 et 6+ d6.

Ces spires contribuent pour

dB = #7(_) x YL gin 949 x sin® 0 ¢, au champ total
2(R sin 6) 2
¢ HBoIN s gag2,
4R

T

NI
alors B(0) = VT J sin®> 6d6O
4R

NI
- “‘;R Jsm &1 - cos 26)d6
NI
= lu(;R [ J (- sin 6+ sin 39)d9]

=ﬂoN1 241 1 =ﬂoN1
3R

0 Disque de Rowland

1 ¢ Le disque en rotation peut &tre considéré comme un
ensemble continu de spires circulaires concentriques.

Le champ B enun point M de I’axe (Oz) est de la forme
B(M) Bla)e,.

« La spire élémentaire de rayon r et de largeur dr contient
une charge dg=0c2mnrdr.
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L. 2n
Pendant une période 7 =—, cette charge dq traverse une
0]

section quelconque de la « spire » ; I’intensité associée est
donc telle que dg =T dl, soit :

dl=ocwrdr.
* La spire élémentaire crée en M un champ :
dI
dB= & sin® 6 .
r
0]
r
v P R
o M €

La variable 6 semble plus appropriée au calcul de I’intégra-
le que la variable r:

46; dI=cw2%0
cos” 60 cos” 0

Uy C®z sin’ O
cos> 0

r=ztan @,d’ou dr=

et dB=

On pose u=cos 6.

R
B(a):J dp =t I07 J (12—1}114
o 2 u

cos o

= M(;+cosa—2)
2 coso

=M(;+Com_2);
2tano \ coso
UyOOR (1- cosoc)2

Soit : B(x) = -
2 sino

Uy UwR (1-cosa)®
2e sinat

Au point O, a:E et B(EJ:M.
2 2 2e
A linfini, =0 et B—0.

HyO®R 1—cosa

B'(ax)= - (2—cos? o —cosa) .
2 sino
B’(®) ne s’annule que pour a=0 et o= g : le champ est
maximal au voisinage du centre O .
B = Ho& UwR .
2e



CORR'GES a Le champ magnétique permanent

2 » Avec les valeurs proposées :
6 000 tours/minute — 100 tours/seconde

— ©=200nrad.s™!

B =1,4.107T.

Cette valeur est tres faible par rapport au champ terrestre qui
est de I’ordre de quelques 107 T . Rowland est néanmoins
parvenu, grice a un jeu d’aiguilles aimantées, a prouver
I’existence de ce champ.

0 Champ magnétique créé par
une sphere chargée en rotation

1 ¢ Les charges en mouvement a la surface de la sphére se
comportent comme des courants annulaires ou des « spires »
de courant.

Entre 6 et O+ d@ les charges se répartissent sur une
surface dS =2 R sin 6 X R d@ qui porte donc la charge

dg = Q9 ds = 2 sin 6d6
4nt R? 2

)(D

A
-l
_________ Rd6
K Rsin®

_, (oA
/ dB(0) de

Cette charge se déplace a la vitesse v=R sin 6 @.
En un tour il s’est donc écoulé dg dans cette spire, ce qui

correspond a un courant d/ = d7q =& 0= el Gy

2n 41
= dr -
qui contribue pour dB = L xsin® fe, =
2R sin 6
03
M ¢ au champ total.
8T R
19
B(0) = L2 f sin® 0dg= 1029
8t R Jo 6T R

2 ¢ En un point tres €loigné le calcul est
le méme : la « spire » située entre 6 et
6+ dO contribue pour

L,dl sin® 0.
2R sin 0 )

au champ total.

dB(M) =

Si M est tres éloigné de O on peut
R sin 6

approximer sin ¢ par

il vient alors

dB(M) = Uy Rsin 6 \> O wsin 6d6
2R sin 6 z 41
R2
- “OT%‘” sin’ 0.d6
%

RZ T R2
dou By = PR LA (" s gag- R QO

8nz® Jo 67 23

On verra comment retrouver ce résultat en assimilant la dis-
tribution a un dipdle magnétique au chapitre suivant.

9 Bobines de Gaugain-Helmholtz

1 Soit O le centre de la bobine, perpendiculaire a 1’axe

Oz) . .
* Le champ au centre est B(0) = B, ¢, avec:
By= HoNL
2R

« Le champ en un point de I’axe de cote z est B =B(z) ¢, ,
avec B(z) = By sin® o; ou encore :

B(z)= B, avec U= % .

2 ¢ a) La courbe représentative de la fonction B(z) est une
courbe « en cloche » ; elle possede nécessairement deux
points d’inflexion ou sa dérivée seconde est nulle.

b B
2_ BO
1,84
1,6+

B (z), By(z) et B(z) pour d =3 R
Le schéma représente les deux courbes en cloche identiques,

. d .
centrées en z = i-E , et la somme des deux fonctions.
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1,8;
1,6
1,4
1,2
BAz) 1

0,61
0.4

w\w 7

B (), B5(2) et B(z) pour d = 0,6 R
*Si d est grand, la somme est du type « chameau ».
» Si d est petit, la somme est du type « dromadaire ».
« Il existe donc une valeur intermédiaire de d pour laquelle
le creux (ou la bosse) du milieu est remplacé(e) par une cour-
be tres plate.
b) Dans tous les cas, la fonction B(z) est paire. Le dévelop-
pement limité de B(z) au voisinage de 0 ne comportera
donc que des puissances paires.

3 ¢ a) La courbe possede deux points d’inflexion pour le pro-
fil « dromadaire » et quatre pour le profil « chameau ».
Lorsque la dérivée seconde de B(z) s’annule en 0, la situa-
tion est celle du cas limite ou les deux points d’inflexion inté-
rieurs se rejoignent en O ; la bosse est alors trés plate.

b) La fonction B(z) étant paire, si la dérivée seconde est
nulle, le premier terme non nul de son développement de
Taylor est d’ordre 4 :

_ L (4) 4 5
B(2)=B(0)+— B (0)z" +0(z").

En d’autres termes, la fonction B(z) est stationnaire a 1’or-
dre 3 ; le champ magnétique est quasi uniforme sur un domai-
ne important, d’ou l’inté@t de cette configuration.

La quasi uniformité de B ne se limite pas a I’axe. Si B est
uniforme le long de 1’axe, les tubes de champ gardent une
section constante, et les lignes de champ sont paralleles. Or,
si les lignes de champ sont paralléles dans une zone dépour-
vue de courants, le champ est uniforme (on peut le montrer en
utilisant le théoreme d’ Ampere).

¢) Si B”(0) =0, alors B,”(0) =—B,"(0).

. d
La bobine (1) est centrée en O, de cote z; = 5

On en déduit, en utilisant la variable adimensionnée u=—
et la fonction f(u) définies a la question 1) :

d
Bl(z)=BOf(u+§)
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d
et de méme : B =B, ——
,(2) of(” 2Rj

.. d d
d’ou la condition : f”| — |=—f"| ——|.
f (ZR) f ( 2R)

La fonction f étant paire, on a par ailleurs :

Aa)-r()

Il en résulte que la configuration recherchée est telle que

d
" —|=0.
2t
” 2u*-3 ., 1
f (M)zm;f (#) s’annule pour uziE.

Conclusion : B(z) est stationnaire a 1’ordre 3 au voisinage de
O si d=R.

d) On suppose la condition d =R réalisée :

sor=af{ur L) fu-1)]

Pour comparer simplement B(z) a B(0) , on calcule, pour
différentes valeurs de z (ou de u), le rapport :

B(z)  f(u+0,5)+ f(u-0,5)

B(0) 2/(0) '

L’étude numérique conduit aux valeurs suivantes :

u 0 01 | 02 | 03 | 031
(1) |1,0000|0,9999|0,9982|0,9916| 0,9904

fw+0,5+fm-0,5)

2£(0)
On peut donc considérer le champ uniforme, a 1% pres en
valeur relative, dans I’intervalle —0,3R <z < 0,3R.

ou(l) =

A B

BO
1,44

1,24

1
0.8
0,6
0.4
0.2

-1 ~05 0 0.5 1

>::‘N\

Bobine de Helmholtz : d = R
le champ sur I axe B(z) est stationnaire a I’ ordre 3
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o Champ créé
par un « solénoide plat »
1 * Déterminons tout d’abord le nombre de spires de rayon r

comprises entre 7 et r+dr:
de r=R, a r=R, ilya N spires jointives, ce qui donne

= spires par unité¢ de longueur (radiale). Donc entre
22— IG

retr+drilya spires.
2~ iy
= Uy NI dr

Elles contribuent pour dB = sin® e,

2(R, - Rpr i
au champ total.

_r
Jr2 + 22

sin o =

4B = Uy N1 r?dr

" 2(R,-R 3
(R,—R)) 2+ 227

NI (R2 y24r

2(R, —R)) Jr 2
(R, —Ry) PSS

d’ou B(M) =

. : R2 ar R,
2e¢+En z=0 lintégrale devient f — =Ln —
Ry r R 1
et le champ est bien maximum et égal a
NI R
_HNE T
2(R, - Ry) R
(z n’intervient qu’au dénominateur dans une somme de car-

rés : quand il est nul dB(M) est bien max).
f2 _r2dr R r2dr _ R-R}
e Quand z — o, — > — =1
Ry, L3 R z3 323
(r=+z°)

B(M) =

ce qui donne :
NI  RI-R
2(Rz - Rl) 3z3

BM) = . Le champ varie en = ,c’est
7

une caractéristique des champs dipolaires qui seront vus au
chapitre suivant.

@ Champ magnétique produit
par une bobine torique
(INCONTOURNABLE)

1 ¢ Le systeme est invariant par rotati_(‘)n autour de (Oz).B est
donc indépendant de 6 et B(M)=B(r,z).
* Tous les plans contenant I’axe (Oz) sont plans de symétrie
pour les courants. B(M) est donc normal au plan défini par
I’axe (Oz) etle point M, soit :

B(M)=B(r,2) 2,.

2 ¢ Les lignes de champ sont des cercles centrés sur 1’axe
(Oz) . B est de norme constante sur une ligne de champ, ce
qui permet de le déterminer aisément au moyen du théoreme
d’ Ampere.

* Soit I laligne de Shamp passant par M . Son rayon est 7,
et la circulation de B le long de I est:

€=2nrBWM).
*Si M est al’extérieur du tore :
—cas 1 : aucun courant ne traverse le disque délimité par I;
—cas 3 : le disque délimité par I est traversé par N cou-
rants montants (positifs) et N courants descendants (néga-
tifs). Le courant total traversant la surface X délimitée par I”
est nul.
On remarque que, si I est extérieur au tore, il est toujours
possible de choisir une surface (2) s’appuyant sur I, tra-
versée par aucun courant.
Dans tous les cas ou M est a I’extérieur, d’apres le théoréme
d’Ampere, €=0 et B(M)=0.
*Si M est al’intérieur du tore (cas 2), seuls les courants mon-
tants traversent 2. Le courant total traversant cette surface est
égal a + NI (le signe + vient de ce que la normale a la surface
est orientée comme /).
Dans ce cas, d’apres le théoreme d’ Ampere :

©=u NI et BMy=HoM
27r
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Conclusion : B(M) = 0, si M est a I’extérieur du tore.

B(M) Ho N ee, si M est a I'intérieur du tore.
2nr

3 © On peut voir un solénoide infini comme un tore dont le
rayon tend vers I’infini.
» Le champ est bien nul a I’extérieur.
« A I'intérieur du tore, le rayon 7 est quasiment uniforme et
égal a R, aussi grand que 1’on veut.
* Le nombre de spires par unité de longueur est :

N N

R
longueur 27R

A Tintérieur, on retrouve bien un champ uniforme et égal a

Honl.

m Champ créé par un solénoide
de vingt spires

1 Le systeme de courants, et donc le champ _, B sont inva-
riants par rotation d’axe (Oz) , donc B M) = B(r 7).

Le plan du schéma, comme tout plan contenant I’axe (Oz) ,
est plan d’antisymétrie pour les courants ; en tout point du
schema B(M) est contenu dans ce plan donc B(M)
B(r z)e, +B.(r, z)e, en coordonnées cylindriques d’axe Oz .
Le plan normal a (Oz) , et équidistant de la 10° et de la
11¢ spires, est plan de symétrie pour les courants ; ce plan est
donc un plan d’antisymétrie pour les lignes de champ.

2 3)

AT=SEA
VA S

Soit un solénoide infiniment long comportant n spires par
unité¢ de longueur (régulierement réparties), chacune étant
parcourue par un courant d’intensité 7 .

Le systeme du courant est invariant par translation suivant z
donc B(M)=B(r, ).

Le systeme de courant est invariant par rotation autour de Oz
donc B(M) B(r)

Tout plan orthogonal a Oz est un plan de symétrie des cou-
rants, donc B est porté par Oz et donc : B(M) B(r)e

Nous savons (résultat du cours) que le champ magné-
tique a I’extérieur d’un solénoide infiniment long est
nul.
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Appliquons le théoreme d’Ampere en choisissant le contour
(I') du schéma :

B(r) h=uynhl

soit : pour M intérieur au solénoide B My=ponle,

Le champ magnétique est uniforme a I’intérieur d’un solé—
noide infiniment long.

b) Calculons le champ sur 1’axe d’un solénoide de longueur
finie comportant n spires par unité de longueur

(ici n=—1 =200 m').
5.10°

Soit un point M de cote z surl’axe Oz.
Chaque spire vue sous un angle o de M contribue pour

Mol »
o sin® & au champ magnétique.

Cherchons le nombre de spires vues entre o et o+ do;

sachant que tan o= L ou MH = , quand o
MH tan o
varie de da, H se déplace de dH :
dH=- R 4a,
sin? o

or sur une longueur |dH| ily a n|dH| spires. Le nombre
de spires entre o et o+ do estégal a:

_ 'nR dor
sin? o
n
d’ou dB = nf ,uO sin® v dor = sin ado .
sin® o
Quand o variede o; a o, , cela donne :
MHonl (%2
B= 2 j sin ada = (cos oy —cos o)
o

- ﬂoi’ll R
et B(N) = (cos o —cos m,)e,

Qans le cadre d’un solénoide infini, on retrouve bien :
BM)=puynle, avec o4=0 et op=T.

3 *Vu du point A , le systeme de spires est voisin d’un solé-
noide infiniment long qui posséde n = 200 spires par métre,
dou:

B(A)=uynlie,,soit B(A)=~2,5.10*T.
Tant que le modele du solénoide infiniment long est valable,
le champ B est quasiment égal a B(A) en tout point inté-
rieur au solénoide.
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En ne faisant pas cette approximation B(A) = tyn I cos o
55
V552 + 52
On fait donc une erreur de 4 % en considérant le champ d’un
solénoide infiniment long alors qu’il n’est constitué que de

20 spires.

A partir de chaque ligne de champ du schéma, on peut donc,
par rotation, engendrer un tube de champ. A partir de deux
lignes de champ voisines, on engendre de méme un tube de
champ dont la section normale a approximativement pour aire :
S=2nre.

avec cos o = =0,96.

Point C : On considére le tube de champ engendré par la rota-
tion des deux lignes de champ qui encadrent C .

Le point C est a une distance 7. =5 mm de I’axe, et les
deux lignes de champ sont écartées de e = 3,5 mm ; au niveau
du point C, I"aire de la section du tube vaut approximative-
ment 2 T 7 e . La valeur approchée du flux de B a travers
ce tube de champ est donc @=B(C)2nrce.

1} Iintérieur du solénoide, le champ est quasiment égal a
B(A) ; les deux lignes de champ considérées sont distantes de
Iaxe de /=1 mmet /=2 mm . La section du tube de
champ vaut alors ("> — ") et @=BA) T (" -1r?).

Le flux se conservant, on en déduit :

’,//2 _ r/2

B(C)=B(A)

Ice
Point D : On considere le tube de champ engendré par la rota-
tion de la ligne de champ passant par D .

=5 B(A) soit B(C)=2.10°T.

Au niveau du point D, la section du tube de champ est
approximativement un disque de rayon r; = 8§ mm . D étant
suffisamment proche de 1’axe, on peut supposer le champ uni-
forme sur tout le disque.
A Dintérieur du solénoide, la section du tube de champ est un
disque de rayon 7 =1 mm .

2
Le flux se conservant, B(D)= B(A)rr—z, soit :

1

B(D) = 6L4B(A) ,douB(D)=4.10°T.
Conclusion : En comparant les valeurs de B(A), B(C) et B(D),

on constate que le champ s’atténue rapidement a 1’extérieur
du solénoide.

@ Circulation du champ
magnétique créé par une spire
sur son axe

1 © Soit une spire de rayon R, d’axe Oz, de centre O par-
courue par un courant d’intensité [ .

0| &

Tout plan contenant I’axe Oz est un plan d’antisymétrie des
courants dogc B appartient a ces plans, donc a leur intersec-
tion, soit : Q M = B(z)?z.

Calculons B(M) en utilisant lzl loi de Biot et Sa_yart :

Soit un €lément de courant /d€ en P (avec d€ =R d¢p ?w) :

- ¢ A PM IRdpe, A PM
dB(M) = Ho 1d€APM _ Mo fRd@e,n M
it PMP 4 PM3
_ Mo IRdop -
4 PME
dont la composante sur z est :
Ho IRdep .
=-— —T sinf
T 4n PM?
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I
Sachant que L. sin @,onadB, = o sin® 6dg.
IM R
La contribution de tous les éléments de courant de la spire
donne ¢ variantde 0 a 2M :

1
B,= & sin® 0 2M

4MR

- 1
et B(M) = fo sin®> 8= B(0) sin® 6
2R
M sur I’axe

I
avec B(0) = % , ce dernier résultat pouvant se retrouver

tres rapidement.

2 ¢ a) Le vecteur champ magnétique créé par une spire (de
rayon R, parcourue par un courant d’intensité /) en un point
de son axe est donné par :

2ap ol 5 o
BM) = R sin® fe , .

La circulation de 5 sur (x'Ox) est égale a C = J B(x) dx,

— oo

avec : x = — & ;dy = Rz da et sin @=sin a.
tan o sin® o
T
sin’® o
Soit : c:| Mol S pig= .
J 2R sin*a Hol

0
b) Soit le contour fermé constitué de la droite (D) et du demi-
cercle (I') de rayon r infini.

(I M
Y (D)
B.dl=py: B.d€ = y,l
(D) (D) +(IN)

- —
D’ou B.d¢ = 0, ce qui est normal, car pour r grand,

()

. 1 e .
B varie en Y donc I’intégrale tend bien vers 0.
7
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Le champ magnétique permanent CORR'GES

3 ¢ Le solénoide étant constitué de N spires, en utilisant le
+ oo

résultat précédent, on a ‘[ B (x) dx = UoNI.

— oo

@ Champ au voisinage de l'axe
d’une spire (classique)

1 e Il y a invariance de la distribution par rotation autour de
Oz donc B ne dépend pas de 6: E (P) = E (r,2).

Tout plan passant par O, (plan O, ¢,, ¢,) est plan d’antisy-
métrie de la distribution ; le champ B appartenant a ce plan,
n’a donc pas de composantes selon €= B P)=

B,(r, 2)¢, + B.(r, 2)e., .

2e

j%( 5 e j%( B B j%( B jﬁf B T

= B.(0, z + d2)nr? — B,(0, 2)mr?> + B,(r, z) 2nr X dz .

En effet comme r et dz sont petits et de méme ordre de
grandeur on peut considérer que Bz varie peu avec r sur
dS(z + dz) ou dS(z) et approximer la valeur du champ sur
ces deux surfaces a la valeur du champ sur 1’axe, et que Br
varie peu avec z sur dS(r) .

Donc 0 = rtr? i dz + B,(r,z) 2nr dz
z

Dot B,(r,y=— L 9Be0,5y=_ L @,

2 dz 2 dz
3e Au2®ordreen r: B.(r,z)=B.(0,z2) + B()r*1.
Pour faire intervenir la composante axiale B.(r, z) a la dis-
tance r de I’axe, appliquons le théoreme d’Ampere au
contour (I) suivant :

dz

>

; e

4

% B d€ = B.(r + dr, 2)dz — B,(r, z + dz)dr
/. —B,(r,z)dz + B,.(r, z)dr =0,
car il n’y a aucun courant enlacé.




CORR'GES a Le champ magnétique permanent

Ce qui donne :

9B: (v, dr dz— 3Brdr dz =0
ar Jdz
soit ﬂ = 9B, , et ainsi :

Jr 0z

2 2
Boyi= L PBOD __r &),
2 dz 2 dz?

. 1 df
soit : Z)=— — ——

Ae) 4 dz?

B.(rn2)=B.0.2- "~ % B0,
ou B,(r,z) =B.(0,z) - — — B.(0,z) .
4 dz?

4 ¢ Ainsi avec M(0,0,z) et P(r, 6,z) :
avec B(M) = B(M)e, = B(z)e,

2 N
L By,

= = d - r
B(P)=BM)- L £ Bye,- =
WSB=Z PR

@ Courant angulaire

Calculer tout d’abord le champ créé par un seul demi-fil infi-
ni au moint M.

Ny

L’élément [d€¢ centré au point P créé un champ

d§1=&1 dAep_y

47 PM?
La relation des sinus dans le triangle OPM nous donne :
PM _ M oM _ orp
sin(M—¢) sing sin(p—-a) sina
PM = M et OP = M “OM=x.
sin (¢ — x) sin (¢ — @)
On en déduit
PM2 = _x’sin*@ ot dOP = df = x Sineda
sin? (¢ — @) sin? (¢ — @)

Par ailleurs d{ A €py =sin (p— ) d€ e, d’ou

4B = Mol sin (p— o dae, _ Hol dfcos (9— ) 2
T xsin @ 4m sin @ o

Pour tout le fil il faut faire varier cvde 0 a ¢. Il vient

= Mol (1-cos @) ~

I e
B, = =&xtan£e

4mx sin @ 4n
Pour trouver le champ créé par 1’autre fil, il suffit de considé-
rer le plan xOz qui est un plan d’antisymétrie de la distribu-

tion de courant. L'autre fil cré¢ donne en M un champ égal
a I’opposé du symétrique de B : soit B, = B, . Le champ
total vaut donc
B = — tan

2mx

Dans le cas du point M', un calcul rigoureusement analogue
nous mene a

- 1 = 1 =
Fo ol (rcosgy Ml 1

- I -
20" tan 27,
2

7

2mx sin @ 21X tan L
y
dB M
[0} z
. o
epm’
dl
P

Remarque

. 1 £ = Y]
Si = 2 on retrouve le champ magnétique B créé par un

fil rectiligne infini.

@ Flux du champ d’une spire
a travers un solénoide

Prenons ’origine de ’axe des z a1’extrémité gauche du solé-
noide. Considérons le flux envoyé par la grande spire a tra-
vers les spires comprises entre la cote z etlacote z+dz du
solénoide (voir figure).

Ily a ndz spires qui sont traversées par le champ

E(M): % sin® 8¢, qui y crée donc un flux
== lnr? .,
d¢=B.dS=T sin® @ X n dz.

Posons OA =d >0 ;’angle 6 est défini par

tan 6 = , Soit encore z = —d . La relation

z+ tan

liant dz et d@ estdonc: dz=-—

: dé@, ce qui donne
sin? 0
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do=— %’ nr2 nsin 6d6.

Quand z varie de 0 a I’infini, 6 variede o a 0, ce qui
donne :

o
D= ,uOZITt rznf sin 6d0 = 'uo%m r2 (1 = cos @)
0

(B Champ magnétique créé
par I'électron de I'atome d’'H

1 ¢ Le principe fondamental appliqué a 1’électron donne

e2 o
o 5 r
4TC 80 r2

Pour un mouvement circulaire de rayon r

-
ma = —

a=-L7¢
r r
2 2 2
my e e
donc = 5 v’ =
r 4 ey r 4 gy mr
e
==
Var gy mr
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Le champ magnétique permanent a CORRlGES

1,6 10-19
V9 103'x 53 10-12

grandeur treés inférieure a ¢ , heureusement ! sinon le
calcul classique ainsi fait était impossible.

AN. = =310%° =2210°ms™!

2 ¢ En un tour une quantité de charge égale a celle de 1’élec-
tron a parcouru un cercle de rayon 7 : 1’électron en mouve-
ment se comporte comme une boucle parcourue par un

courant d’intensité i = % , T étant la période de révolu-

S s 207 0.5 g_ GO
tlonegaleaTdoulz—.

2nr
Le courant crée au niveau du proton un champ
i ev
= tol _ Fev
2r  4mi?

-19 6
AN : B =Ho ev _ 97 16107722 10°

P 532102
_ 165%22 10-7+6+24-19 - 12 53 T

Ce champ est tres intense.
» Le champ magnétique terrestre est inférieur a 10~#T .
* Le champ B maximum dans la mati¢re est de I’ordrede 1 T .




Dipoles électrique
et magnétique

* Modele du dipole.
» Champ et potentiel du dipole.

« Similitudes et différences entre dipoles électrique et
magnétique.

-
* Actions exercées par un champ E extérieur sur un
dipole électrique.

« Potentiel électrostatique.
* Champ E et B.

EEARENEEEENEREERERREN LES OUTILS MATHEMATIQUES

* Développement limité.
» Opérateur gradient.

«Moment dipolaire électrique

Un objet de charge totale nulle, mais dont le barycentre des charges positives est décalé par rap-
port a celui des charges négatives, crée un potentiel et un champ analogues (en premiere approxi-
mation) a ceux d’un doublet de charges.

Un doublet constitué d’une ch_ar.ge —q,situéeen N,et +q,située en P, est caractérisé par

son moment dipolaire p =g NP .

L’unité usuelle de moment dipolaire est le Debye : 1 D = % 102 C.m

« Potentiel et champ d’un dipéle p=qa M
électrique r é
-9 0
e [ e potentiel électrostatique créé par un dipole de moment N O P p X
dipolaire p placé au point O est, a 1’ordre le plus bas en puis- -~

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problémes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.




Dipéles électrique et magnétique

a
sances de — :
r

1 ﬁO_M_ 1 p.e. 1 pcos6

V(M)= = -
(M) drne, OM®  4megy r*  dmg P

o [’expression du champ du dipdle est, en coordonnées polaires :

. ) S P
EM) = 1 pcosGe,;—psmGee

4re, r '
- e \
obtenu grace a £ = — grad V. |
® Sous forme intrinseque :

= 1 3p.e)e—-p

EM) = (p ,3) P

4me,

o Les lignes de champ et les équipotentielles ont
I’allure ci-contre.

«Moment magnétique (PCSI)

—

o Le vecteur surface S associé a un contour orienté I est défini par S = JJ das .

z
X est une surface quelconque qui s’appuie sur S ds
I ; orientation de I et celle de X sont liées >
par la regle du « tire-bouchon ».

o [e moment magnétique d’une boucle de cou-
rant, parcourue par un courant / et définie par
son contour orienté I” et son vecteur surface S,
estJ =1S .

« Champ dipolaire magnétique (PCSI)
e En des points tres €loignés d’une boucle de courant, son champ magnétique tend vers celui d’un

dipdle magnétique de moment L .

e Bien que physiquement différents, le champ €lectrostatique d’un dipdle €lectrique de moment p et
le champ magnétique d’un dipdle magnétique de moment J{ sont formellement identiques a
grande distance en coordonnées sphériques d’axe (O , ) :

- 2McosOe. +MsinOe,
Ho 3. 2)E—dl
4m '

Son expression intrinseéque est donc B(M) = 3

o [’identité n’est vraie qu’a grande distance; le champ électrique d’un doublet et le champ magné-
tique d’une boucle de courant sont trés différents au voisinage des sources.
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Dipoles électrique et magnétique

«Interaction d’un dipéle électrique avec un champ
appliqué permanent

e La résultante des forces qui s’exercent sur un dipdle placé dans un champ électrique uniforme est
nulle.

e Le moment des forces appliquées a un dip6le, placé dans un champ uniforme ou Iégerement hété-
rogeéne,est I'=p AE .

e Dans un champ non uniforme, le dip6le subit principalement un moment qui tend a I’aligner dans
le sens du champ appliqué. Une fois aligné, le dipdle subit une force qui tend a le déplacer vers les
zones de champ intense.

e L'énergie potentielle d’interaction entre le dipdle rigide et le champ appliqué est &, = - P E .

Conseils et pieges a éviter

» Avec des répartitions dipolaires électrostatiques il faut toujours commencer par calculer le
potentiel : il est plus simple de faire un développement limité de scalaire qu’un développe-
ment limité de vecteur.

» Nous ne connaissons que 1’expression de 1’énergie potentielle d’un dipole rigide placé dans

un champ permanent. Attention aux dipdles induits...
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o Moments dipolaires moléculaires

1 ¢ Dans la molécule d’eau, la différence d’électro-négati-
vité entre atome d’oxygene et atome d’hydrogene polarise
les liaisons OH de telle sorte que chaque atome d’hydro-

geéne porte une charge partielle €gale a ? environ.

En déduire le moment dipolaire p de la molécule d’eau
sachant que I’angle « entre les deux liaisons OH est
égal a 104°45” et que la longueur d’une liaison OH est
d =95 pm.

2 » En vous aidant de la théorie VSEPR expliquez pourquoi
la molécule de trioxyde de soufre est apolaire malgré la dif-
férence d’électro-négativité entre les atomes O et S.

1) Une distribution dipolaire est globalement neutre :
on en déduit les charges partielles sur les autres
atomes.

Le moment de la molécule d’eau est la somme vec-
torielle des moments des deux liaisons OH.

2) ’atome de soufre n’a pas a obéir a la regle de
’octet puisqu’il est sur la 3¢ ligne du tableau pério-
dique.

Conseils

6 Positions de Gauss d'un dipéle

1 En un point M quelconque tracer approximative-
ment le vecteur champ électrique créé par un dipdle de
moment dipolaire p =p e, .

2 o Tracer alors la ligne de champ qui passe par ce
point M.

3 « Représenter les vecteurs de base ¢, et ep au
point M.

4 ¢ Ou sont situés les points tels que le champ élec-
trique créé par un dipdle ait méme direction que le
moment dipolaire ? Ce sont les positions de Gauss.

5 ¢ Faire un schéma illustrant ces positions, en repor-
tant les vecteurs de base pour chacune d’elles.

1) Appliquer le théoreme de superposition : au point
M se superposent les champs des deux charges cons-
tituant le dipdle.

2) Il faut veiller a ce que la ligne soit bien tangente au
champ que vous venez de tracer au point M , sinon il
y a une erreur soit dans la représentation de E soit
dans le tracé de la ligne de champ.

Conseils
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3) Pour représenter correctement les vecteurs de base
il faut tracer OM qui donne la direction de ¢, ; celle

Conseils

de ¢ép s’en déduit par rotation de + % dans le

sens choisi pour définir la coordonnée 6.

4) Pour quelles positions de M, ¢, ou ¢ep se
retrouvent-ils paralleles a Ox ? Pour quelles valeurs
de 6 lechamp E est-il selon e, ou eg seulement ?
5) Vérifier la concordance avec I’expression des
composantes de E .

9 Validité de l'approximation
dipolaire électrique

Un dipdle est constitué de deux charges opposées — g et

+ g situées sur ’axe (Ox) aux abscisses —% et % .

1 ¢ En un point de I'axe (Ox) d’abscisse x , rappeler la
valeur E((x) du champ électrique dans 1’approximation
dipolaire.

2  Exprimer la valeur exacte du champ ¢€lectrique sous la
forme E(x)=Eyx) f(x) .

3 ¢ Pour quelles valeurs de x ces deux expressions du
champ sont-elles égales a 1% pres?

4 « Reprendre ces questions pour un point de I’axe (Oy).
Conclure.

La solution doit pouvoir s’adapter a tous les systemes
de deux charges. La grandeur significative n’est pas
I’éloignement absolu x (ou y), mais 1’éloignement
rapporté a la distance «a . La fonction f(x) est en fait

Conseils

. } . ., X
une fonction de la variable adimensionnée — .
a

Le champ E o peut s’obtenir, soit a partir de I’ex-
pression intrinseque, soit a partir de I’expression en
coordonnées polaires (7, @) ; dans ce dernier cas il
faut, pour chaque configuration, repérer 1’ orientation
des vecteurs ¢, et ey de la base locale.

0 Arcs de cercle portant des
densités de charges égales
et opposées

Les arcs de cercle de rayon R sont chargés avec les den-
sités A et —A.



Dipoles électrique et magnétique

-1

1 ¢ Calculer le champ électrique en O , centre du cercle
de rayon R .

2 e Calculer le champ en un point M de I’axe Oz, tel que
zy>>R.

3 © Que retrouve-t-on lorsque « tend vers zéro ?

1) Etudier d’abord les symétries pour ne sommer que
les seules composantes qui contribuent effectivement
au champ total.

2) Il faut projeter deux fois le champ élémentaire
pour obtenir la composante « utile » : une premiere
fois pour se ramener a la composante « horizontale »,
une deuxieéme pour se ramener, comme en 1) a la pro-
jection sur Ox . Quand z >> R la 1™ projection

Y orre . 5 T R
s’exprime facilement a I’aide de — .
z

3) Quand o tend vers zéro on doit retrouver 1’expres-
sion du champ d’un dipdle, les barycentres des char-
ges positives et négatives se situant en (— oLR, — R)
et (+ oR,—R).

Conseils

6 Passage d'une densité volumique
a une densité surfacique

Reprenons I’exercice 2 du chapitre 1.

On considere deux sphéres identiques, de rayons R , de
centres respectifs O; et O, distants de a , et chargées
respectivement avec des densités volumiques uniformes
mais opposées — p et + p, modélisables par une sphere
de centre O, de rayon R, chargée avec une densité sur-
facique de charges o= oy cos 8 (o) = pa) .

0102 =a

1 ¢ Calculer le champ créé en O par cette distribution.

2 » Montrer qu’en réalité le champ est uniforme a ’inté-
rieur de la sphere.

3 » Comment se comporte cette distribution pour r > R ?
En déduire I’expression du potentiel en un point M
extérieur en fonction de »=OM , oy et R . En déduire
le champ électrique pour r > R .

1) Toutes les charges comprises entre 6 et 6,d6
contribuent également au champ résultant.

2) Appliquer le théoréme de superposition et le théo-
reme de Gauss.

3) A I’extérieur de la distribution comment se com-
portent les deux spheres uniformément chargées ?

Conseils

G Dipdles répartis
entre deux plans paralléles

. e e
L’espace compris entre deux plans de cotes Y et >

est rempli de dipoles microscopiques régulierement répar-
tis. Un volume mesoscoplque ¢lémentaire d7 possede un
moment dipolaire d p = Pdr. Le vecteur P densité
volumique de moment dipolaire encore appelé vecteur
polarisation, est ici uniforme :

P =Pe,
zA
M(h)
o dp
r A
0 X

. o e e
1+ Unpoint A situé entre les plans de cotes Y et )

est repéré par ses coordonnées cylindriques (r, 9, z).
Exprimer le potentiel dV créé par les dipdles situés
dans I’élément de volume d7 situé au voisinage de A,
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en un point M situé sur I’axe (Oz),alacote h. On
pourra utiliser I’angle o (cf. schéma ci-dessus).

2 » En déduire le potentiel et le champ électrique en M .

On étudiera tous les cas :
<& Ll gL
2 2 2 2

3 » Montrer que cette distribution de dipdles est équivalen-
te a une distribution de charges que 1’on précisera.

4 ¢ Sachant que V(M) est donné par :

-] Zaer
drey AM

volume ol

existe 1?

montrer que : V(M) = P. E (M) ou E (M) est analogue
a un champ de « nature électrostatique » créé par une
densité volumique de « charge » que 1’on définira.

Calculer E (M) dans tout I’espace. En déduire V(M) .

Il faut ici raisonner sur les dipdles élémentaires,
comme on I’a fait par ailleurs pour les charges €lé-
mentaires : chaque dipdle élémentaire dp , associé a
un élément de volume d7, crée en M un potentiel
dv.

Pour un point M situé entre les deux plans, il faut
considérer qu’une fraction du systéme se trouve au-
dessus de M , et I’autre partie en dessous.

Quelle est la distribution de charges qui crée un
champ uniforme dans tout I’espace z >0 ?

Conseils

0 Interaction circonférence
chargée - charge et dipodle

~

Une circonférence de centre O , de rayon R , d’axe Oz
porte une charge + ¢ uniformément répartie. Une charge
— g se trouve sur I’axe de la circonférence en A , tel que
OA=a.

1 ¢ Calculer le potentiel créé par I’ensemble en un point
M de ’axe.

2 » Montrer que cette distribution, charge plus circon-
férence, se comporte comme un dipdle quand M est
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Dipdles électrique et magnétique

suffisamment éloigné. Donner alors son moment dipo-
laire en fonctionde ¢, R et a.

On place maintenant en A un dipdle rigide de moment
p =p é. , astreint 2 se déplacer sans frottement selon
I'axe Oz .

3 ¢ Calculer la force que le dipdle exerce sur la circon-
férence.

4 ¢ Calculer la force que la circonférence exerce sur le
dipole en considérant qu’il est constitué de deux
charges — ¢' et + ¢’ , situées respectivement en
z—d' z+d
et
2 2
5 e Retrouver ce résultat en passant par 1’énergie poten-
tielle d’interaction de la circonférence et du dipole.

. Conclure.

6 * Déterminer les positions d’équilibre du dipdle.

7+ Déterminer la pulsation des petites oscillations
autour de la position stable.

1) Appliquer le théoréme de superposition.

2) Pour z trés grand (z >> @) on peut simplifier

I’expression du potentiel et chercher a le mettre sous

la forme du potentiel d’un dipdle. Il ne reste plus

alors qu’a identifier au numérateur I’expression du
p

4mgyz?

Conseils

moment dipolaire puisque V = en un point

de I’axe d’un dipdle.

3) Commencer par chercher la direction de la résul-
tante des forces en considérant par exemple les forces
qui s’exercent sur deux éléments de circonférence
diamétralement opposés. Ensuite projeter le champ
du dipole sur cette direction.

4) Sommer les forces exercées par les charges de la
circonférence sur les deux charges qui constituent le
doublet, puis d’ étant trés inférieur a z (approximation
dipolaire) simplifier I’expression obtenue a I’aide des
développements limités.

5) Le dipdle subit 1’action du champ créé par la cir-
conférence. La force qui s’exerce sur lui se calcule
facilement 2 partir de 1’énergie potentielle —p'. E .
Les deux dernieres questions se traitent a partir de
I’énergie potentielle.

9 Un modeéle de l'action
d’un champ électrique uniforme
sur une molécule

1 ¢ Une molécule polaire peut étre représentée électrique-
ment par un dipdle électrostatique rigide constitué de deux
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charges +¢(P) et —g(N) , de moment dipolaire p = qN_P,
avec NP = a . Cette molécule se trouve dans un champ
électrostatique uniforme E , paralléle 3 p et de méme
sens.

E,

—_ >

o »
a) Calculer le potentiel V' en un point M situé a une dis-
tance r=OM de O (milieu de NP) trés supérieure a a .
b) Calculer E, et Eg.
¢) Montrer qu’il existe une surface X telle que Eg=0 en
chaque point de X'.
Quelles sont ses caractéristiques géométriques ?
Que peut-on dire de cette surface du point de vue de ses
propriétés électrostatiques ?

2 » On admet que rien n’est modifié en ce qui concerne la
répartition des champs et des potentiels, a 1’extérieur de
2, si on remplace le dipdle par une sphere conductrice de
charge totale nulle et dont la surface est confondue avec
X, .

a) Vérifier que le flux de E a travers toute surface exté-
rieure 2 X est bien identique pour les deux systémes.

b) En I’absence de courant, le champ électrique est nul a
I’intérieur d’un bloc conducteur.

Que dire du potentiel sur X pour les deux systemes?
Conclure.

¢) En admettant cette équivalence, montrer qu’il apparait,
sur la surface de la spheére conductrice, une charge surfa-
cique o telle que o= oycosf.

Exprimer oy et vérifier que la charge totale de la sphere
conductrice est bien nulle.

3 ¢ Soit une distribution de charges globalement neutre
représentant une molécule dépourvue de moment dipolai-
re permanent. On la place dans un champ électrostatique
extérieur E(); la molécule acquiert alors un moment dipo-
laire induit p; . .
Dans certaines conditions , on peut poser p;= & & E .
a) Que désigne « ? Quelle est sa dimension ?

b) Dans un modele « ancien », trés simplifié, on assimile
un atome a une sphere conductrice rigide de rayon rg ,
globalement neutre.

Que se passe-t-il lorsque cet atome est placé dans un
champ E(? En tenant compte des résultats du 1), montrer
que cet atome est équivalent a un dipdle dont on précisera
le moment dipolaire.

Pourrait-on écrire pour cet atome une relation du type
pi=agky?

Exprimer ¢ . A quelle grandeur caractéristique de cet
atome « est-il relié?

¢) Donner un exemple lié a la chimie montrant 1’impor-
tance de la notion de polarisabilité.

1) a) Appliquer le principe de superposition et les
résultats du cours. .

¢) Comment est orienté E par rapport a la surface
2 7 Que peut-on dire de V' en un point quelconque
de cette surface?

2) b)Le champ est nul a l'intérieur de la sphere
conductrice; que peut-on en déduire pour le potentiel ?
On rappelle que le potentiel est une fonction continue
des coordonnées d’espace.

¢)Quelle est I'expression de la discontinuité du
champ électrostatique E liée a la traversée d’une
surface chargée ?

3) a) o caractérise 1’aptitude de la distribution a se
déformer sous ’action d’un champ extérieur (penser
au cours de chimie sur 1’atome et la molécule).

b) Raisonner qualitativement sur 1’action du champ
sur le cortege €lectronique.

¢) Les exemples sur I’'importance de cette notion sont
nombreux, notamment en chimie organique.

Conseils

9 Interaction dipdle permanent -
dipdle induit

0 P,
YA
molécule x=a ,17,, X
polarisable

On considere un dipdle p , constant et rigide, modé-
lisant une molécule polaire, dirigé selon Ox, placé en
un point Pg,en x=a.

En O (x = 0) se trouve une molécule polarisable, de
polarisabilit€ o, c’est-a-dire que soumise a un champ
E , elle acquiert un moment dipolaire p = oggE .

1 ¢ Quelle est I’équation aux dimensions de o ?

2 ¢ Calculer le moment dipolaire qu’induit, au niveau
de la molécule polarisable, la molécule polaire.

3 ¢ Calculer la force qui s’exerce sur la molécule pola-
risable, puis sur la molécule polaire.

4 o Justifier que 1’on trouve une force d’attraction quel-
le que soit I’orientation du dipdle permanent.

1) On utilisera la définition d’'un moment dipolaire, et
I’expression du champ E créé par une charge ponc-
tuelle pour trouver la dimension de o .

2) Attention : pour le point Py, ¢, =—¢é, et O=T.
3) Attention nous connaissons uniquement I’expres-
sion de I’énergie potentielle d’un dipdle rigide (le cas
de p etnonde p) placé dans un champ permanent.

Conseils

© Hachette Livre, H-Prépa Exercices et problémes, Physique, MPSI-PCSI-PTSI
La photocopie non autorisée est un délit.



@ Champ magnétique en un point
du plan d’une spire

Une spire circulaire de centre O, de rayon a et d’axe (Oz)
est parcourue par un courant d’intensité /. Un point courant
P de la spire est repéré par 1’angle que fait le vecteur OP
avec ’axe (Ox) de référence. Exprimer sous forme d’une
intégrale le champ magnétique créé en un point M de I’axe

(Ox) tres €loigné de la spire (1 >> 1).
a

Effectuer un développement limité en u = 2 de I'inté-
X

grale et obtenir la partie principale du champ B(M).
Vérifier que ce champ est bien celui créé par un dipdle
magnétique au méme point.

m Champ magnétique créé par
une sphere chargée en rotation
(oral)

On considere une sphere isolante, de rayon R et de
centre O, creuse, portant une charge O uniformément
répartie sur sa surface. Elle tourne autour d’un axe Oz
avec une vitesse angulaire @ constante qui ne perturbe
pas la répartition des charges.

1 ¢ Déterminer le moment magnétique ainsi créé.

2 » Montrer que le champ magnétique créé n’a pas de
composante selon e"q,.

3 e Déterminer et représenter le champ créé loin de la
sphere

a) en un point quelconque ;

b) en un point de I’axe Oz .

1) On a déja vu a I’ex. 7 du chapitre précédent com-
ment exprimer les courants surfaciques générés par
le mouvement de la sphere : on décompose la sphe-
re en spires de courant de largeur Rd@, de rayon R
sin . On somme alors les moments magnétiques de
toutes les spires en intégrant sur 6.

2) 11 faut utiliser le Principe de Curie, c’est-a-dire
étudier les symétries, deés que ce genre de question
est posée.

Conseils
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3) Loin de la sphere, celle-ci se comporte comme le
dipole dont on vient de calculer le moment. Il est alors
tres simple, dans un plan ¢ = cte, de calculer I'ex-
pression du champ B a partir des formules du dipdle.
Pour représenter correctement le champ en un point,
il faut tracer approximativement la ligne de champ
du dipole en ce point et correctement 1’ orienter.

On pourra également tenter un calcul direct a par-
tir des boucles de courant...

@ Champ magnétique créé
par un solénoide dans
I'approximation dipolaire

Un solénoide est constitué¢ de N spires parcourues par un
courant [, régulierement bobinées sur un cylindre de sec-
tion S (non nécessairement circulaire), de longueur € et
dont les génératrices sont paralleles a I’axe (Oz) .

------------------ .

r

N w

[N
22

h

-
1 ¢ Déterminer le moment magnétique d.l associé a une
tranche de solénoide de longueur élémentaire dz .

2 ¢ Calculer le champ B enun point M situé sur I’axe
(Oz) , a une distance & de I'extrémité du solénoide, avec
I’approximation 4 >>a . Dans le cas d’un solénoide a sec-
tion circulaire, comparer avec 1’expression obtenue sans
cette approximation.

3 e« Calculer le champ B enun point M, situé sur le plan
de symétrie, a une distance r de I’axe, avec 1’approxima-
tion r>>a.

Etudier le cas limite du solénoide infiniment long.

1) Combien de spires y a-t-il entre z et z +dz ?

2) il s’agit ici bien évidemment d’exploiter le champ
magnétique créé par le dipole dil . Comme il va fal-
loir sommer les champs de tous les dipdles, on ne peut
prendre I’ origine au niveau du dip6le, on la prend donc
au niveau du point M, fixe. Dans la formule, en coor-
données cylindriques r est la distance au dip6le, donc
nécessairement positive. Selon la position de M sur
I’axe par rapport au solénoide =0 ou 7.

3) Quelles sont les éléments de symétrie de la distri-
bution au point M, ? En déduire les composantes a
sommer. Ou choisir I’origine cette fois pour mener le
calcul le plus simplement ?

Conseils
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(B Flux d'une petite spire
a travers une grande spire

On considere une petite spire, de rayon a , parcourue par
I, placée en O, telle que son moment magnétique soit
m=mna*le,.

A une distance d sur 'axe Oz se trouve le centre C
d’une grande spire de rayon R >>a .

Calculer le flux ¢, en fonctionde a, d et R envoyé
par la petite spire dans la grande.

Conseils

Quelles sont les invariances du probleme ? En dédui-
re les plans ol sont contenus le champ magnétique
créé par la spire. Dans un de ces plans faire un sché-
ma ou figurent explicitement les composantes de B
du dipdle et le vecteur surface de la spire de rayon R .
Bien regarder aussi les symétries et invariances pour
le choix de la surface.

Le champ B étant un vecteur a flux conservatif,
son flux a travers la spire de rayon R ne dépend
pas du choix de la surface s’appuyant sur ce
contour.

On peut obtenir des calculs simples en prenant une
surface sphérique de centre O s’appuyant sur la spire.
On pourra aussi vérifier le résultat précédent en pre-
nant la surface plane de la spire ; dans ce dernier cas,
les calculs sont plus laborieux....
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o Moments dipolaires moléculaires

1 Si les atomes d’hydrogene portent chacun une charge par-
tielle dg = % alors 1’atome d’O porte une charge g =— %
qui assure la neutralité de la molécule H,O. .
Chagque liaison posséde un moment dipolaire p; = & OH;
Le moment résultant est p =p'| + p»

Soit p=2p,~cos§=2x§xdcos%

=6,18103°C. m=1,85D
O(=2el3)

Hy(el3) Hy(el3)

14

2 ¢ S03 est du type AX3 donc plane, telle que les liaisons
S = O> forment entre elles des angles de 120° :

> |chaque liaison est polarisée avec un méme
z bnd =
Il |moment ; le moment résultant est donc nul Xp;=0

S
7N\ (| par symétrie.
© oY

120°
120° 120°

6 Positions de Gauss d’un dipdle

Ep(M)

A O B %
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1 E(M) = Ex(M) + Eg(M) avec |[Eg(M)|| > |Es(M)| car
BM < AM.

2 © Laligne de champ issue de B vers A passantpar M est
évidemment tangente au champ E(M) (lignes de champ d’un
dipdle). Elle est symétrique par rapport a Oy (non représen-
té sur la figure) 1Ox.

— . == —
3 e ¢, estle vecteur directeur de OM ; eg est obtenu par

rotation de + % dans le sens direct (orientation de 8).

4 * On cherche les points tels que E (M=EM) e + sachant que
2p cos 6 B p sin 6 ap
41l:£—‘0r3 47l'.<€0r3

EM)=E,Z +Egcg =

Pour r donné :

si @=0 alors Eg=0 &,=¢, et EA= 2p e
4neyrd

g _ _ - - > 2 o

si =1 EH_O e,=— €y EB_ ey
4rgyr

3 b = o = —p -

si == E.=0 en=—2¢ Fr— z

2 ' ¢ * ¢ dmegrd

. T - —_ g _p -

si 0=-—— E.=0 eon=+c¢ Eo= z

2 ' 07T TP ey

Donc les points sont situés dans les plans définis par 6 =0

(plan y=0)etpar 0=+ g (plan x = 0) en raison de I'inva-

riance par rotation autour de Ox .

y
- T
E. ¢ |%=2
C
M
r
- Z] i
e B A E,4
— — — —_—>
O=n Eg e » 6=0 X
D —
€9
Ep | 9237
-2
EA—EB——ZEC=—2ED
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° gog 7 . . a
6 Validité de l'approximation . T qa L -
dipolaire électrique b e ey, o TSORW)
1 © En un point de ’axe (Ox) : [1+4y2
x=r,0=0,¢.=¢, (?9=gy).
L’expression générale du champ d’un dipole s’écrit donc : gy = ;3 est inférieur a 1;
= 2ga a2
Ey=———e, . 4
O dmex® (H 4y?
2 o 11 suffit d’additionner les champs électriques des deux g =1lal%pressi g(y)>1-001.
charges : Avec un développement limité, cette condition devient :
2
Fo_4d 1 __ 1 ) 1—3“—2>1—o,01 , soit Iyl>6,la.
(R o
xX—— x+
2 2 Pour conclure, et en extrapolant a toutes les directions,
) I’approximation dipolaire est justifiée a mieux que 1 %
-1 Lz ey pres, pour des distances supérieures a moins de dix fois la
i 2o i ] distance entre les charges.
S e - 1 9 Arcs de cercle portant
nen tire E(x)=Eqx)f(x),avec f(x)=——. "y <
0 Y des densités de charges égales
=7 et opposées
3 ¢ f(x) est supérieur A 1 (dénominateur < 1). TeLeplan Oyz est plan d’antisymétrie de la distribution,
f@) =121 %pressi f(x)<1+0,01. donc E(0) est selon E'x seulement.
o 2 Deux points P et P’ , symétriques par rapport a Oy contri-
Avec un développement limité a I'ordre 1 en a2 cette buent donc également au champ résultant. 11 suffira de calculer
condition devient - le champ dii au demi-arc positif seulement et de le multiplier
5 par 2.
145 <140,01, soit —<+2.107 .
2x [xl
Elle est donc réalisée si |x|1>7,1a.
4 ¢ En un point de I’axe (Oy) :
r=y,0= g co=—¢, (ete, =e)).
Le champ a donc pour expression : x
- ’ %1
B =-—1% 2. y N
dmeyy .
Le plan x =0 étallt plan d’anti- d S
symétrie, le champ E en tout point 6 0
de I’axe (Oy) est orienté parallele- rlal \r ’
ment a E'x . -y +2
11 suffit donc de sommer les deux
composantes selon ¢, des champs -q 0O q «x . P
créés par les deux charges. Ces deux N
composantes sont égales : charge ARd6
Z
E.=-2 sin &, avec a= 2 d’ou =
X dmeyr? ’ , Le champ dE créé par I’élément de charge dg =ARd6 centré
sur P a pour norme |l dE Il = ARdO .
4megR2
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dE, =— sin 6.
T 4negR?

Le champ di a la distribution s’obtient donc selon
o o

E =2 f _ ARd&in® _ A [cos 9}
0 4negR?  2meR 0

= (1 —cos @)
2negR
dot E(0) = Ml —cos o) ¢, ; E, estbien négatif.
2negR
A 7 dEM)
P
’dE Sin ﬁ
ML
B

dEx =dE siﬁ [.sin 6

- /I)P/
A2 »'dE sin
[ =0 ;
(+ /l) P R 0

X

Le plan (0y,0z) estun plan d’antisymétrie des charges, donc
EM)=EM) ¢, M étant sur 'axe Oz .

La démarche est rigoureusement identique a celle du 1) mais
il faut d’abord projeter le champ dE sur un plan horizontal
(M, x, y) puis une seconde fois sur I’axe Ox .

Il dE Il = _hRdO avec PM=\/212VI+R2
4megPM?
et dE, = _hRdO sin fsin O avec sin f= i
dmegPM? PM
2 .
donc dE,=- M Lorsque le point P décrit le demi-
4me PM3
arc, PM reste constant.
2 o 2
Donc E, = =2 sin d6 = =L (1 -cos @)
dmegPM3  Jo dnegPM?
= _ 2
Soit EMy= —2M° (1 _cos )
4megPM?

avec PM?=R?+ 212‘,[ .

3 ¢ Quand oo — 0 les deux demi-arcs se comportent comme
deux charges ponctuelles + ARol et — AR distantes de Ro.
En un point tel que z3;>> R ces deux charges apparaissent
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comme un dipdle de moment p = (A\R) Rot €, = MRa)? €.
Montrons que le champ trouvé en 2) tend bien vers le champ
d’un tel dipdle.

z

M

E
S 1SS
P

P

2 AR2 iz
2
—“MR(1-cos @) > _ z € (d€ au 2° ordre
2megPM?

E= ;
aneoPM de cos x)

5 & 4
4meoz;, TEWZyy

ce qui est bien correct.
(PM =z si zpy>>R)

Il en est de méme pour le champ E(0). Pour se placer dans
I’approximation dipolaire, il faut que ar<<1,soit Ro<<R.
On a toujours p = A (Ra)? &,

el 2 = — 2 °
E(0)=— 2_/10(_ @y = )‘(Ria)?’ex
4nggR 2 4megR
= p— ce qui est encore correct.
4megR3

9 Passage d’'une densité volumique
a une densité surfacique

Rd6
de

&l

Tous les plans contenant Oz sont des plans de symétrie des
charges donc E(0) =E, e .

La contribution dE, due aux charges situées entre 6 et
0+do est:

avec dZ =2m R? sin 0d6
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ce qui donne pour € variantde 0 a m:

2 m
L =— GO J sin O cos? 0d6 =
dney R? Jo
0y [ cos3 HT
2& 3 0

soit donc E 0)=- %0 e, .
g

2 A Dintérieur de la sphére, E est la superposition des
champs créés par la sphére «—p» de centre Oy, et la sphe-
re «+ p» decentre O;.

Ey(M)

Surface de
Gauss

E 2(M) a I'intérieur de la sphere de centre O, est radial, de
la forme Ex(r) €, , et s’obtient directement par le théoréme
de Gauss avec une surface de Gauss sphérique de centre O, .
O, M
3g

s

Es(r) 4mr? = Lp & ed g Exr)=p
& 3

oM
38

et donc : Ez(M)=p (;’Z—M ; de méme 51(1‘/0=—<P
&

Ed Ed e (p —_— —_—
et EM)=E{M)+E)M)= 3o (OM - O M) =
€

—P 0,0,
38

soit E(M) =— % e, car op =p.010,
gy

le champ est bien uniforme dans la sphere.

5 A Iextérieur de la sphere E(M) = E (M) + Ex(M), le
champ a I’extérieur de la sphere chargée + p de centre O,
est le méme que celui créé par toute la charge ¢ de la

sphere en O, , avec % 7R3 p.

On obtient donc le systéme de charges suivant vu de 1’exté-
rieur des spheres :

Comme O Oj = a << R, nous sommes dans 1’approxima-
tion dipolaire, avec un dipole de moment

=

p=qa?z=§nR3paEZ=§nR3 oo es,

qui crée le potentiel : V(M) = SCECYEN , SOit :
4m gy OM?
V(r.6) = 00 p3 cos 0 _ oy R3 cos 6
' & oM? & 12
r>R
et donc :

= — N : N
E(M)=—grad v= 2% g3 &539 .+ %0 R3 &30 o
r 80 r

() R3
gr

ou [2 cos B¢, + sin eg]

G Dipoles répartis
entre deux plans paralléles

r

1¢ AM =——. D’apres ’expression du potentiel créé par
sina
un dipdle :
dV = dpcosar _ Pdrcosasin’ o
4n ey AM . 41t80r2

2 + On suppose h>§. dr=rdrdfdz.

Or r=tan ¢ (h—z),d’ou:

dr="""ga e dv=L""%40404:.
cos” & 4me,
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Pour décrire I’ensemble de la zone contenant les dipodles, il

. . T
faut faire varier 6 entre O et 21, o entre 0 et 5 et z entre
e e
-—— et —.
2 2

On obtient donc :

2n

2 ef2
Psi P
V(M) = JJ SN Gadfdz =<
4me, 2¢,

6=0 a=0z=-¢2

P
Si h> % , le potentiel V(M) = € est uniforme et le champ
€o
électrique est nul.

N

Le potentiel reste défini a une constante additive pres. On
remarque qu’il n’est pas ici possible de choisir V=0 al’in-
fini; cela est dii a la présence de dipdles a I’infini.

*Si h< —% , on peut reprendre le calcul précédent en chan-

geant cosr en — cosc .

Le potentiel V(M) = e est uniforme et le champ élec-
2¢,

trique est nul.
. e e e e .
* Si —5 <h< 5 , la tranche d’épaisseur 5 —h , située « au-

dessus » de M, crée en M un potentiel :

P (e
W(M)——E(E—h)

- e .
La tranche d’épaisseur — +/ , située « en dessous » de M
2

crée en M un potentiel :

vgm:%(%m).
0

Le potentiel est donc :
P
V(M) = V(M) + V(M) = —h.

€o
p . = dvg P
Le champ électrique est E=—-—¢. =——¢.
dh &
%
Pe | i
e 2¢g,
2
¢ z
| 2
P Pe
: 2¢

Potentiel V(z) : on a choisi V(0) =0
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E\
_e€ £
2 2
z
_Pe
€

Champ électrique : E = E(z) €,

3 ¢ On sait qu’un plan uniformément chargé avec une densi-
té surfacique uniforme o créé un champ uniforme :

- o
E=1——¢. «au-dessus » et « en dessous ».
€

On peut donc obtenir le méme champ en tout point a partir de
deux plans de charges surfaciques oy =P et oo =—P , de
cotes respectives 1€ of _ €
2 2
Ces deux plans forment un condensateur et créent bien un

champ total nul si 41> % ;

et un champ —522 si |h|<§.

&
z

— -
E, E,

0
- -
E, E,

0,
— -
E, E,

4 * Le potentiel dV(yy) créé en M par un dipole €lémentai-
re dp =P d7 situéen A est donné par :

Pdz.AM

4m gg AM3 .

P étant uniforme, cela donne V(M) =P. E(M)

avec E(M) = 1 ff drAM
47 g AM3

volume
me,
ol existe P

AV =

Ce champ a les caractéristiques, les propriétés d’un champ
électrostatique mais n’est pas homogene a un champ électro-
statique : ce serait un champ « électrostatique » créé par une
densité volumique uniforme de « charge » : « @=1», @
étant sans dimension !




CORR'GES Dipéles électrique et magnétique

4
M

e > e
i 2
: 7=1
s of?

—Zli ~ -< @

®

Le systeme de « charge » est situé entre les deux plans

z=— % et z= % ; il est invariant par translation suivant

x et y donc E=E().
Tous les plans paralleles a Oz et passant par M sont des
plans de symétrie des charges, donc :
E=EQ@) e,
Le plan Oxy est un plan de symétrie des charges donc :
E2=-E@).
L’application du théoréme de Gauss a la surface @ de hauteur
2z; donne :
FepdS — B zpas= £8 5
&
soit E(zl) S , et donc :
&
> L :E(z)=ﬂz"z
2 £
<L :E(z)=—£gz
2 )
pour la surface de Gauss @, cela donne :

Fzp)dS — B z)ds = 2295 5

soit E(zy) = 222
&

et donc

e e 7 -
- =—<z<+—=:E@2-= e
2 2 :

&R

On en déduit donc le potentiel V(M) (avec @=1)

;> & V(z) = L5 uniforme
28
~f o< & vy = £2
2 2 )
<& V(z) =— 249 uniforme
2 29

Nous retrouvons bien les mémes résultats.

0 Interaction circonférence
chargée - charge et dipole

1 © Les charges de la circonférence sont toutes a la méme dis-
tance du point M a savoir VR2 + z2 : elles créent donc en M

un potentiel égala —— 4
P ¢ 47 gy VR? + 22
-4

Lacharge —¢g en A crée un potentiell ————
4m ey(z — a)

enM .
En M le potentiel total vaut donc

q ( 11 )
4ngy \VRZ+z2 z—-a)

2 ¢ ’axe Oz est axe de symétrie de la distribution. Donc si
la distribution se comporte comme un dipdle, on cherche le
potentiel de ce dipdle en un point de son axe de symétrie,
d’ou cos =1 dans I’expression générale du potentiel d’un
dipole en coordonnées polaires.

Si z est trés grand

1
N i<1+(£>2>_5~ L(I_LR_Z)
VR? + z2 z z z 2 72

D
don vV~ —4 [1—lR——1—i] q9a
4n gz

au 1°" ordre.

3e

Considérons le champ créé par le dipdle en deux points dia-
métralement opposés de la circonférence : le plan qui passe
par Oz perpendiculaire au diameétre PP’ est plan de symé-
trie : les champs E(P) et E(P') sont donc symétriques par
rapport 2 O, (on aurait pu aussi raisonner sur la symétrie des
lignes de champ du dipdle).

Les forces qui s’exercent sur les éléments de charge aux
points P et P" sont donc également symétriques puisque la
charge est uniformément répartie et que dF =dg(P) E(P) .
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Le systéme est invariant par rotation autour de I’axe Oz : on
voit bien que les composantes dans le plan de la circonféren-
ce s’annulent deux a deux. La résultante des forces que le
dipole exerce sur les charges de la circonférence est donc ver-
ticale dirigée vers les z > 0

et vaut FzzquEzquZ
circonférence

avec E,=E,cos 0+ Ey cos(éE + 0) =FE;cos 0—Egsin 0

et E) = 2p cos 6 Eo= psin @
4m gy PA3 4 gy PA3
il vient
F. = 2gp cos? 6 gp sin? 6
z = 3 3
dney(R* +22)2  4dngy(R? +:22)2
49 2 . 9
= 7 (2 cos® O - sin~ 6)
Ameg(R2 + 22)2
= % (3 cos? 6-1)
4m y(R? + z2)2

=] # (i _ 1)
dney(R* +22)2 \ R? + 22
g (2z2-R?
dngy (R?+z%)72

4 ¢ Calculons le champ créé par la circonférence en un point

de I’axe :
—_ —

q
E =- rad - 1
= (4n£0(R2+22)12>

g X( 1) 2:¢, _( qze; )
= 9 x| —|]—=2 = 3
4 g 2/ 2+ 22)% 41 gy(R? + z2)2
Si le dipole est situé en z et que son moment vaut ¢'d’ la

’

charge —¢' estalacote z— d? et lacharge + ¢’ esta

’
la cote z + da

!

—qq'|z = e
alors la charge — ¢’ subit la force 2
4 2 _d ) ]2
TR + [z ——
’ d/ ~
+qq (Z+762
et la charge + ¢’ la force o3
2 d'\?)2
41 &R + z+7)

La force totale qui s’applique sur le dipdle est alors égale a
F=F,¢, avec:

N L
F.= 94 2 . 2 :

1273 1213
L el -t
2 2
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Faisons un développement limité a I’ordre 1 en d’ des deux
termes, avec d' <<z et d' <<R.
Alordre 1 en d', cela donne :

3
r N2 2 _3
[R2+<z+d7>} 2=(R2+z2+zd’) 2

(Y%

_3 d’ .
= (R? + 22 2(1+ = )
( ) R%2+22

_3 0
= (R2+122) 2(1—i zd )

2 R2 472
Et: z—d—’
2
e
2
' 3 !
b g1
R + 22)° 2z 2R+
z d’ 322 )]
= 1+ 1-
(R2+22);|: 22( R2+22
Ainsi :
’ dr 322
F@) = - 73(1— Fon 2)
T & (R2+Z2)2 z
2 2
=) 4ZP (R——Zzi) avec ¢'d =p.
O g2y

On trouve une force égale mais opposée a celle que le dipdle
exerce sur la circonférence, ce qui traduit bien le principe de
I’action et de la réaction.

5 e L’énergie potentielle du dipdle soumis au champ de la cir-
conférence est

E, 2_5.;5: (%)
4m gy(R? + z2)2

- —
Le dip6le est donc soumis a la force F =- grad E, . Comme
Ep ne dépend que de z, on trouve immédiatement que la
force est selon e .

3 1
R2+227— 7 BS(R2 + 227 % 22
7

qp
F =
" 4ne (R2 + 22)3

_ —qp 322(R2+22)£—(R2+22)3]
Cdme | (R% + z2)3

_—qp (R2+22)3[L_1]
4 g R2 + 22

_ 4P (2z2—R?)
5
4T & (R2+22)2

On comprend bien I’intérét, ici, de calculer la force a partir de
I’énergie potentielle.
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6 * Les positions d’équilibre sont données par les extremas
de I’énergie potentielle :

dE
on cherche z,, telle que( 2 ) =0
Z Zeq

(ou F;=0 en z=z,, end’autres termes !)
D’apres ce qui précedce on trouve :

222“1 =R’ o Zeg =% A_
2
7 ¢ Considérons le développement limit€ a I’ordre 2 de E,
autour de z =7z, .

d’E Z—Zog \2
E, = E\(z,9) + P “1)
p p( eq) ( dz2 )Zeq( 2

puisque <@) =0
dz Zeq

d’E d
— P \=— 2 (F
< dz? ) dz( )

5
AZ(R? + 22)2 — 222 — RY) x 2 (R2 + 22) x 22
__qp 2
4 g (R? + z2)®

d“E 4
< 2”) =P % puisque 222, =R>!
dz Zeq 4n g <3R_§
2

si Zeg =— —= la position d’équilibre est instable

Sl Zpy =+ i la position d’équilibre est stable et
eq p q

V2
2
(d EP) =k>0
de zeq

Les petits écarts a la position d’équilibre obéissent a
I’équation différentielle d’un oscillateur harmonique de

pulsation % , m étant la masse du dipdle.

Posons x =z -z, ; I’équation différentielle d’évolution de x
est:
2 dE,(z d’E
I d“x _ p( ) —_ ( 2p ) 7
dz Jz=z4

2 dz
d’x _ .
ou encore m ? = — kx dont la pulsation ay,

d’évolution harmonique (ou sinusoidale) est = (002 = \/ % .

0 *Un modele de l'action
d’un champ électrique uniforme
sur une molécule

1 °a) Soit V(M) le potentiel associé au champ uniforme
Ey.

= - 3
Ey=Eje,=—grad Vy; Vy ne dépend donc que de la coor-
3 z . dv() ) N
donnée cartésienne x , avec E,= —d—; d’ou :
X

Vo=—Eyx + cte;
ou encore, en coordonnées sphériques :
Vo=—Egrcos 8+cte .

o - PR
Le potentiel cré¢ par le dipdle est Vg1 = 47t£0r2 5
Par superposition, le potentiel en M est donc :
V(M) = pcos(92 —Eyrcos6+ cte.
dneyr
- _—
b) E = - gradV = _a_va_ la_va) =E¢+Eye,; dou:
ar ' radé
E,. =cos 2p 7+ E
dmeyr
et Eg =sinf +— E
4meyr

¢) Eg=0 si sinf=0,soit =0 ou w, c’est-a-dire sur I’axe

] )4
Ox) ou si =185 o
e 4mey’

3
La seconde relation conduit a R = P ;
nEE,

il s’agit, dans le plan du schéma, de I’équation d’un cercle de
rayon R ; comme le systeéme est invariant par rotation autour
de I’axe (Ox) , la surface X recherchée est la réunion d’une
spheére de centre O et de rayon R, et le plan passant par
O perpendiculaire & p .

En tout pointde X, Ey=0 et donc E= E.¢.: E est normal
a X .Comme les surfaces équipotentielles sont les surfaces
normales au champ, on peut en déduire que X est une surfa-
ce équipotentielle.

Remarque : Ce résultat se retrouve directement a partir de
I'expression de V(M) .

%

%

i
|

N Hm‘
il

I
T

“;m L]

i

ih

i
I
L

T‘
|

Tl

Lignes de champ dues a la superposition de E 0
et du champ du dipdle.
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Z. ® a) Soit 2’ une surface extérieure 2 X et @ le flux de
E atravers X’ .

e La spheére conductrice posséde une charge totale nulle;
d’apres le théoreme de Gauss, @=0 .

* Le dipdle possede une charge totale nulle; d’apres le théo-
reme de Gauss, @=0.

Vis-a-vis de 1’application du théoréeme de Gauss, les champs
créés par les deux systemes sont bien équivalents a I’exté-
rieur de 2.

b) « Cas de la sphére conductrice : Le potentiel est uniforme
dans un domaine ot le champ est nul. V' a donc la méme valeur
en tout point de la sphere conductrice; le potentiel étant une
fonction continue des grandeurs d’espace, V' est uniforme sur
toute la surface 2 considérée comme la limite extérieure de la
sphere.

e Cas du dipole : Le potentiel est uniforme sur toute la surfa-
ce .

« Conclusion : Du point de vue de la propriété « potentiel uni-
forme sur X'», les deux systémes sont équivalents. On admet
que I’équivalence est totale pour tous les points extérieurs a
2

¢) A extérieur de la sphere (r = RY), E a la méme valeur
pour les deux systemes :

E, =cos 2—1)3+E0 et EozL3
dmeyr 4megR

d’ott E.(R*)=3EcosOe,
E =3Eycosfe,.
A Dintérieur de la sphere, £ =0 .

On sait par ailleurs que la discontinuité du champ est liée a la
densité de charges par :

E(R*,0)-ER,0)=2%,.
€

+Htt

||
|
|
+
T
=

Lignes de champ créées par la sphére conductrice
chargée avec o .

On en déduit que la densité superficielle de charge est

o=3 80E000S0. D’ou oy =3¢&yEy.
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Si Eg >0, 0>0 surlademi-sphere x>0,et o<0surla
demi-sphere x < 0. La charge totale est nulle.

3 ¢ a) o rend compte de I"aptitude du nuage €lectronique de
la molécule a se déformer sous I’effet de E(y . C’est la pola-
risabilité de la distribution de charge. Son unité SI est le m3.
» Cette grandeur a été rencontrée dans le cours de chimie; plus
le nuage électronique est « diffus », plus il est déformable et
plus la molécule est polarisable. L'unité de ¢ est en rapport
direct avec cette remarque.
b) On a vu en 2 qu’une sphere conductrice chargée en surfa-
ceavec 0=3 & Egcos 6 se comporte comme un dipdle de
moment p = 4r & r3 Eg lorsqu'elle est placée dans un
champ uniforme E . L’atome placé dans E( voit donc son
nuage électronique se déformer et acquiert un moment dipo-
laire : .

]_7.1=4T5801'(‘;E0,
soit une polarisabilité =41 rg .
Pour un atome, =107 m, et = 102 m3.
o est relié aux caractéristiques géométriques de I’atome.

o Interaction dipdle permanent -
dipole induit
1 ¢ Sachant que p=ga, [p]=0L.

= oM
Sachant que E = —1=2 = QL2
Qe £ = onp [P El=0L
- = [
Sachant que p=ar g E , [ = 2L =12
que p € oL2
o est donc homogene a un volume.
2
x=o0 E, xX=a
— . - x
0O p=oagkE, P, Po

Soit le dipdle pg en Py(x =a) . Le champ créé en O par ce

dipole est : Eo - 2P0 ey .

4m gya’

En effet, en coordonnées polaires avec origine en x =a , le
point O se trouve dans la direction 6= 1, le champ est selon
€.=—¢cetcosf=—1.

Ainsi la molécule polarisable en O acquiert le moment

7= e By= 200 5

soit p =

4 a3 po-

Remarquons que ¢ est bien homogene a un volume.
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3 ° Nous connaissons 1’expression de 1’énergie potentielle
d’un dipdle rigide (c’est le cas de po; p n’est pas un dipd-
le rigide) placé dans un champ permanent (celui créé par p ) .
Si poestplacé en P de coordonnée x ,1’énergie potentielle

s'éerit:
E,=—po.E avec pg=pg ey
E= . L ¢, le champ créé en
dngy x3
P par l_; =p E’)c
E,=- 2ppo ;
4m gy x
et la force s’exercant sur le dipdle Do situéen x=a est égale
a
= —_— N
F=(-grad E,) =- 6’;”)4 ey, et en remplagant p
X=a 4ngya
par son expression :
- 2
Lo 1162 S
popy T4

Nous aurons de méme d’apres le principe des actions réci-
proques :

- 2
b= - 1162 e
po—>p O &
Remarque :

Nous aurions pu faire un calcul direct : notons E(x) le champ
créé par le dipdle p en O :

= 2p 1 -
Ex)y=—"—""— — ¢
() 4TC 3 X

Le dipdle py est constitué de 2 charges :

—qop €n a—g avec qo €= po
£
+ en a+ —
490 )

Ce dipole est donc soumis a 2 forces :

=—qoEla- = |+ qyEla+ =
wb{a-£)+ oE{a+ £)

=q(@>g =p<£>g
0 dx Jx=a 0 dx Jxta

M e B =
or ( — =| ——— =
dx /x=a 4n80x4 X=a 4758004

et ainsi I? =— 6ppPo 7 ?x , ce qui conduit a nouveau a :
dngya
- _ 2
F= 12206170
1672 gya’
4e
F F
— + — +

Le dipdle présentant la charge positive vers la molécule pola-
risable déforme le nuage en attirant les électrons, entrainant
’attraction entre les charges de signes contraires.

F F
+ = + =

Si le dipdle présente la charge < 0 vers la molécule polari-
sable, le nuage se déforme en repoussant les électrons, entrai-
nant 1’apparition de charges positives, par défaut, vers le
dipdle permanent : il y a encore attraction entre charges de
signes contraires.

@ Champs magnétiques
en un point du plan d’une spire

by

P epy

\To) % '
C

1By =P Hol g5, PM
4n PM3

est porté par (Oz)

(le plan xOy est un plan de symétrie des courants)

_, |acose _, |*¥—acose —asinpdg
OP =|asinp; OM=[0; PM =|—asin@; dP =|acos@d¢
0 0 0 0

Nous obtenons

dP A PM _acos ¢(acos @—x)+ (asin (p)zd -
PM3 P
(x2+a2—2axcos )2
puis
N 2x 2
B = 0L 5 = [ 00 g
T X 0

3
(1=2ucos @+ u)

2 ¢ En se limitant aux termes en u2 :

21
F(u) = fo [~ u cos @+ u*(I - 3 cos? @)ldg = — mu?

.z [na2—» ,U()M =
soit B(M) = Homa” 2 _ _ e
(M) and Al

).

Ce qui correspond bien au cas du dipdle <9 =

(SR
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m Champ magnétique créé par
une sphére chargée en rotation

1 ¢ Les charges, solidaires de la sphere en mouvement créent
des courants circulaires selon les paralleles de la sphere :

Utilisons les coordonnées sphériques d’axe (0Oz) et décou-
pons la sphere en spires de largeur Rd6 . L’intensité parcou-
rant cette spire, associée au mouvement de rotation, est, en
comptant la charge traversant une section droite R d@ par
unité de temps (cf. ex. 7, chap. 2) :

a1 = 49 sinf d@
47 ’

— —
Le moment élémentaire d.l associé a cette spire est dAl =
T RZ sin? 6dI Z'z , Soit :

aMl = % R2sin3 046z, .

T
Comme f sin3 dO = % , le moment résultant est :
0
- 2
M = @ik e, .

3

2 Tous les plans (¢, ¢,) sont plans d’antisymétrie de la
distribution de courants : le champ B appartient a ces plans
il n’a donc pas de composante selon ?¢ :
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3ea)

B(M)

Les composantes de B(M) sont :

§M = H0_ oicos 02+ —H0 Jsino7
@) 4m 13 " a3 0
b) En un point P de I’axe 02(0_P= z) .

2>0: B =20 M 2 a2 =7,, 6=0 et r=2)
4 73

2<0:BP) ==t 2o a2 -_2, 0=n
4n 23 _
et r=-—z2)

2
or Jl = % d’ou, pour z > 0

=1 — : on retrouve bien le résultat obtenu

= ) R2
B(pP) = Ho ‘73
67z N 10
al’ex. 7 du chap. 2.

@ Champ magnétique créé
par un solénoide dans
I'approximation dipolaire

1 * Une spire posséde un moment magnétique 71 = IS ¢, .
Entre z et z+dz ilya % dz spires qui contribuent donc
au moment magnétique total pour
att =2 a:
14
Cette tranche €élémentaire possede donc un moment

. . 7 dz
magnétique élémentaire dJl = NIS 7262 .
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-\Ol\rml .
il =0 7

<>

(-2)>0

On suppose M « a droite » du solénoide, comme sur la figu-
re, et on fixe en M, 1’origine des z . La distance entre la
spire et M est alors égale a (—z) . Si on utilise I’expression
du champ créé par un dipole magnétique (h >> @) en coor-
données polaires, on a alors r=—z,0=0 et ?,. = EZ et le
champ créé en M, par la tranche de cote z a pour expres-
sion :

dF=2 Ho A __ HNIS 45
4 (-z2)°®  2ml(-2)

—h

Le champ total est obtenu par intégration : §(M1) = Jdﬁ

z=—(h+4)

. - WNIS(1 1
t: BM)= 1__L iz
ot M)==e 2 "o )%

Si My est « a gauche » du solénoide, on a alors :
—_ -
r=+z,cos0=-1c¢et e,=—¢,.

=
L’expression finale de  B(M;) est inchangée, ce qui est en
accord avec le fait que le plan médian perpendiculaire a 1’axe
Oz du solénoide est un plan de symétrie pour les courants.

Dans le cas particulier du solénoide a section circulaire de
rayon R, S=mR? et la valeur approchée du champ en M,

est .
. 2 2
By = LoV [R— X Ja

4¢ (W (het)?

= HoNI( 2N\

B(M,) = Z—e(tan 6, — tan Ol)ez .
A grande distance, 6; et 6, tendent vers 0, et A I’ordre 2 en
6, et 6,ona:

Lo oy 1 2
cosf, —cosb, = 5(92 -0 ) = E(tan 0, —tan 91) .

La valeur approchée et la valeur exacte sont bien équivalen-
tes a grande distance.

k >
e,
R M,
€
o
r=a, dz
N N
0 Plau z

Le plan passant par M et perpendiculaire a Oz est un plan
de symétrie des courants, donc B est orthogonal a ce plan :
B(My) =B, ¢, .

On place cette fois I’origine O des coordonnées dans le plan

de symétrie.
La tranche de cote z se comporte comme un dipdle (r >> a)
et crée en M, un champ :

= NISd R
dB =%—3Z(20050e,+sm969).
Ané PM,
Avec les notations précisées sur le schéma :
PM, = z=rtano ,d’ou dz= r2 da;6=a+£
Coso cos” o 2

(2cos @e. + sinfep).e, = 2sin*a — cos2o.
On ne calcule que la composante dB, :

dBzz,uoNIScoszotdoc
Anlr
%

(2 sin” o — cos” a) .

Par intégration B= deZ e,
as-o

UyNIS
2mlr?
_ U NIS

= ontr? sin o (— cos? op) e .

2uyNIS
_ 2K NES 5

R4 +0%)?

soit : B=

. 3 . -
(sm 0 —sin ao)ez .

7.

Si € << r, le solénoide se comporte comme un dipdle de
moment magnétique NIS .

Si € >> r, on retrouve le rgodéle du solénoide infiniment
long, pour lequel le champ B est nul a ’extérieur.

@ Flux d'une petite spire

a travers une grande spire
1 © Soit une spire de rayon R d’axe Oz, de centre C etun
dipole magnétique de moment magnétique m = m e, =
Ima? ¢, placéen O.Onpose OC=d .
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Doc. 1

Calculons le flux de B créé par le dipdle a travers la spire
avec les orientations choisies sur le schéma (doc. 1).
Choisissons une surface (S) quelconque s’appuyant sur la
spire : en effet B étant un vecteur a flux conservatif, le résu-
lat est donc indépendant de la surface (S) mais ne dépend
que du contour (I') sur lequel elle s’appuie.
Soit un point M de I’espace repéré en coordonnées sphé-
riques : M(r, 6, ¢) . Nous savons que le champ magnétique
créé par un dipdle magnétique placé en O (avec 7 =m e)
est:

I?(r, 6, ) = 24y mcos O Z Mo msin 6 7
4 r° 4 r3
Nous devons calculer I’intégrale suivante :

D= H(Zuo mcosf) .+t msme?g).ﬁ'dS.
- 4 7

Premier choix de surface

) N
r
de /M n=e,
a /
[Z)
@] = d C
R
r A
dY =2mr2sin 6d6
[rde
J
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Choisissons une surface telle que eg.7n=0 et e.=7,c’est-
a-dire une surface sphérique de centre O s’appuyant sur la
spire de rayon R ; ainsi 7 = (R + d?)> = constante.

La surface dX vue sur la sphere entre 6 et 6+ d6 est:
dX =2n 72 sin 6d0, et ainsi

o
D = 24 m 2nr2f sin @ cos 6dO
0

4 3
2
=Msin206=‘uoLR3 car sina:ﬁ;
2r 2(R? + d%)> r
soit = Holma’R?
2(R? + d2)z

Second choix de surface
Prenons la surface plane de la spire :

€q

=

Doc. 2
Avec les notations du doc. 2 ci-dessus :

do= ,uO n 2npdp(2cost9 ¢, +sin B¢g) .0

—_ —_ —_ o d
n=cos @; eg.n=—sin @; cos f= —
-

—_ —_ —_
avecn= e,; e,.

tan 0= 5 ,ce qui donne p=dtan @ et

d
dp=+ do;
& cos? 0

3 .
m <08 9><21td sin 6

do = &= (2c0529 sin? 6)d6

3 cos O cos?

Ho
41
% % (2 cos? O — sin? G)sin 6dO

= H0 M (30052 6 1)sin 6d6
2 d

¢ Lo m o
@:f do= £07 [ cos? 0+ cos 9]0
0 2d

= Hom (cos 0¢— cos’ 0) = HoM Gin2 o cos o
2d 4md




CORR'GES e Dipéles électrique et magnétique

Sachant que sin o= L} et cos a= Lﬁ
(d*+R%2 (d* + R?:
nous avons :
oo Mom R*d - UymR?
2d (@2 +R%> 2(d*+R%;
2 p2
etdonc: @= tolma”R

2(d? + R?);
Le résultat est bien le méme, mais le calcul beaucoup plus
laborieux...
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Force de Lorentz

* Mouvements de particules chargées dans E ou B .
 Force de Laplace.

- Effet Hall.

¢ Loi d’Ohm locale.

.....O0.0...........m
* Champ E et l?
* Mécanique du point matériel.

EEEENEEEENENRNNERNRLE LES OUTILS MATHEMATIQUES

* Nombres complexes.
 Résolution d’équations différentielles.
* Produit vectoriel.

«La force de Lorentz

La force subie par une particule de charge ¢, de masse m , se trouvant a I'instant ¢ au point M
d’un référentiel galiléen % , en présence d’un champ €lectrique E(M,#) et dans un champ magné-
tique B(M,t) est:

F= q(E(M, 1)+ 7(M.1),5 A BOM, t)) ,

ol #'(M , t);5 estla vitesse de la particule dans le référentiel R .
Cette force est appelée «force de Lorentz ». La force gravitationnelle est pratiquement toujours négli-
geable devant la force de Lorentz.

La partie magnétique de la force de Lorentz F ,=¢qv A B est orthogonale a la vitesse donc au dépla-
cement: sa puissance est nulle, et donc son travail est nul; elle ne peut que dévier les particules.

Donc ’énergie cinétique d’une particule soumise uniquement a un champ magnétique est constante,
la norme de la vitesse ne varie donc pas au cours du mouvement.

Si la particule est soumise aussi a un champ électrique E , le théoreme de 1’énergie cinétique s’écrit :
éx +qV =cte,
ou V est le potentiel électrostatique associé¢ a E (E =—grad V).

«Mouvement d’une particule chargée dans un champ
électrique uniforme et constant
La force qui agit sur la particule est F. = qE , elle est constante : le mouvement de la particule est

formellement identique a celui d’un point matériel dans le champ de pesanteur terrestre uniforme. Le
role du champ électrique est, en général, d’accélérer les particules chargées.
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ESSENTIEL a Force de Lorentz

«Mouvement d’une particule chargée dans un champ
magnétique uniforme et constant

o Le mouvement le plus général est hélicoidal, composition d’un mouvement rectiligne uniforme le
long de la direction du champ magnétique et d’'un mouvement circulaire uniforme dans un plan ortho-
gonal au champ magnétique.

* Dans le cas particulier ou la vitesse initiale est orthogonale au champ magnétique, le mouvement

est un cercle de rayon R = lmy(; lq1B , appelée «pulsation
q

parcouru a la vitesse angulaire @, =

cyclotron ».

« Mouvement d’ensemble, loi d’Ohm locale

* La loi d’Ohm est relative au transport du courant dans la matiere: sous I"action d’un champ €lec-
trique E , les porteurs de charges mobiles se déplacent a I’intérieur d’un réseau; ils ont un mouve-
ment d’ensemble caractérisé par le vecteur vitesse # (vitesse moyenne des porteurs ou vitesse de
dérive).

o Le vecteur densité volumique de courant électrique j est défini par j = ngv, oll n représente le
nombre moyen de porteurs de charges mobiles par unité de volume et ¢ la charge de chacun des por-
teurs.

Le flux de j a travers une surface &, JJ J (M)dS ), , représente la charge qui traverse & par unité
Med
de temps, c’est I’intensité du courant électrique a travers cette surface.
Attention: j , la densité volumique de courant s’exprime en A.m~ (et non en A.m™ !).
Sous I’action d’un champ électrique E , la vitesse d’ensemble des porteurs de charge (g, m) est
donnée par:
V= uE |
ou u est la mobilité des porteurs (u et g ont le méme signe).

» Dans un modele microscopique simple, ou on assimile I’effet des chocs exercés par le réseau sur

. . N s L2 m_, .
les porteurs mobiles (collisions) & celui d’une force de frottement fluide f =——7", la mobilité est
T

égalea u=qg— (7 estletemps de relaxation de conduction, il est lié au temps moyen entre deux
m

chocs consécutifs subis par un électron de conduction).

Le vecteur densité volumique de courant j est reli€¢ au champ électrique appliqué (qui est la cause
du courant électrique) par la loi d’Ohm locale:

P yE
N e . o / é . 2 T y .
ou 7 est la conductivité électrique du milieu, son expression est ¥ =ng~ — . Elle s’exprime en
m

S.m™! ou encore en Q.m™!. Pour un bon métal conducteur (le cuivre, par exemple) elle est de
I’ordre de 107 2 108 S.m™'. (Dans ces conditions 7= 10745 )

Remarque : La loi d’Ohm pour les métaux reste valable pour des courants de fréquences hertziennes
et industrielles (inférieures a 10'* Hz environ); cette propriété sera justifiée en seconde année.
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Force de Lorentz a ESSENTIEL

« Effet Hall (PCSI)

 La généralisation de la loi d’Ohm locale lorsque le conducteur est placé dans un champ électrique
E et dans un champ magnétique B s’écrit:

J =YE+Ry(jAB),
ou Ry est la constante de Hall, égale a L .
nq
Dans les conducteurs usuels on peut négliger le 2° terme en Ry( f/\ B) devant yE .
Dans un semi-conducteur ces deux termes peuvent étre du méme ordre de grandeur.

o Dans le cas d’un conducteur filiforme et rectangulaire, d’épaisseur & , de largeur b, parcouru dans
le sens de sa longueur par un courant d’intensité [, il apparait, en régime permanent, une différence
de potentiel entre les faces arriére et avant du conducteur, appelée «tension de Hall », égale a:

_ BI

- ngd "

Le signe de la tension
/ dépend du signe de la
/ charge des porteurs
//% Uy = tension de Hall
/ / )/ 16

« Force de Laplace (PCSI)

La force de Laplace a laquelle est soumis un élément de longueur d¢ d’un conducteur filiforme par-

Un

Sy

couru par un courant / placé dans un champ magnétique B est donné par:
dF =1d0 A B,
avec dz =d€7 , 7T étant un vecteur unitaire tangent a I’élément de conducteur, dirigé selon le sens
choisi pour repérer le courant.
* Pour une portion AB d’un circuit (C), la force de Laplace s’écrit:

B
F=j Id¢y; ABM) .
A
©)
La résultante des forces s’exergant sur un circuit fermé placé dans un champ magnétique uniforme
est nulle.

Conseils et pieges a éviter

 Une particule en mouvement dans un champ magnétique permanent posséde une énergie ciné-
tique constante. Le module de sa vitesse est constant.
 Dans un champ magnétique uniforme B , la projection du mouvement d’une particule (g, m) dans

PP : my S o

un plan perpendiculaire a ce champ est toujours un cercle de rayon R = e ot v=[7 est
q

le module de la vitesse.

* Dans un champ électromagnétique permanent défini par E et B , la vitesse de dérive de

articules 7, = -
p 'd I’

est indépendante de la charge des particules.

* Pour établir correctement les équations différentielles du mouvement, se souvenir que le vecteur
vitesse évolue.
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o Accélération d'une particule
chargée par une différence
de potentiel

Une particule de charge ¢, de masse m , de vitesse initia-
le nulle, issue d’un point O , est accélérée par une diffé-
rence de potentiel 1, établie entre deux grilles planes
paralleles distantes de L =5cm .

1 ¢ Exprimer la vitesse » de la particule au moment de
son passage a travers la deuxieme grille. Quels sont les
signes respectifs possibles de ¢ et de V; si la particule
est un électron ?

2 ¢ Calculer numériquement v:

a) V, =100V, ¢ = -1,6.107"° C et m =9,1.1073 kg
(électron);

b) V,=-3000V, ¢=1,6.10""Cet m=6,64.10"2°kg (ion
argon).

Utiliser la conservation de I’énergie de la particule.
La force électrique est dirigée dans le sens des poten-
tiels décroissants si et seulement si ¢ est positive. En
effet le champ électrique E est toujours orienté vers
les potentiels décroissants.

Conseils

6 Particule chargée dans
un champ magnétique uniforme

Un €lectron (de masse m et de charge — e) se déplace sous
I’action d’un champ magnétique uniforme B = B¢, .
Il se trouve & =0 au point O avec la vitesse v = yye,.

1 » Montrer que I’électron décrit une trajectoire circulaire
de rayon p, , a la vitesse angulaire @, .

2 « Etablir les expressions de p, et de @, en fonction des
données.

3 e Calculer la fréquence v, associée a @, etle rayon p,.
Données: L’énergie cinétique de [’électron est
€x=5.10"%¢V, samasse m=9,1.10~3! kg, sa charge —e =
—1,6.10~'° C, le champ magnétique vaut B,=0,55T.

1) Quelles sont les propriétés d’un mouvement circu-
laire uniforme ?

2) L’électron étant dévié, le vecteur vitesse ne reste
pas selon ¢, . Le vecteur vitesse a donc deux compo-
santes a un instant quelconque. Il faut projeter le prin-
cipe fondamental de la dynamique sur ¢, et ¢,.On
adopte ensuite soit une méthode de substitution pour
déterminer v, et », ou on se ramene a une équation
différentielle du 1°" ordre a une variable u , en posant
U=v.+ivy,.

Une fois #, et », déterminés a I’aide des conditions
initiales on integre une nouvelle fois pour trouver x
et y.

Conseils

9 Déviation d’un électron

Les grilles (1) et (2) sont portées aux potentiels V; =0 et
V, = U. Entre les grilles, que ’on considere d’extension
spatiale infinie, le champ électrique est uniforme. Un
électron de masse m arrive en O avec une vitesse de
norme v;, sous l’incidence i, .

* "('1')"""'/'4'0' """""""" "

1 ¢ Calculer la norme de sa vitesse v,, quand il arrive sur
(2), en fonctionde U, v, m et e, ou e désigne la char-
ge élémentaire.

2 » A quelle condition I’électron atteint-il la grille (2)?

3 ¢ Quelle relation lie i, a 7;?

1) Appliquer le théoreme de 1’énergie cinétique ou la
conservation de 1’énergie mécanique.

2) Dans la mesure ou 1’on considere les plaques infi-
nies, c’est la composante », de la vitesse de I’élec-
tron qui importe dans cette question: il ne faut pas
que la vitesse #, s’annule avant que I’électron ait
atteint (2).

Conseils
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La force qui s’exerce sur I’électron entre les grilles
n’a pas de composante selon ¢&,: quelle en est la
conséquence sur la composante selon x de la vitesse
de I’électron ?

On pourra examiner lescas U >0 et U <O0.

3) L’angle d’incidence est déterminé par la direction
du vecteur vitesse de 1’électron qui dépend de 1'im-
portance relative de ses composantes.

Conseils

G Particule chargée
dans un condensateur

D’aprés ENSET A3.

Une particule de masse m et de charge ¢ est lancée avec
une vitesse initiale 2, en unpoint O situé entre les arma-
tures d’un condensateur plan.

7 est situé dans un plan perpendiculaire aux armatures et
fait un angle o avec la direction du champ E uniforme.
La totalité de la portion de trajectoire étudiée est située a
I’intérieur du condensateur.

Vv

A

(0]

1 ¢ La différence de potentiel V et la distance / entre les
armatures ont été choisies de maniere que la trajectoire
recoupe I’axe (Ox) , en un point A .

Calculer I’abscisse du point A . Indiquer les signes respec-
tifsde g et V.

On rappelle que le champ électrique a l'intérieur du

condensateur plan est uniforme et vaut E= —%?y .
2 * Montrer que pour un pinceau de faible ouverture Ao,
constitué de particules identiques issues du méme point O
et lancées avec une vitesse de norme ¢, au voisinage
d’une direction particuliere o = ¢, , les trajectoires se
recoupent toutes en un méme point d’abscisse x; .
Calculer o et x .

3 ¢ Le pinceau de particules lancées en O , au voisinage
de o, est constitué maintenant de deux types de particu-
les de masse m; et m, , de méme charge ¢ et de vitesse
initiale de norme v;,.
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Force de Lorentz o EXERCICES

Calculer v, pour que les intersections A; et A, soient
distantes de 1 cm dans le cas ou les particules sont des ions
argon, portant tous la charge ¢ = 1,6 107" C et obtenus
a partir des deux isotopes de 1’argon de nombre de masse
38 et 40.

Données: V=1000V, h=10 cm. On rappelle la valeur du
nombre d’Avogadro: N, = 6,02.10% mol .

1) Ecrire la relation fondamentale de la dynamique et
la projeter sur les axes (Ox) et (Oy) . Intégrer les
équations du mouvement en tenant compte des condi-
tions initiales.

Conseils

2) Assimiler la dérivée % au rapport des petites
o
.. Axy
variations —= .
A

Cet exercice se traite comme 1’étude du mouvement
d’un point matériel dans le champ de pesanteur ter-
restre supposé uniforme (tir balistique).

9 Mouvement d’une particule dans
le champ d’un fil infini chargé
(oral)

Un fil infini, chargé uniformément avec A4 > 0 , est
confondu avec I’axe Oz . Une particule P, de masse m ,
de charge — ¢ avec g > 0, repérée par ses coordonnées
cylindriques, se trouve a t=0 enr=r,, =0, z=0
avec une vitesse dont les coordonnées sont

F=0; rf= vo; 2=0.

g g

et
2n g m h o

On introduit o =

1 ¢ Retrouver rapidement le champ d’un fil uniformément
chargé 4.

2 ¢ Quelles sont les dimensions de o et ?

3 » Montrer que le mouvement est plan et obéit a la loi des
aires. Quelle approximation usuelle a-t-on faite pour arri-
ver a cette conclusion ?

4 » Représenter I’allure du début de la trajectoire ainsi que
les vecteurs de base polaire, la vitesse de P et son accé-
Iération.

5 o Trouver une relation entre »?, f3 et r.

6  En déduire que 7> vérifie 7>+ »3U(r) = 0, et donner
I’expression de U(r) .

7 o Tracer ’allure de U(r) . En déduire I’évolution de la
particule.




EXERCICES ° Force de Lorentz

1) C’est du cours incontournable !!
2) 2
2 g
puisque A est une charge linéique (on pourra aussi
utiliser I’expression précédente de E ), le reste suit.
3) Il est facile de justifier ici, par des raisons de symé-
trie, que le mouvement est a force centrale, qui pos-
sede donc ses deux caractéristiques : mouvement plan
et loi des aires.
4) Des qu’il s’agit de v et a plus forte raison de 22,
il faut penser a appliquer le théoreme de 1’énergie
cinétique.
S) La vitesse » ne se réduit pas a sa composante
radiale; mais on «élimine» facilement la compo-

Conseils

est homogene a une énergie potentielle

sante orthoradiale, qui dépend de ((11—0 , en utilisant la
t

loi des aires.

6) 7% est nécessairement positif: les seules valeurs
possibles pour U(r) sont donc négatives. On en
déduit la nature des trajectoires selon les valeurs de
o et B en suivant le raisonnement vu dans le pro-
bleme a deux corps.

@ Cyclotron

D’aprés Concours Communs Polytechnique.

On étudie un cyclotron destiné a accélérer des protons. Les
protons sont injectés au centre avec une énergie cinétique
négligeable. Un générateur permet d’appliquer entre les
dees une tension alternative a haute fréquence :

u. = Usin(wt + ¢) , créant un champ électrique uniforme,
= u. -
E=-te, .
8
On admettra que les protons sont accélérés une premiere
fois sur la distance g avant de décrire le premier demi-
cercle.

1 ¢ Sachant que la masse du proton est m, et sa charge
+ e, calculer la fréquence v, du champ électrique.
Données: m,=1,6.10"""kg; e=1,610"YC; By=1,5T.

2 » En négligeant 1’épaisseur g de I’espace accélérateur,
calculer le rayon 7, du n®™ demi-cercle décrit par les
protons. On suppose qu’a la sortie de la source, ils traver-
sent ’espace accélérateur lorsque u, = U..

Données: U, =50 kV; n=400.

3 « En réalité les protons traversent le plan médiateur de
I’espace accélérateur a un instant ¢, tel que w?,=0 a kmw

pres et avec une phase ¢, . Cet espace a une largeur g de
I’ordre de 1 cm, et il est nécessaire de tenir compte, au cours
de sa traversée, de la variation du champ accélérateur.

o=
AAAAAAYYYYYY

dee

électro-aimant

a) Montrer que le gain en énergie pour une orbite située a
une distance r du centre du cyclotron est:

sin(zg)
W =eU, Trsinqbo ,

2r
en admettant que, dans 1’espace accélérateur:

(-%ﬁxggj,onpeutécrire x=vt,ol v=a@mr estla

vitesse des protons sensiblement constante dans ’intervalle
gg<n.

b) Quelle valeur s’efforcera-t-on d’obtenir pour @ ?

¢) En faisant les approximations convenables, calculer
I’énergie cinétique ¢k obtenue a la sortie du cyclotron,
c’est-a-dire aprés la n'®™ demi-orbite avec la valeur de
@, obtenue a la question 3) b). On I’exprimera en joules,
puis en mégaélectronvolts (symbole: MeV).

d) Les protons arrivent a la sortie par paquets séparés les uns

des autres par le méme intervalle de temps, alors que I’in-
jection se fait de facon continue au centre de 1’accélérateur.

Expliquer I’origine de ces paquets.

Calculer I'intervalle de temps séparant deux paquets de
protons. On garde les valeurs numériques de la question 2).
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1) Utiliser les résultats du cours.

2) Quand le proton est sur le 7™ demi-cercle, com-
bien de fois a-t-il traversé la zone accélératrice ?
Quelle énergie a-t-il gagné a chaque passage ? En
déduire la vitesse du proton sur le 7™ demi-cercle
puis le rayon de ce demi-cercle.

3) a) Calculer le travail de la force électrique au cours
de la traversée de la zone accélératrice en tenant
compte des hypotheses du texte.

c) Evaluer les valeurs extrémes du terme :

sin<i>

2r
8
2r

Conseils

= sinc(i). Conclure.
2r

0 Déviation dans E et B croisés
(oral) (écrit - centrale 2001)

On considere une particule de masse m de charge ¢ .
On la place dans les champs uniformes E =E ¢, et

B=B Zy. La particule est initialement en O avec une

vitesse nulle. On pose @, = 8 et on néglige le poids.
m

1l

=)

y
1 » Montrer que la vitesse s’écrit

v, = E (coswt—1) v,=0 v.= E sin @t

B B
2 » Quelle est la nature de la trajectoire obtenue ? La tra-
cer approximativement pour un électron puis pour un

proton.

3 ¢ On définit A comme le point ol z atteint son premier
extremum. Déterminer les coordonnées de A .

4 o Cette fois-ci la vitesse initiale est selon Ox . Trouver
une condition sur E et B pour que le mouvement soit
exclusivement selon Ox .
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Force de Lorentz o EXERCICES

1) Le champ E accélere la particule qui acquiert une
vitesse : elle est alors déviée par le champ B . Pour
écrire convenablement les équations du mouvement
il faut se placer a un instant quelconque et considé-
rer que la vitesse de la particule a, a priori, trois com-
posantes différentes de zéro. La projection de la rela-
tion fondamentale de la dynamique sur les trois axes
donne trois équations différentielles. Les deux équa-
tions différentielles en », et ». sont couplées: une
méthode rapide et élégante consiste a introduire la
variable =V, +i 7. .

2) Intégrer v, et v, pour obtenir x(f) et z(f) . Ne
pas oublier les constantes d’intégration qu’on
détermine grace aux conditions initiales.

4) Pour que la particule garde son vecteur vitesse
selon Ox a un instant ultérieur, il faut qu’aucune
force ne I’accélere selon Oz .

Conseils

€ : tlectron dans un piege
de Penning
D’apres ENSIM.

Des expériences récentes de physique atomique ont pu
porter sur un électron unique. Le but de cet exercice est
d’expliquer sommairement comment il est possible de pié-
ger un électron dans une toute petite région de ’espace par
un «piege de Penning ».

Grace a un dispositif approprié, on crée dans une petite
région de I’espace, au voisinage d’un point O, un champ
électrostatique défini en coordonnées cartésiennes par:

- UO - - —
E(M) =W(—xex—yey+ 2ze,) .

Un électron (masse m , charge — e) est mobile autour du
point O .

1+ Montrer que O est une position d’équilibre de
I’électron et discuter sa stabilité pour un mouvement le
long de I’axe (Oz) ou dans le plan (xQOy) .

eU,

mR*

Données: e =1,6.10""°C; m=9,1.103" kg; Uy=9,3 V;
R =48 mm.

Calculer la fréquence v, associée a la pulsation @. .

2 _
On posera @; =

2 » Pour stabiliser la trajectoire de 1’électron, on superpo-
se au champ électrostatique précédent un champ magné-
tique uniforme, indépendant du temps, parallele a 'axe
(0z) , By=Bye..

B
On pose @, =e—2 .
m




EXERCICES a Force de Lorentz

a) Montrer que le mouvement suivant (Oz) n’est pas
modifié par rapport a celui de la question 1).

b) On étudie maintenant le mouvement projeté dans le
plan (xOy) . Montrer que I’électron n’est piégé que si B,
est supérieur a une certaine valeur B, a déterminer en
fonction des données de ’exercice (on établira pour cela
I’équation différentielle vérifiée par p =x + iy). Effectuer
I’application numérique.

Dans la suite du probleme, on prendra B, =0,55T.

¢) Résoudre alors I’équation en p sans chercher a déter-
miner les constantes d’intégration. Mettre en évidence
deux pulsations: 1'une, voisine de @, , que 1’on notera
!, et lautre notée @, et appelée «pulsation magné-
tron».

Calculer la fréquence magnétron Vv,, associée a @, etla
fréquence v associée 2 @(. Conclure.

d) On peut alors considérer le mouvement de 1’électron
dans le piege comme la superposition de trois mouve-
ments :

e oscillations suivant ’axe (0Oz);

o entrainement ou dérive sur un cercle de rayon p,, ala
fréquence magnétron dans le plan (xOy);

« rotation cyclotronique de rayon p.; on admet que p, est
beaucoup plus faible que p,, .

Représenter ces trois mouvements sur un méme schéma,
puis essayer de tracer I’allure de la trajectoire de I’€lectron.

1) Utiliser la relation fondamentale de la dynamique
projetée sur les trois axes et raisonner sur I’allure des
solutions des équations différentielles obtenues. Il
est délicat ici de raisonner sur 1’énergie potentielle,
car c’est une fonction de trois variables. Attention au
signe de la charge.

2) Utiliser la méthode habituelle: projeter la relation
fondamentale de la dynamique sur les axes (Ox) et
(Oy) (équations (1) et (2)). Effectuer (1) + i(2) pour
déterminer 1’équation différentielle vérifiée par p .
L’¢lectron ne sera piégé que si le module de p est
borné.

Conseils

) spectromeétre de masse
D’apres ENAC.

Dans Ia plupart des spectrometres de masse et des analy-

seurs, les particules chargées, dont on veut déterminer les

caractéristiques (charge spécifique 4 , énergie), se
m

déplacent dans une région de l'espace ou regnent des

champs statiques et uniformes croisés de vecteurs E et

B. Souvent, les particules sont émises dans la direction
perpendiculaire a E et B.

Le dispositif présenté ici offre la particularité d’une injec-
tion de particules qui se fait principalement dans la direc-
tionde B (s’il est couplé a une source d’ions ol régne un
champ magnétique intense, la dispersion des vitesses lors
de I'injection est réduite). L’espace est rapporté au réfé-
rentiel galiléen % (O; x,y,z). Les champs magnétique et
électrique sont B = BZ. et E =— EZ, ,E et B étant
deux constantes positives. Des ions de charge électrique
q positive et de masse m sont injectés a ’instant ¢ =0
a I’origine du référentiel avec le vecteur vitesse:

’70 (vor » Yy » %) -

E -

B -
On pose o = e (pulsation cyclotron) et vy = Eey .
m

1 ¢ a) Déterminer les expressions en fonction du temps
. —_

des composantes v, , 4, et u du vecteur vitesse v(P)g

d’un ion P de coordonnées x,y et z,les parametres

étant @, vy, Yo Uy

b) En déduire les expressions de x,y et z en fonction du
temps.

et Y -

¢) Compte tenu du dispositif et du fait que I’injection se
fait principalement dans la direction des z, on a:

lopd << 23— vy < 1.
condition que I’on supposera remplie dans toute la suite.
Donner I'allure de la trajectoire de H , projection ortho-
gonale de P dans le plan (xOy) .
Déterminer en particulier I’écart maximal de la courbe par

rapport a ’axe (Oy) . On constatera que la mesure de cet

écart permet la détermination de la charge spécifique a4

des ions. m
Que dire du choix de E et B pour que cette mesure ne
dépende pas en pratique des conditions d’injection des
ions ?

d) Soit R’ le référentiel (O’;x",y",z") déduit de R par
la translation de vecteur v, . Sachant que %’ coincide
avec R al’instant r=0, établir ’équation cartésienne de
la projection sur (x’O’y") de la trajectoire de P dans R’.

2 * D’apres la question précédente, 1’étude du mouvement
dans R’ conduit a des résultats plus simples que dans R .
On se propose de montrer que ces résultats peuvent étre
obtenus de maniére plus directe.

a) Donner I"expression vectorielle de vy en fonction de
E et B

Ecrire la relation fondamentale de la dynamique dans %
a l’aide du vecteur 2'(P)g de P dans %’ . Quel constat
peut-on dresser ?

b) Dans ces conditions, retrouver rapidement le type de
trajectoire que décrit P .
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Remarquons que v, est la vitesse de dérive. C’est
la dérive dans laquelle s’effectue la «dérive » des par-
ticules quelle que soit leur charge. Cette vitesse est

Conseils

égale d vy = E/\vB , ce qui donne ici:
- _—FEé nBe,
Vg = —Bz
1) Ecrire la relation fondamentale de la dynamique
sous la forme d’une équation différentielle en 2, la
projeter sur les trois axes.

Introduire la variable u =x + iy .

2) Remplacer, dans la relation fondamentale de la
dynamique, E par son expression vectorielle en
fonction de 7y et B . En déduire I’équation du mou-
vement dans le référentiel R’ .

On remarquera que R’ est un référentiel galiléen.

=

_E;
B’

@ Réfraction d’électrons

D’aprés ESEM C.

Des électrons, de masse m , de charge — e, sont émis avec
une vitesse initiale négligeable par une source M . Les for-
ces de gravitation qui s’exercent sur eux sont completement
négligeables devant les forces d’origine électrique. Le poten-
tiel de la source M est choisi comme origine des potentiels.

1 ¢ Des électrodes créent la répartition de potentiel sui-
vante :

« le potentiel varie continiment de 0 a V; entre la sour-
ce M etleplan d’équation z=1z,<0 ;

epourz; <z<0,V(x,y,z)=V, constante positive;
epour z>a>0,V(x,y,z)=V, constante > V;

« dans la zone intermédiaire 0 < z < g, le potentiel varie
linéairement entre les valeurs V, et V, , et reste indépen-
dantde x etde y.

On considere un électron qui se déplace dans le plan
(Oyz). Tl arriveen z=0 avec une vitesse 2, faisant I’an-
gle i, avec (Oz), puis passe en z=a avec une vitesse
v, faisant angle i, avec (Oz).

|
'

:

'

:

'

| | — 1

i 123
|

v

i

'

:

'

i
Vl y V2
M |
J Z1 0O :z a
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Force de Lorentz a EXERCICES

On rappelle que E=- gﬁi V', ce qui s’écrit ici:

a) Etablir une relation entre le module v de la vitesse de
cet électron et le potentiel V' au point ou il se trouve.

b) Déterminer la relation entre V|, V,, i, et i,.

¢) Faire une analogie avec les lois de Descartes en optique
géométrique. Quelle grandeur joue ici le role de I’indice
de réfraction n?

2 » Dans cette question, les surfaces équipotentielles sont
maintenant des calottes sphériques de méme centre C , de
rayon r et d’axe de symétrie (Oz) .

On suppose que V=V, pour r =R, et V=V, pour
r<R,,V(r) variant de facon continue de V, a V, pour
Ri=Zr=R, avec 0 <V, <V,.

La trajectoire d’un €lectron coupe ’axe (Oz) en A; dans
le milieu de potentiel V, et recoupe cet axe en A, dans
le milieu de potentiel V, . Elle «perce» les calottes de
centre C,derayons R, et R, dontles sommets sur 1’axe
sont S; et S, ,respectivementen [, et I,.

Ny S
VoL

8 z

A, s\ S, C\::\[\(‘}\l\ AN
@,
= dV Ed , L.
Dans ce cas, E = —d—e, (en coordonnées sphériques).
r

a) On reprend ’étude pour un électron ayant une vitesse

7, dans un plan méridien des calottes sphériques (celui de

la figure ci-dessus).

Montrer que le moment cinétique en C de cet électron est

constant.

En déduire une relation entre R, ,R,,V;,V, etles angles

i; et i, définis sur la figure ci-dessus.

b) On suppose que S;S,<<R; et §,5,<<R,, et on admet

que S, et S, se confondent en un seul point S, de méme

I, et I, sont alors confondus en un point /. Par ailleurs,

on suppose que les vitesses sont peu inclinées sur 1’axe.

Déterminer les relations entre i}, @, et ¢; puisentre i,,

w, et o, , angles orientés définis sur la figure.

Montrer que ﬁ—ﬂ =K, o K est une constante
SA, SA

que ’on déterminera. Quelle analogie peut-on faire avec

I’optique géométrique ?




EXERCICES ° Force de Lorentz

1) a) Utiliser la conservation de 1’énergie.

b) Comment est dirigée la force qui agit sur la parti-
cule ? Que peut-on en conclure ?

2) a) Que vaut le moment de la force électrique ?

b) Utiliser le triangle A;/;C pour déterminer la rela-
tion entre les angles i, , ; et @, .

Exprimer ensuite la tangente de I’angle ¢ et celle de
@, en confondant S et la projection orthogonale de
I sur (Cz) . Procéder de méme pour les angles i,,
o, , etc. Les vitesses étant peu inclinées par rapport a
I’axe, tous ces angles sont petits.

Conseils

m Force de Laplace entre deux fils

Deux fils paralleles, rectilignes, considérés comme infinis,
distants de d, sont parcourus par un courant / dans le
méme sens.

) @

1 ¢ Représenter la force de Laplace que 1’un des fils exer-
ce sur une unité de longueur de I’autre fil .

N

2+ Les deux fils ont-ils tendance a se rapprocher ou
s’éloigner ?

3 « Rappeler la définition de I’ampere.

Chaque fil est soumis au champ magnétique créé par
I’autre fil .

On peut adopter soit les coordonnées cartésiennes,
soit les coordonnées polaires. La force de Laplace,
est définie par un produit vectoriel. Rappelons les
«regles» du produit vectoriel : soit une base «direc-

te» e;, e, e, alors

Conseils

—_ —_ - —_ —_ —_ —_ —_ —_ —_
e/\ek:—eLAe:—ej, i ANe=—¢ et ;A€ =
NS ——e

11 faut connaitre par cceur le champ magnétique créé
par un fil infini (cela fait partie des INCONTOUR-
NABLES), et savoir dans quel sens il s’enroule
autour du courant.

@ Tige conductrice soumise
a la force de Laplace

On considere le dispositif suivant ou une tige conductrice,
supposée de résistance nulle, est libre de pivoter autour d’un
axe Mz orthogonal a la figure. Son autre extrémité N bai-
gne dans un bain de mercure: on suppose que le mercure
(liquide métallique, excellent conducteur) n’introduit aucu-
ne résistance mécanique au mouvement de la barre.

L’ensemble est dans un champ magnétique B =-B e,,
avec B>0.
1
*[]
f (D
1

1 ¢ Exprimer la résultante F des forces de Laplace sur la
tige conductrice. La représenter sur le schéma.

2 » Montrer que le point d’application A de la résultante
se trouve au milieu de la tige en calculant le moment résul-
tant I m des forces de Laplace en M .

3 * Exprimer ’angle 6 a 1’équilibre.

4°AN. : E=2V ; R=4Q ; B=1T; m=100g ;
I=1m ;g=10m.s?

1) On pourra travailler en coordonnées cylindriques
d’axe Mz . Le courant qui traverse la tige est dirigé
vers les « r» croissants donc le sens et la direction
de la force de Laplace est donnée par le produit vec-
toriel ¢, A (—¢,) = ¢,.

2) Les actions de Laplace sont réparties sur toute la
tige de maniere uniforme puisque le courant y est rec-
tiligne et constant. Mais le moment des forces de
Laplace qui s’applique sur un élément 4l =dr ¢, de
la tige dépend de la distance au point M: il n’a pas
méme valeur pour chaque élément de la tige. Il faut
donc procéder a une somme intégrale. Une fois le
moment résultant trouvé, on cherche a le mettre sous
la forme MAA F : par identification on en déduit la
position du point A .

3) A I’équilibre la somme des moments en M de tou-
tes les forces appliquées est nulle.

Conseils
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(B Mouvement dans un champ
électrique

D’apres ESIGETEL MP 99.

Deux plans conducteurs parfaits infinis d’équations
respectives x =0 et x = a sont portés aux potentiels
respectifs V(x=0)=0 et V(x=a)=U>0.

L’espace interconducteur est vide.

Y

V=0 V=4 planx=a

plan x =0

Yo
To a

(0] A X

1 » Montrer que le champ électrique E , dans le vide, est
uniforme.

2 e Calculer E et V(x).
A.N.: Calculer £ avec U=10kV et a=1m.

3 ¢ Un électron entre a I'instant initial en x =0 avec une
vitesse initiale y, = ¢, u,, avec y, > 0. Montrer que son
poids est négligeable devant la force électrique.

4 » Exprimer sa vitesse a tout instant et déterminer sa tra-
jectoire. A quelle condition sur U son mouvement s’ef-
fectue-t-il dans 1’espace interconducteur ?

5¢ A quelle date sort-il de I’espace interconducteur ?
Exprimer alors sa vitesse 7 et sa position.

6 On placeen y =y, et x =a une fente tres fine.
Montrer que ce dispositif permet de sélectionner des
électrons de vitesse v, donnée. Relier ¢, a y,.

Données: e=1.610"1C
et masse de I’électron m=9.1 103 kg.

1) Dans un premier temps montrer que £ ne dépend
que d’une seule variable d’espace en étudiant les
invariances du probleme. Appliquer ensuite le théo-
reme de Gauss a une surface convenablement choisie.
2) Les seules données du probleme sont les potentiels
en x=0 eten x=a.Mais comme on a démontré
que E est uniforme, on peut calculer sa valeur en
exprimant sa circulation entre x =0 et x=a .1l
faut bien détailler les calculs avec les grandeurs
vectorielles pour ne pas commettre d’erreur de
signe.

Conseils
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Force de Lorentz a EXERCICES

3) Appliquer le principe fondamental de la dyna-
mique a I’électron en tenant compte de 1’approxima-
tion qui découle de la question précédente. Ne pas
oublier les constantes d’intégration.

4) L’électron est accéléré dans un sens opposé a celui
du champ E puisqu’il est chargé négativement, E
est toujours dirigé vers les potentiels décroissants.

Conseils

@ “Conduction dans le germanium.
Effet Hall

D’aprés Mines d’Albi, Alés, Douai, Nantes.

1 ¢ Un électron, de charge — e, de masse m , est émis
avec une vitesse initiale nulle dans une région de I’espace
ou reégne un champ électrique uniforme et constant E, .
L’électron est, en outre, soumis a I’action d’une force de
frottement (de type fluide) due a I’action du milieu dans
lequel il se déplace:

Son mouvement est décrit dans un référentiekgaliléen 0;
x,y,z), debase (if, , i, , i,) danslequel Ey=Egi,.On
néglige I’action de la pesanteur.

a) Ecrire I'équation différentielle du mouvement de
I’électron. Quelle est 1’unité de la constante 7 ?

b) Donner I’expression du vecteur vitesse # en fonction
du temps.

Montrer qu’il tend vers une limite 2., que I’on exprimera.

Exprimer le temps au bout duquel 1’électron atteint cette
vitesse limite a 1% pres.

2 ¢ Le germanium est un bon isolant électrique. Lorsqu’on
introduit des impuretés en tres faible concentration, par
exemple de I’antimoine (Sb), la conductivité électrique du
germanium augmente fortement: on obtient un semi-
conducteur «dopé », noté Ge:Sb dont les propriétés élec-
triques dépendent a la fois du nombre d’atomes Sb intro-
duits par unité de volume, N , et de la température T .
On propose le modele suivant de conduction dans le ger-
manium dopé: dans Ge pur, tous les électrons sont enga-
gés dans des liaisons chimiques et ne peuvent participer a
la conduction électrique.

On suppose que lorsqu’on dope Ge par Sb, a raison de N
atomes de Sb par unité de volume, a température ambian-
te, chaque atome Sb «libére » un électron du réseau cgis—
tallin. Sous I’action d’un champ électrique uniforme E, ,
les charges libres sont animées d’un mouvement de vites-
se #. On modélise 1’action des atomes ou des ions du
réseau sur ces charges par une force de frottement du type
précédent.




EXERCICES a Force de Lorentz

a) Exprimer, en régime permanent, le vecteur densité de
courant j . En déduire I’expression de la résistivité élec-
trique p. de Ge:Sb en fonctionde m ,N,e et 7.

b) Données

On mesure la résistivité p, = 1,22.102 Q.m pour un
échantillon de «concentration» N = 1,6.10?! m=.
Calculer le nombre d’atomes de germanium par m* d’é-
chantillon.

En déduire le taux d’atomes d’antimoine, c’est-a-dire le
nombre d’atomes de Sb par atome de Ge.

Calculer 7 dans le cadre du modele précédent. Que pen-
sez-vous du résultat obtenu a la question 1) b) ?

Données

e nombre d’Avogadro: N, = 6,02.102 mol~!;

o charge élémentaire: e = 1,6.10-1° C;

o masse d’un électron: m =9,1.10-3 kg;

* masse atomique du germanium: M = 72,6 g.mol~!';

e masse volumique du germanium: z = 5,32.10° kg.m 3.

3 ¢ On s’intéresse maintenant a la conduction électrique
de I’échantillon de Ge:Sb, étudié précédemment, dans un
champ électrique et un champ magnétique croisés. On se
replace dans le cadre du modele décrit a la question 2).
On découpe Ge:Sb sous forme d’un ruban de longueur
L =20 mm parallele a ’axe (Ox) , de section rectangulai-
re de largeur € = 1 mm parallele a2 (Oy) et d’épaisseur
d=0,2 mm parallele a (Oz) .

Un générateur de courant délivrant un courant d’intensité
constante [, disposé en série suivant la ligne de plus
grande longueur crée un champ électrique uniforme E|
d’axe  (Ox) . On place I'échantillon dans un champ
magnétique B, constant d’axe (Oz) colinéaire a I’épais-
seur.

a) Montrer que E, = Pely
€d

b) Montrer qualitativement que la vitesse de dérive des
électrons libres entraine 1’apparition d’une distribution de
charges sur les bords du matériau. Cette distribution crée
alors un champ électrique E, , considéré comme unifor-
me, colinéaire a ’axe (Oy) .

¢) En régime permanent, les conditions aux limites du
matériau imposent que le vecteur densité de courant j
soit colinéaire 2 1’axe de plus grande longueur (Ox) . Ecri-
re I’équation du mouvement d’un €lectron libre. En dédui-
re ’expression du champ E | en fonction des données de
I’exercice.

d) A. N.: Calculer la différence de potentiel V, (donnée
par V; =— E;{) que I'on peut mesurer entre les deux
bords de I’échantillon, de part et d’autre de sa largeur,
pour I,=10mA et By=0,1T.

Quelle application voyez-vous du phénomene étudié ?

1) Utiliser la relation entre 7 et ¥ pour déterminer
la relation entre j et E , donc la résistivité.

Pour I’application numérique, faire attention aux uni-
té€s de masse. . .

2) La relation «classique» E = pj n’est vraie qu’en
I’absence de champ magnétique.

Conseils

@ Interaction de deux bobines

On considere une bobine plate (1) de N, spires, de rayon
R,, de centre O,, d’axe Oz, parcourue par un courant
d’intensité 1, .

A une distance d de O, sur ’axe Oz une deuxiéme bo-
bine plate (2) de N, spires, de rayon R,, de centre O,,
de méme axe Oz, parcourue par un courant /, de méme
sens.

On notera z; et z, les cotes respectives de O; et O,.
On supposera que R, >>R, et d>>R,.

I

0
\012
19) 0, d /jg z

Doc 1
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A) Champ de la bobine (1)

1 ¢ Rappeler I’expression du champ créé par une spire en
un point de son axe.

2 ¢ En déduire le champ B, créé par la bobine (1) en un
point de I’axe.

3 ¢ On se place en coordonnées cylindriques d’axe Oz;en
un point au voisinage de I’axe Oz , le champ B possede
deux composantes B,(r,z) et B,(r, z) . En exprimant que

le flux de B a travers la surface cylindrique de
hauteur dz et de rayon r << R, est nul, montrer que
B(r,z=- L 980.2
2 dr
z+dz z
zZ
dz
Doc 2

En déduire le champ B créé au voisinage de I’axe Oz par
la bobine (1). On ne cherchera pas a exprimer B.(r, z) .

B) Champ de la bobine (2)

Rappeler le champ créé par un dipdle magnétique en un
point quelconque de I’espace.
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Force de Lorentz o EXERCICES

C) Force d’interaction
entre les bobines

1 ¢ Calculer la force magnétique exercée par (1) sur (2).
2 o Calculer la force magnétique exercée par (2) sur (1).

3 ¢ a) Calculer I’énergie potentielle de la bobine (2) dans
le champ magnétique de la bobine (1).
b) en déduire la force magnétique exercée par (1) sur (2).

Conclure.

-

‘G A) 1) Toujours cette situation incontournable....
§ 3) On exprimera B, en fonction de B sur I’axe.

B) Toujours cette situation incontournable....

C) 1) et 2) On calculera directement la somme des
forces de Laplace élémentaires.

Pour 2) on montrera que seule la contribution de B,
existe. Celle de B, est nulle.

3) Le dipdle rigide M, étant dans un champ
permanent, il n’y a aucun probleme pour calculer
I’énergie potentielle E, de (2) dans le champ magné-
tique de (1).

La force cherchée s’en déduit en calculant « moins »
le gradient de cette expression par rapport aux coor-
données de (2).




o Accélération d’une particule
chargée par une différence
de potentiel (méthode)

1 » L’énergie potentielle d’une particule de charge ¢ dans un
potentiel V est €, =gV . La conservation de 1’énergie entre
les deux grilles s’écrit donc:

0=lmv2+qVO &S v= _—2qV0’
2 m

le produit ¢V, doit étre négatif.
Donc pour un électron g=—e <0 et V,>0.
2 ¢ a) Pour un électron:
v=5,9 10 m.s~!
b) Pour un ion argon:
v=1210°m.s7!
On remarque que, dans les deux cas, »<< ¢ (¢ =3.108m.s"1),
I’approximation de la mécanique classique est bien valable.

0 Particule chargée dans
un champ magnétique uniforme

1 ¢ La force qui agit sur 1’électron est F=—¢snB . Elle est
constamment orthogonale au mouvement: son travail est nul.
L’énergie cinétique de 1’électron est donc constante, et v,
module du vecteur vitesse, 1’est aussi. .
La vitesse initiale étant perpendiculaire & By, le mouvement
a lieu dans le plan (xOy) ; en effet v A By est orthogonal 2
B, donc F estun vecteur du plan (xOy) et comme 1’élec-
tron a son vecteur vitesse selon ¢, , il reste dans le plan xOy:
la relation fondamentale de la dynamique projetée sur (Oz)
donne:

7=0 = z=cte=0 = z=cte=0
d’apres les conditions initiales.
La force est a chaque instant perpendiculaire a la vitesse en
raison du produit vectoriel. La trajectoire est donc circulaire
uniforme (pas d’accélération tangentielle qui augmenterait la
vitesse de rotation).
2 * Dans le référentiel C, Z, N E'e N Zz lié_'au centre de la tra-
j_c?ctoire cirgulaire 7 est selon [ig et By, selon 7, donc
F=—evABy=—ev Bye,=—mp, o*e, d’apres I’expression
de I’accélération radiale, et »= pPe O ey.

2 2
v N .
p. w2=— d’ol evBy=m — soit

Pe Pe
po=L o g =t B
eBO pc m
EBO

la fréquence v, = .
2nm

30AN.: y =\& =419 km.s™', d’od p, =043 um et
m

v.=154 GHz .

9 Déviation d’un électron

1 * Appliquons le théoreme de 1’énergie cinétique entre les
instants ou 1’électron quitte (1) pour arriver en (2):
1 -

Py mv%—%mvz——e(Vl—VZ):>v§=v%+2meU

soit v, =~/ v} + 2me U lorsque 1’électron arrive en (2).

2 » Nous savons que v{=vi+ v et v3 = v+ v3 cequi
donne :
vi+ 022y= vE + vlzy+ 2mel .
Le principe fondamental de la dynamique appliqué a I’élec-
tron donne:
m(7=—eE=—eEZ"y.
Donc I’accélération de 1’électron est nulle suivant 2, , ce qui
conduita »,, = v,, etdonc:
v =vE +2meU .
L’électron atteindra la plaque (2) si v,, = 0; il faut donc que
vi +2meU = 0 soit:

y —
L 1/12), = — ZmeU
vd cos? iy = —2melU
i U=-— 2T il.
2me
X
., —eE<O -eE>0 _
T (0] U
2 2
0% cos?i
U= 1 1
2 me
Casou U>0
)
)
Vo=U>0 2
B . 7 i <l
E —ceE ;
ki I’électron atteint
toujours (2)
Vi=0 (1
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Casou U<
17)
u>U0,
Vo=U<O0 \ 2)
Vi
E U<U,
—¢E |.
1
Vi=0 (1)
i

3 » Nous avons vu que 1’électron n’est pas accéléré suivant
- . = - 9

e, puisque le champ E estselon e, (champ d’un conden-
sateur plan), donc v, = v, .

v 14

.. 2,
—X; sini, = —
vy

sin i} =
V2

d’ou v, sin i, = v, sin i, , loi qui ressemble a une loi de réfrac-
tion en optique...

V1

Vo2 + 2meU

o o o . v . o
sin 7, = sin 7, y—l =sin i,
2

siU>0 i, <i
si U<0 i,>i quand la particule arrive sur (2).

G Particule chargée
dans un condensateur
1 ¢ La relation fondamentale de la dynamique s’écrit

md = qE . En projection sur les axes (Ox) et (Oy), on
obtient, en tenant compte des conditions initiales :

mx=0 _ |x=yysine
" qv  dou qv
my=——, y=——t+UOCOSO!
h mh
X =yysinot

et qV »
=———"+y,cosat.
Y 2mh 0

La particule recoupe ’axe (Ox) au point A a l'instant ¢ tel
que y(t;)=0 (mais ¢, #0).

. 2mh |, .
On obtient 1, =y, cosaiv , d’ot, en reportant dans 1’ex-

. . mh
pression de x(f): x, = 11(2) sin(2o)— .
qv
t; étant nécessairement positif, ¢ et V sont de méme signe.

dxy 2 mh
&duit —= =2v; cos(2o)— .
2 On en déduit T ( )qV
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A
3] o =40°
| o =45°
0,25 a=50°
b X
1 X
| 0,2 0,4 0,6 0,8 \
7 Remarque
i Les courbes « o =40° » et « or = 50° »
passent par les mémes points en y = 0.
A
Yo o =25°
s o =30°
8 o =35°
0,27 A
i X
Xy
] 02 04 06 08\ N\
. dx, . Ax .
En assimilant —4 3 —4 (car Ao et Ax, sont petits),
da Ao
on obtient:

Ax, =202 cos2) ™ A
qvV
On veut Ax, = 0 (mais x, # 0) pour o = ¢ alors que
Ao# 0, ce qui est vérifié pour cos(20p) =0, soit ot = % o

Onen déduit 5y =7 7.
qV

Remarque : Cette question est a rapprocher du calcul classique
de la portée maximale d’un tir balistique.

3 ¢ En appliquant la relation ci-dessus aux particules de
masse m,; et a celles de masse m, , on obtient:

. ' qVA
Axy = ygi(mz —my), soit v, = ““u .
qv \ h(my —my)
Avec Axy=1cm et m,—m; = (40-38)10-N,, on calcule:

7= 69,4 km.s~!.




Force de Lorentz

6 Mouvement d’une particule dans
le champ d’un fil infini chargé

1 ¢ Soit un fil infini portant une densité uniforme de
charges A . Les symétries et invariances conduisent a la
recherche d’un champ radial de la forme E (M) = E(r)e, en
coordonnées cylindriques.

Surface de
Gauss T+0

Le théoréme de Gauss appliqué a la surface ci-dessus donne

Ah
E(r)2nrh = —
(r2mr 2
soit: E M) = A e
2ng 1
2e est homogene a E.r donc a des volts.

21 g,

g4 est donc homogene a ¢V , donc a une énergie.
2n g,

A N . .
— 9% st donc homogene a une vitesse au carré
2n gym

car E, = L,
2

3 ° P est soumise a la force électrique qﬁ , ou E est le
champ créé par le fil infini. E estradial donc 2 chaque instant
la force est radiale, donc le support passe par le point O: le
mouvement est donc un mouvement a force centrale. La tra-
jectoire reste dans le plan perpendiculaire a ’axe Oz du fil
car la vitesse initiale est orthogonale a cet axe. Ce mouve-
ment peut étre repéré soit en coordonnées polaires (¢, , ¢p) ,
soit en coordonnées cartésiennes (a, E;) . Cette trajectoire
obéit a la loi des aires.

Remarque: On a négligé le poids devant la force

électrique. Cela suppose que ¢E >> mg soit E >> %

avec m=9.10"3"kg, g=10m.s2 et ¢=1,6.10- C, on
9.1073 x 10
1,6.1071°

souvent largement vérifié.

obtient: E >> ~ 1071 V.m~! | ce qui est

4o VA B
y —
€o
.
P
- A
a HE
)
0 I’O X
a=- % E (avec g > 0) donc a est centripete, la vitesse

n’est plus a priori orthoradiale.

5 ¢ Appliquons le théoreme de I’énergie cinétique entre les
instants ou P esten 7 =r, etun instant quelconque:

1 2 1 2 £ - — 4
—mv'— —myy=W=| —qE.dl=| —qEdr.
2 ro ro

2
L’expression de E est e,
2n gy r
1 1
d'od — mv?— — mv}=- .
2 2 2 g, 7o

o2 2 27, a1 _op2e
soit »* = vy—20” Ln ro—y()(l 2% In r())

6 v2=r2+r20% avec 0 tel que 120 = cste = ryr,, puisque
le mouvement obéit a la loi des aires.

2802
o rgv r
Donc 72+ -2 =42(1-28In —
7 To

2
o

S0 9 1981 l2p-
soit 7 +z/0[r2 1-24%1In 70} 0;

2

.
on identifie U(r)= —2 —1-28In —.
7P To

7 © Tracons sommairement U(r).
Posons x = — , soit U(x) = A 1-2Inx.
. 2

On vérifie bien que U(x) =0 pour x=1.
Quand x > 0, U(x) > oo; quand x = oo, U(x) — o
comme 2% Inx.
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P 2
Etudions a == 2z + % = £<ﬂ2_ L)
dx b 5 X %2

en x=1: %:2(ﬂ2—1),dusignede B-1.

=0 pour x= %(et U(%>=ﬂ2—1—2ﬂzlnﬁ>

Les documents suivants montrent U(x) < 0 pour:
sif<1l xp=1<x<x avec x,>1

B>1 x<x<xy=1 avec x, <1
Sachant que 72 + v% U(r) =0, les mouvements possibles sont
obtenus pour U(r) < 0, et donc suivant les valeurs de S:
B<lirg<r<ri=xr,
B>1irm=xry<r<r,

Ut

18
0 le > 1 X
Ut
dUu
— >0
dx
m
o0 Xy < 1 E .IXO =h X

Le mouvement est donc en permanence limité dans 1’espace
et aura I’allure suivante:
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p>1

fo

G Cyclotron

1 ¢ Les protons décrivent, a I'intérieur des dees, des demi-

eB
cercles a la fréquence Vv, = > % Pour que les protons
m

P

soient effectivement accélérés a chaque passage dans 1’espa-
ce entre les dees, il faut que la fréquence du champ électrique
soit accordée sur celle du champ magnétique. On obtient :
v, =23,9 MHz.

m,v

2 * Le rayon de la trajectoire du proton est r = e?P .
0

Quand le proton décrit le n'*™ demi-cercle, il a été accéléré n
fois, or a chaque demi-tour son énergie cinétique augmente
de eU,, au bout de n demi-cercles, elle est donc égale a

nel, . La vitesse du proton sur ce demi-cercle est alors:

2enU,
v, = .
V"
2nm U,
r,= —eBg .

Pour n =400, on obtient ry=42,2 cm.

On en déduit :

3 o Le travail de la force électrique a la traversée de

I’espace accélérateur est W = | eEdx avec:

1ot ——— o oo

E=ﬂsin(wt+¢0) et dx=vdf=owrdr.
8




@ Force de Lorentz

20r

On en déduit: W=Year | sin(or+ pdr
g

_ 8
20r

U "
W= %(COS(—% + (I)Oj— cos(z%+ ¢Oj)

sin(zi)
W=eU, B 4 sing .

2r
b) Pour que le gain en énergie soit maximal, il faut que
T
Po=3-

2r

¢) On calcule tout d’abord la quantité a =

sin(%)
" = sinc( g J
8
2r

pour le rayon minimum (r;) et pour le rayon maximum
(rapo) : 711 = 2,1 cm et a = 0,991; ry= 42,2 cm et
a=1-2.107: on pourra prendre @ =1 pour le mouvement
du proton dans le cyclotron.

D’autre part, le temps mis par le proton pour parcourir chaque
demi-cercle est constant, le déphasage est donc le méme a
chaque passage dans la zone accélératrice. L'énergie du
proton a la sortie du cyclotron est donc égale a:

E =nW =neU=3,2.10"12J = 20 MeV.

d) Les protons sont accélérés uniquement s’ils traversent la
zone accélératrice en phase avec le champ électrique. Il sort
donc du cyclotron un paquet de protons a chaque période,
donc toutes les 42 ns.

0 Déviation dans E et B croisés
(oral) (écrit - centrale 2001)

1 ¢ A un instant quelconque, la particule a été accélérée par
le champ E , puis déviée par le champ B , C’est-a-dire que
sa vitesse s’écrit dans le cas général :

U=uvx e+ vy E; + v, 2,; et la force 2 laquelle elle est sou-
mise:

0 (v, |0 |—-quv.B
F=qE+vAB)=q|0+|v,A|B=| 0
E |v, 0 qE + qv . X B

Le principe fondamental appliqué a la particule permet d’éta-
blir les équations différentielles vérifiées par les composantes
de la vitesse:
my,=-quv.B
mv, =0 =
mv,=qE + gx X B

v, =— @, v,
6420
yzzqm"'wcvx

z}y(t) =0= v,(t) = cste — v,(0) = 0: le vecteur vitesse reste
dans le plan xOz , de méme que la trajectoire; la trajectoire

est plane.
Pour trouver ».(f) et ».(f) posons u=v,+1iv,.
Alors u =v, +iv. = - @, yz+zq— +iw v =

m

io(v,+iv)+id™ car i2=-1.
m

u estsolutionde u—i w.u = 4=

m

soit u(t) = Ae!®c! — £ ,
B

comme u(0) = ,(0) + i v,(0) =0: A= %

d’ou u(t) = 2 (cos W t+1sin 01— E)
B B

et comme v (f) = Re u(t) et v.(t) =1Im u(t) on trouve

E E .
v(t) = =(cos o . t—1) et v.(f)= — sin .t
() B( 2 () r

2 * On obtient x(f) et z(f) par intégration par rapport a ¢

E| sin @t E cos @, t
= —=| —— -t|+K.() =—- ——— +K
Bl o ] B o
ar=0x0)=0 K;=0
E
2(0)=0 Ky,=——
0) = B,

d’oll x(r) = E[M —z] et 2(f) = E[l— cos a)ct]
B B

(4 C

On reconnait 1’équation horaire d’une cycloide, la «dérive »
s’opérant dans le sens des x < 0.

q>0(w,>0): alors x(¢) = %(M —t) <0

C

et z(f) = E(l— M) >0
B ,

qg>0 z

7k y %
Bw,

q <0; posons w,=-@.>0

alors: x(7) = %(M —t) <0

(9

) == §<—1 = o8 “’c’) <0

’

(28
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qg<0 4
E
__TE B
Bao',
E y X
] . T2
A Bw',

Remarquons que nous avons bien une dérive dans le sens de
x < 0 pour les deux particules; en effet dans le cas
- -

général, la vitesse de dérive est ¥ quel que soit le

signe de la charge.

3 ¢ z(t) s’annule la premiere fois par @.t=2m .
Le point A est donc atteint a une date telle que:

_ . _E<l—cosn>_ 2E
.t =T, so1t ZA—E =

o, Bw, ’
2B
etdonc: |z] = —— .
Bla
= nE
b Bl

- e . .
4 » Nous avons v, = v, e, . Pour avoir un mouvement suivant
x , il faut que I’accélération suivant z soit nulle, soit:

E+v,B=0, soit vx=—£.

EAB

. s - . ,
Nous retrouvons la vitesse de dérive v, = , indé-

pendante du signe de la charge de la particule.

€  Electron dans un piege
de Penning
1 En O, le champ électrique est nul, 1’électron est donc en

équilibre. La relation fondamentale de la dynamique projetée
sur les axes (Ox) , (Oy) et (Oz) donne:

« elUyx
mx= 5
2(5?
« elyy
m =
YR
o eU,z
mz=-———.
R
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Le mouvement sur les axes (Ox) et (Oy) est exponentiel,
celui sur 'axe (Oz) est sinusoidal, de pulsation:

\/eUO
0, = |—7F.
mR

Le mouvement le long de ’axe (Oz) est stable (I’électron est
rappelé vers sa position d’équilibre), il est instable dans le
plan (xOy) (I’électron s’éloigne de O).

A.N.: v,=424 MHz.

2 ¢ a) L’équation du mouvement est:
mad =—e(E + v AB) .
La force magnétique est dans le plan (xOy) , le mouvement

sur (Oz) est donc le méme que celui de la question 1), c’est-
a-dire un mouvement oscillatoire de fréquence V..

b) Sur les axes (Ox) et (Oy) , on obtient:

« el .

mx=ﬁx—eBoy 1)
© eUO o

my=ﬁy+eBox. 2)

On pose p=x + iy et on effectue (1) + i(2), ’équation diffé-
rentielle vérifiée par p est alors:
2

2
Les solutions sont de la forme p = Ae” + Be” ,ou A et B
sont des constantes complexes, et a et b les racines de
I’équation caractéristique.

p_iwc /‘)_

p=0.

L’¢électron ne sera piégé que si le module de p est borné.
Pour cela, il faut et il suffit que les parties réelles de a et de
b soient négatives ou nulles.

Le discriminant de I’équation caractéristique est:
A=-w?+2w?.
Les solutions de I’équation caractéristique sont:

% (iw, VA )si A>0,
%(iw;i@)si A<O,
Lioesi a=0.

2

Si A> 0, une des deux racines a une partie réelle positive, le
mouvement ne sera alors pas borné.

9% Ot AR : 2 2
L’électron n’est piégé que si A =—w; +20; <0,

3 s 12
ce qui équivauta B, =B, = \““?lejo ]

AN.:B.=2,14.102T. Si on choisit B,=0,55 T, la condition
ci-dessus est vérifiée.
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¢) Les racines de I’équation caractéristique sont:

a=iw, =%(wc+\/wf —wa)
et b=iw2=%((oc—\/wf—2wf).

Or v,=15,4 GHz >> v., @, estdonc trés proche de @, : c’est
la pulsation appelée @,” dans I’énoncé, @, est donc la pul-
sation @,,.

On a alors p(f) = Ae'™' + Bel®’, A et B étant des constan-
tes complexes déterminées par les conditions initiales de
mouvement. L’équation de la trajectoire est donnée par
(1) =Re(p(t)) et y(1) = Im(p(1)) .

AN.: v/=154 GHz et v, =584 kHz.

On remarque que Vi << V<< V.

d) Le mouvement de I’électron dans le piege est la superpo-
sition des trois mouvements représentés ci-dessous :

(x0y):

La trajectoire a, en 3D, I’allure ci-dessous :

Q Spectrométre de masse

1 ¢ a) La relation fondamentale de la dynamique :
ma =q(E + v AB),
s’écrit en projection sur les trois axes:

m;/x =—qE+qBv,

m;/y =—gBv,

(on I’écrit sous cette forme, car I'énoncé demande v, v, et z.).
En faisant apparaitre 3 et @ les deux premiéres équations
v, =0( vy~ Ug)

deviennent : *

vy =—0, .

La résolution de ces équations par une des méthodes habi-
tuelles (introduction de la variable u =x + iy ou élimination
de v, entre les deux équations en dérivant la seconde) donne,
compte tenu des conditions initiales :
v, (1) =y, cos(@t) +(z/0y — y)sin(wt)

{vy(t) = (”Oy —yy)cos(wt)— vy, sin(@1) + .
La troisieme équation donne simplement z, = , .
b) On integre ces équations en tenant compte des conditions
initiales:
_—

M 8 yo)’
sin(@t) + ———(1—cos(w?))
(0] [0]

)

x(t)=

Uy, — U,
(1) = 2L sin(@1) + 2 (cos(wt) — 1) + ot
(0] w
2(t) =yt .

¢) On néglige les termes en ¢, devant les autres termes. Les
coordonnées du point H sont donc:

()= ”"y—a:”d(l _cos(@t))

Uny — U
y(t) = 2—Lsin(@1)+ vt .
(0]
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La trajectoire de H est une cycloide représentée ci-dessous :

F70

60

50

40

30

20

10

~6 4 _2 0

écart maximal a I’axe (Oy)

_ |
e}

L’écart maximal de la courbe par rapport a ’axe des y est:

Xl oy = 2 . ,(d’apres I’énoncé, 24> y,).

Pour que cette mesure ne dépende pas des conditions initiales,
il faut que o3 >> v, , soit £ >> By, .
Dans ce cas, 1’écart maximal est égal a:

200 m?2E

o q¢B

sa mesure permet bien de déterminer la valeur de 4.
m

d) O'H = OH — vyt . Les coordonnées de H dans 9’ sont

Vo, — 7,

X (1) =22 (1-cos(wr))

donc ’ ai ”

Y () =——Lsin(wr).
(0]

Sa trajectoire est le cercle d’équation:

2 2
Yoy — U Yoy — U
x/_ y +y,2: y )
w w

- -

- EAB - =
20a) v, = ,ouencore E =B A 7).
4= d

(Bien remarquer I’homogénéité de cette formule.)

La relatlon fondamentale de la dynamlque dans R’ s’écrit:
ma —q(E +v /\B) q(v —vd) AB , Ou encore::

ma (P)/gk' =quv (P)/gk' AB.

Ainsi, dans %, le mouvement de la particule est celui d’une
particule soumise uniquement au champ magnétique B.

b) La trajectoire de P dans %R’ est donc une hélice. La tra-
jectoire de H est la combinaison de la trajectoire circulaire
de H’ et du mouvement de translation selon (Oy) de R’ par
rapport a R .
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@ Réfraction d’électrons

1 ¢ a) L’énergie mécanique est constante :
1 . p
Em =Emv2 +gV =0, car au point de départ M, v=0 et

V=0 (on note que ¢ est négative).

7 . z b
b) La force électrique est portée par e, : la composante de la
. bnd N
vitesse sur e, est constante, d’ou:
vsiniy = wysini, , soit [V, sini; =,/V, sini,
(en utilisant la relation précédente pour exprimer les vitesses
en fonction des potentiels).

¢) Cette expression est analogue a la loi de Descartes sur la
réfraction: nysini; = nysini, (cf. H-Prépa, 1" année partie
Optique). Le 1dle de I'indice n est joué par vV .

2 e a) La force électrique est colinéaire & ¢, donc a CT/i (ou
M est la position de 1’électron a un instant donné), son
moment en C est donc nul: le moment cinétique en C est
une constante. On en déduit:

51 AV = 52 AT, ,s0it Ryvsini; = Rynsini, .
En remplagant les vitesses par leur expression en fonction du
potentiel, on obtient:

Ry\[V; sini, = Ry [V, sini, .
b) Dans le triangle A/,C: o4 + (R —1;) + @, =T, soit:
ii= 04 + ;. On obtient de méme i, =, + 0.
Les vitesses étant peu inclinées par rapport a I’axe, tous les
angles sont petits (en optique géométrique, c’est le cadre de
I’approximation de Gauss). De plus, le sommet S peut étre
confondu avec la projection H de [ surl’axe (Cz) (’arc de
cercle S/ est confondu avec le segment HI). On en déduit:
S SI
tana; =0 == et tan@; =@, =
AS sC’

On a des relations analogues avec 1’indice 2.
En reportant dans les expressions de i; et de i, , on obtient

i, =SI ;—; , de méme pour i, .
SC 34

En reportant dans I’équation établie a la question 2) a), il

vient, apres simplification par R (R, et R, sont a peu pres
confondus) et SI

— 1 1 — 1 1
Wl=—=|=W|=-=
SC  SA SC  SA,

W i, B

Oou encore —— —
SA, SA sc

Cette relation est ’analogue de la formule de conjugaison
d’un dioptre sphérique, qui n’est pas au programme mais que
I’on peut établir par une démonstration tout a fait identique a
celle-ci.
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m Force de Laplace entre deux fils

1 © Cherchons F 51 la force que (2) exerce sur 1’unité de lon-
gueur de (1).

I ‘oY
I m .
® B,
z X
(1 3]
| Le champ créé par (2) a méme valeur en
tout point de (1):
F21 §2 _ ‘LIOI Evz
2nd
alors le =1 (1 Bz avec €= €e
d’ou F2] =I{B,e, avec {=1
=[B,e. avec € =1.
2 ¢ La méme analyse conduit a F 0= —ﬁ21 puisque El

champ créé par (1) en tout point de (2) =—B, .
Les deux fils se rapprochent donc, soumis a la force
F= Mol par unité.

2n
3eSi I=1A et d=1m,comme f,=4n10-7S.I
F=2.10"7N.
La définition de I’ampére est: deux fils infinis rectilignes par-
courus par des courants de 1 A distants de 1 m, sont soumis
a une force de 2.10~7 N par unité de longueur.

@ Tige conductrice soumise
a la force de Laplace

1e

Travaillons en coordonnées cylindriques d’axe M Soit un
¢lément de courant 1 d€ Idr e, en P;il est soumis  la force
dF Idre AB = IdrBe, A (—e Z)

soit dF IBdré,.

En intégrant sur la barre de longueur € , cela donne:
F=IB(E,.

=
2 ¢ Calculons le moment I; en M de toutes les forces de
Laplace élémentaires :

£
FM_J MP/\dF

re, AlBdrey

—IB— e
2

Si on note A le point d’application de la force F , cela

donne:
62 - —2 -
IB? e,=MAANIBCe,,

soit donc: MA = ga.

Le point d’application de la force F esten A, milieu de MN.

3 e Lemomenten M de toutes les forces (forces de Laplace,

force de pesanteur, force de liaison en M) est:
— 2 —_—
FM=IB%ZZ+MA Amg

2
= (IBe— - £mg sin 0)22
2 2

La barre est en équilibre pour sin 0= IB ,avec [ = E
mg R
AN.:sin @ =EBE 211 5 (it done 6,=30° .
mgR 0,1.10.4

@ Mouvement dans un champ
électrique

e Lespace O <x <a
étant compris entre
S deux conducteurs infi-

S nis il y a invariance
\ par translation selon y
ou z: E ne dépend,
: comme V,quede x.

. x x+dx

= - -

E =—gradV est donc nécessairement selon e, .

Appliquons le théoréme de Gauss a une surface fermée élé-
mentaire par deux surfaces planes en x et x +dx.

Le flux sortant des parois latérales a travers X est donc nul

et % E:.(IS: = [E(x + dv) — E®)]S = q;.l:

. Or I’espace

interconducteur est vide donc ¢g;,, =0 donc E(x+dx) =E(x):
le champ est uniforme.
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2 © La circulation du champ E de x=02 x=a est égale a
la différence de tension V(0) — V(a):

a_, _, a __, _ V(a)
f E.dsz.a:f —grad V.d€ = —-dv=
0 0 V(0)
U
V(0) - V(a) =-U donc Ez—g
0. o= U—» = 9 . 2
dou E = - P E est bien dirigé dans le sens des

potentiels décroissants.

P S Ux
On en déduit par intégration V = v + cste; avec les

conditions aux limites V(0) =0 et V(a) = U cste = 0
Ux

dou V= WV

AN.: E=—10*V.m'.

3o lmell _ 9.0
|l-eE|| 107"

on a bien le poids tout a fait négligeable devant la force élec-
trique.

4 o [¢électron est accéléré par E dans la direction des x > 0:
il acquiert une vitesse selon e, qui obéit & 1’équation

-

différentielle m % = eE puisqu’on néglige le poids
t

, - do,
en projetant sur e, : d =—
t

, ce qui donne
v (t) =— t puisque 2,(0)=0

o dv .
en projetant sur e, : d—y =0, ce qui donne v, (1) = v;.
. t

Pour déterminer sa trajectoire, calculons d’abord x(f) et y(¢) :

2
v, = dx - , SOit x=— e car x(0)=0
dr m 2m
vy =0y = 8 , soit y = vyt car y(0) = 0.
dr
Eliminons 1: ¢= 2 d'od x=— —¢& y2 (arc de
o 2m vy’
parabole).

Sachant que U > 0, alors E <0 et —eE > 0: I’électron
pénetre bien dans 1’espace interconducteur avec ces hypo-
theses.

5eQuand x =a [Délectron atteint les limites de 1’espace

interconducteur. Cela se produit a la date ¢ = V2_mEcz =
[ 2 —-€
N2maZ _ 3 108
elU

2 % \2ma _ V2eU

- - -
vi=v, e, + Uy e, avec v, =-
m —eE m

et vy =7y
V2ma?

x(tl) =a et y(tl) =7y
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6 © Les électrons dont le point d’impact sur le conducteur a
pour coordonnée y =y, passseront a travers le conducteur,
les autres non.

Si y(a) =y, alors v, esttelle que

_ eE _ eUy,
a=-_—— Yo=———
2muvyg 2ma v
mectt S\ velU y, p
c’est-a-dire v, = e Nous sommes donc en présence
ma

d’un filtre de vitesse.

@ “Conduction dans le germanium.
Effet Hall

1 ¢ a) La relation fondamentale de la dynamique s’écrit:

-

= muv N
ma = qE——— (7 est homogene a un temps).
T
b) Cette équation s’integre en:
t
qE i
)= e 7 |1,
m

en tenant compte des conditions initiales.

- - TqEO
Quand t > o0, ¥V 20V, =

-
u, .

L’¢lectron atteint cette vitesse limite a 1% pres a I’instant
t;=71In100=4,6 7.

Ne’t
m

- 1 -
Ey=—E, par définition de la

€

202a) 7= —Nev, =

résistivité. D’ou p, =——.
Ne“t

b) Le nombre d’atomes de germanium par unité de volume
est N, :ﬁNA = 4,4.10% atomes par m> (attention: les

masses doivent étre exprimées dans la méme unité).

.. ) . N 5
Le taux d’atomes d’antimoine est égal a —— =3,6.10 8
Ge

(c’est faible: il suffit de treés peu d’impuretés pour augmenter
la conductivité €lectrique du germanium).

m - .
>—=1,8.10 1zs; I’électron atteint sa

D’autre part 7=
€

vitesse limite & 1% prés au bout de 8,3.107'%s: on peut négli-

ger le régime transitoire et considérer que le régime perma-

nent (indépendant du temps) est atteint immédiatement.

3 e a) Par définition, I, = jS = j{d .
A

Or, Eozpejz ed 5

b) La dérive des électrons les entraine vers les y négatifs: ils
vont s’accumuler sur le plan d’équation y = 0, il apparaitra
donc une densité surfacique de charges négatives sur ce plan
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et par conséquent, sur le plan y = ¢, le déficit en électrons se
traduira par une densité surfacique de charge positives.

¢) En régime permanent, I’équation du mouvement d’un
électron libre est:

6=—e(Eo+E1+ ZAg)—ﬂ ,
T

aveCc v=—""] =—7"
Ne! T Nl
v

= m 0 o
Sur (Ox),ona —eEg———=0, ce qui redonne la vitesse
T

des électrons en régime permanent (cf. question 1)).

Sur (Oy),ona El+?/\§=6,soit:

V1>0 (0]

Byly

dV, =-EfL = =19,5mV . La mesure de V, permet
! " Ned

d’accéder a la valeur de B: c’est une méthode de mesure des
champs magnétiques (sonde a effet Hall).

@ Interaction de deux bobines
A) champ de la bobine (1)
1e

Nous savons que: E(M) = ’%’: sin® o
2 ¢ Pour la bobine (1), cela donne en M de cote z:

B,(M): % sin® &/ 7,
1

. R,
avec Sin 0= ———————
VR? + (z — zy)?

3e

En premiere
approximation
le flux de B
s’écrit:
—B,(0, 2)mr? + B.(0, z + dz)®r? + B,(r, z)21r dz =0
dont on déduit immédiatement :

B e % %(BZ(O, ).

Ce qui donne pour la bobine (1):

L ®
R :
1 ?P
o ole) M (2) z
&
RS

E(M) _ Ho Ny Z.
Ry R} +@-2))
B(P) =B.r,2)e,+B.r, 2)¢., avec
R3
Br,5)=- L Loli0 (‘ i) L 2-1)
2 2\ 2/[R¥+(z-z)
=i Uo N, I R} (z—z))
4 [R}+@-z)F

B) Champ de la bobine (2)

La bobine est assimilable a un dipdle magnétique de moment
magnétique m, =N, L, TR} €. .
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Le champ magnétique créé en M est donc:
= 2U, mycos @  Uym,sin 0;

=t 2+
4r 7 47 13
21y Ny L, TRy>cos 6  tyN, I, TR, sin 6
== e, + ey
4r 7 47 13

C) Force d’interaction entre les bobines
1 .]_:.1_)2 =¢, 12 d_éz /\ﬁl avec @’2=R2 d(pg(p

21
=N2]2J' R2 d(oe /\(B (R2 Z)e

+ B.(R,, 2)¢.)
BonE =7, et EynE,=2,
2
W :
Soit:

F1—>2—N2[2R23(R2»Z) (—e)dfl’

2T
+N, L, R, B(R, . 2) jo Z,do

21 21
f ¢, dp=2m ¢, mais f ¢, dp=0; en effet en prenant
0 0

2 points symétriques sur la spire (caractérisés par ¢ et
¢+ T) nous avons:

Crip=— e (p+m) >
donc la contribution globale sera nulle et ainsi :

ﬁ1—>2=—N212R227T< 3R2 Mo Ny 1) Ry (22—21)> z,
R+ (2.~ 2)%)2

31'C /'IONI NZII I2R12R22(22—ZI) —o

(2

2 R+ (=2 )2
__3m NN LR2R (- 7)) o
2 7 ’

2e
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Cherchons directement la composante z de la force exer-
cée par (2) sur (1); pour un élément de courant I, al =1
R, d(p e
dF, = ([1 R, d(pe A (B/(r, O)¢, + B.(r, O)y).e.

(e AE). e =—sin o

(e A€g).C,=+COS O
eten intégrant sur @ de O aN, x2m:

F2ﬁ12=—11R1 ZTENI i_‘l:to N2121'CR22Sin0!%S39

+1, R, 21 N, H N, I, T R,? cos o Ginkd)
4t 7
cos 0= cos(mt— o) =—cos &
sin 6= sin(T — &) = sin &
ce qui donne :

=

Fryi= 20w NN, I 1 Ry R SO 0

4T r
. R d
sin = —L; cos o= —

r r

et ainsi:
R12 R22(22 —zy) =
5 z

7

> 3
Fri= TnﬂONINZIllz

3 ¢ a) L’énergie potentielle de (2) dans le champ magné-

thue de (1) s’écrit:
=—N21:R’§12“°Nl[1 .
2R, [RT + (2, — 2]

R}

Pour calculer la force exercée par (1) sur (2) il faut dériver
cette expression par rapport a z, , cote des dipdles m;:
Fl_,2=—gradzz( ) ,
R? X 2(z, — =
=+ Ny Rzl Bl D <_ i)—l G )
A R} + (- 22
On retrouve bien:

= 31T RZRZ(ZZ—Z) N =
Fiso==—= NN, I ;51 e,;=—F_,,

r




Fonctions de transfert élémentaires stables (7> 0 et o> 0)

Ordre 1

1 ¢ Passe-bas d’ordre 1
H(jo)=—L—.
1+ jor

. 1
* Pulsation de coupure 2 —3 dB : wg = Pr

« décroissance en bande atténuée : 20 dB par décade,

« rotation totale de phase : Ap=— .

2
2 » Passe-haut d’ordre 1

R
l+jor . 1
jort

1
* Pulsation de coupure 2 —3 dB : wg = P

« décroissance en bande atténuée : 20 dB par décade,

« rotation totale de phase : Ap=— %
G(dB)
-2 -1x g x' 1 2
L Lo P 1
E E X =log(x)
20dB 1 -20dB
pardécade ¢~ _____ [ ______ s par décade

— 40+

Doc. 1. La courbe G de réponse en gain d’'un passe-haut d’ ordre
1 et celle Gy du passe-bas de méme ordre sont symétriques par rap-
port a I'axe des gains.

passe-haut

Doc. 2. Construction des courbes de réponse en phase ¢ d’un passe-
haut d’ordre 1 et d’un basse-bas d’ordre 1 et de leurs diagrammes
asymptotiques Q.

3 ¢ Déphaseur d’ordre 1

H(jw) = 12127
1 +jor

* tan (£> =-— wr,
2

« rotation totale de phase : Ap=-m,

* le gain est constant et égal a 1.
¢(rad)

Doc. 3. Courbe de réponse en phase @ et diagramme asymp-
totique @p d un déphaseur d’ ordre 1.
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Ordre 2
4+ Passe-bas d’ordre 2

1
202"

Hjo)=—F—————
v 1 +20wr- 1

0]
« Pulsation de coupure pour le diagramme asymptotique :
wy=—,

T
* décroissance en bande atténuée : 40 dB par décade,
* rotation totale de phase : Ap=-m,

« existence d’une résonance si :

< 0= = =0,707 (Q>QC=%>.
v

AY

G(dB)

10+
-1 -05 A 0,5 1

X =log(x)

— 104
c=0,5
—204
—304

—40-

Doc. 4. Courbes de réponse en gain pour différentes valeurs de o (< 1).

P(rad)
1 2

X =log(x)

Doc. 5. Courbes de réponses en phase d’un passe-bas d’ ordre 2 pour
différentes valeurs du facteur d’ amortissement o (< 1).

5 ¢ Passe-haut d’ordre 2

2,2
. )
H(jo) =
U 1-720? + 20j0r
B 1
1+_2—6+ I
jor  12w?
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* Pulsation de coupure pour le diagramme asymptotique :

wo=—,
T

« décroissance en bande atténuée : 40 dB par décade,
« rotation totale de phase : Ap=-m,

» existence d’une résonance si :

1 1
=0,707 (Q > QC_\_E).

o< O = —
2

G(dB)

— 204
40 dB par

décade — 304

— 40-

Doc. 6. Courbes de réponses en phase d'un passe-haut d ordre 2
pour différentes valeurs du facteur d’ amortissement o (< 1).

@(rad)

-1 -0,5 0 0,5

1 X =log(x)

Doc. 7. Courbes de réponses en phase ¢ d’ un passe-haut d’ordre 2
pour différentes valeurs de o (< 1).

6 » Passe-bande d’ordre 2

20j0t

H(jw) = —=9PT
Hio) 1 +20j01— T20?

1
I+ Q(jwr+ L)

jot




« Pulsation centrale ou de résonance : @ = l
T
N 0]
¢ bande passante a — 3 dB = Aw=20wy=—,
e décroissance en bande atténuée : 20 dB par décade,

« rotation totale de phase : Ap=—m.

G(dB)

log(20’) A
\ 0,5 1

-0,5
X =log(x)
o=1
o=0,5
o=0,1

Doc. 8. Courbes de réponse en gain d’ un passe-bande d’ ordre 2 pour
différentes valeurs de o (<1).

@(rad)
1,5
1
0,5
X =log(x)
-1 -0,5 0,5 _ 1
~05 =32 20707
2
-1 o=1
T o=0,1
-3 -15

Doc. 9. Courbes de réponse en phase d’un passe-bande d’ordre 2
pour différentes valeurs de o (< 1).

7 » Coupe-bande d’ordre 2
o 1 - 720?

1+20j0t- 170

* Pulsation rejetée : wg=—

« bande rejetée 2 — 3 dB = Aw =200 = %

G(dB)
-1 -0,5 0 0,5 1

X =log(x)
o=0,1

2
_\—=
0'-2 0,707
o=1

Doc. 10. Courbes de réponse en gain d'un coupe-bande d’ ordre 2
pour différentes valeurs de o (< 1).

¢(rad)
15

1 L)

= log(w)

Doc. 11. Courbes de réponse en phase d'un coupe-bande
d’ordre 2 et leurs diagrammes asymptotiques pour différentes valeurs
de o(<1).

8 » Déphaseur d’ordre 2
H(jo) =

- 20j01- 1*0?

1 +20j01— 120>

° tan (£> = — ﬂ’
) 1 - (ow)?

« rotation totale de phase : Ap=-2n

* le gain est constant et égal a 1.
¢(rad)

X =log(x)
1

-2n
Doc. 12. Courbes de réponse en phase et diagrammes asymptotiques
d’'un déphaseur d’ ordre 2 o (< 1).
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